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AVERTISSEMENT. 


Oh  a  tâché  de  foire  disparaître  dans  cette  steconde  Édition 
la  plus  grande  partie  des  imperfections 1  ou  même  des  er- 
reurs qui  étaient  restées  dans  la  première ,  malgré  les 
soins  qu'on  y  avait  apportés.  Les  changement  Sont  tels, 
qu'une  moitié  environ  du  volume  est  devenue  un  ouvrage 
nouveau.  " 

L'Introduction  a  été  refondue  presqu'en  entier ,  et  cor- 
rigée d'une  erreur  qui  s'était  glissée  dans  les  dernier» 
articles. 

La  première  partie  a  été  augmentée  de  quelques  Théo- 
rèmes sur  les  équations  indéterminées ,  et  d'une  Méthode 
nouvelle  pour1  l'approximation'  des  racines  imaginaires. 

Dans  la  deuxième  partie  la  démonstration  de  la  loi  de 
réciprocité  ,  entre'  ileux  nombres  premiers  ,  a  été  perfec- 
tionnée  à  quelques  égards.  .  .. 

La  théorie  contenue  dans  la  troisième  partie  a  été  pré- 
sentée d'une  manière  nouvelle  et  entièrement  "rigoureuse. 

La  quatrième  partie  a  été  augmentée  de  plusieurs 
paragraphes  sur  différens  sujets.  Dans  l'un  d'eux  on  dé- 
montre que  toute  progression  arithmétique  (excepté  celles 
dont  tous  les  termes  ont  un  commun  diviseur)  contient 
une  infinité  de  nombres  premiers. 
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Enfin  il  a  été  ajouté  une  cinquième  partie  où  l'on 
expose  avec  ,tout  le  détail  nécessaire  ,  la  belle  théorie 
de  la  résolution  de  l'équation  xn  —  1  =  o  ,  donnée  par 
M.  Gauss,  dans  ses  Disquisitiones  arithmeticœ. 

Cet  ouvrage  qui  parut  à  Léipsick  en  1801 ,  et  qui  plaça 
£>ut  d'un  çoup  son.  auteur  au  rang  des  Analystes  les  plus 
célèbres ,  contient  beaucoup  de  choses  analogues  à  celles 
qui  sont  traitées  dans  l'Essai  sur  la  Théorie  des.  Nombres  , 
publié  en  1798.  Il  contient  particulièrement  une  démons» 
(ration  directe  et  fort  ingénieuse  de  la  loi  de  réciprocité 
déjà  citée  ;  démonstration  qu'on  se  proposait  4'm*4re» 
avec  des  développemens  plus  étendus ,  dans  cette  seconde 
Edition.  Mais  l'Auteur  étant  parvenu  depuis  à  en  trouver 
une  beaucoup  plus  simple  et  plus  élégante ,  on  a  exposé 
de.  préférence  cette  dernière  dans  le  §  VII  de  la  quatrième 
partie.  ...    (  .  1 

On  aurait  désiré  enrichir  cet  Essai  d'un  plus  grand 
nombre  des  excellens  matériaux  qui  composent  l'ouvrage 
de  M.  Gauss  :  mais  les  méthodes  de  cet  auteur  lui  sont 
tellement  particulières  qu'on  n'aurait  pu ,  sans  des  circuits 
très-étendus ,  et  sans  s'assujétir  au  simple  rôle  de  traduc- 
teur ,  profiter  de  ses  autres  découvertes. 
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PRÉFACE 

DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION. 

* 

«      •  • 

■         .      .       .  .  i    m'     ...»  I 

A  en  juger  par  différens  fragmens  qui  nous  restent,  et  dont 
quelques-uns  sont  consignés  dans  Euclide,  il  parait  que  lei 
anciens  Philosophes  avaient  lait  des  recherches  assez  étendues 
sur  les  propriétés  des  nombres.  Mais  il  leur  manquait  deux 
instrumens  pour  approfondir  cette  science  ;  l'art  de  la  numé- 
ration qui  sert  à  exprimer  les  nombres  avec  beaucoup  dô 
facilité ,  et  l'Algèbre  qui  généralise  les  résultats  et  qui  peut 
opérer  également  sur  les  connues  et  les  inconnues.  L'invention 
de  l'un  et  l'autre  de  ces  arts  dut  donc  influer  beaucoup  sur  les 
progrès  de  la  science  des  nombres.  Aussi  voit-on  que  l'ouvrage 
de  Diophante  d'Alexandrie  ,  le  plus  ancien  auteur  d'Algèbre 
qu'on  connaisse ,  est  entièrement  consacré  aux  nombres ,  et 
renferme  des  questions  difficiles  résolues  avec  beaucoup  d'adresse 
et  de  sagacité. 

Depuis  Diophante  jusqu'au  temps  de  Viète  et  de  Bachet , 
les  Mathématiciens  continuèrent  de  s'occuper  des  nombres, 
mais  sans  beaucoup  de  succès ,  et  sans  faire  avancer  sensible- 
ment  la  science. 

Viète,  en  ajoutant  de  nouveaux  degrés  de  perfection  à? 
l'Algèbre,  résolut  plusieurs  problèmes  difficiles  sur  les  nombres. 
Bachet,  dans  son  ouvrage  intitulé  Problèmes  plaisant  et  àélec- 
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tables,  résolut  l'équation  indéterminée  du  premier  degré  par 
une  méthode  générale  et  fort 'ingénieuse.  On  doit  à  ce  même 
savant  un  excellent  commentaire  sur  Diophante,  qui  fut  depuis 
enrichi  des  notes  marginales  de  Fermât. 

Fermât;  l'un  des  Géomètres  dont  lés*  travaux  contribuèrent 
le  plus  à  accélérer  la  découverte  des  nouveaux  calculs,  cultiva 
avec  un  grand  Succès  la  science  des  nombres,  et  s'y  fraya  des 
routes  nouvelles.  On  a  de  lui  un  grand  nombre  de  Théorèmes 
intéressai! s  ,  mais  il  les  a  laissés  presque  tous  sans  démonstra- 
tion. C'était  Fesiprit  du  temps  de  se  proposer  des  problèmes 
les  uns  aux  autres.  On  cachait  le  plus  souvent  sa  méthode, 
afin  de  se  réserver  des  triomphes  nouveaux  tant  pour  soi  que 
pour  sa-  nation  ;  car  il  y  avait  surtout  rivalité  entre  les  Géo-i 
nfcètres  français  et  les  anglais.  De  là  il  est  arrivé  que  la  plupart 
des  démonstrations  de  Fermât  ont  été  perdues,  et  le  peu  qui 
nous  ea  reste,  nous  fait  regretter  d'autant  plus  ceUés  qui  nous 
manquent.  ,  .•,  , 

Depuis  Fermât  jusqu'à  Eulcr,  les  Géomètres,  livrés  entiè- 
rement à  la  découverte  ou  à  l'application  des  nouveaux  calculs, 
ne  s'occupèrent  point  de  la  Théorie  des  Nombres.  Euler ,  le 
premier,  sfartacha  à  cette  partie;  lès  nombreux  Mémoires 
qu'il  a  publiés  sur  cette  matière  dans  les  Commentaires  de 
Pétersbourg ,  et  dans  d'autres  ouvrages ,  prouvent  combien  il 
avait  à  cœur  de  faire  faire  ù  la  science  des  Nombres  les  mêmes 
progrès  dont  la  plnpart  des  autres  parties  des  Mathématiqeus 
fui  étaient  redevables.  Il  est  à  croire  aussi  qu'Euler  avait  un 
goût  particulier  pour  ce  genre  de  recherches ,  et  qu'il  s'y  livrait 
avec  une  sorte  de  passion,  comme  il  arrive  à  presque  tous  ceux 
qui  sten  occupent  Quoi  qu'il  en  soit,  ses  savantes  recherches 
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le  conduisirent  à  démontrer  deux  des  principaux  Théorèmes 
de  Fermât,  savoir,  i°.  que  si  a  est  un  nombre  premier,  et  x 
un  nombre  quelconque  non  divisible  p;r  a,  la  formule  x°~x —  i 
est  toujours  divisible  par  a;  a°.  que  tout  nombre  premier  de 
forme  472  +  i ,  est  la  somme  de  deux  quarrés. 

Une  multitude  d'autres  découvertes  importantes  se  font  re- 
marquer dans  les  Mémoires  d'Euler.  On  y  trouve  la  théorie 
des  diviseurs  de  la  quantité  a" ^-ô*,  le  traité  departiù'one  nume- 
rorum,  qui  est  inséré  aussi  dans  son  Introd.  in  AnaL  infinit, , 
-l'usage  des  facteurs  imaginaires  ou  irrationnels  dans  la  réso- 
lution des  équations  indéterminées ,  la  résolution  générale  des 
équations  indéterminées  du  second  degré,  en  supposant  qu'on 
en  connaisse  une  solution  particulière;  la  démonstration  de 
beaucoup  de  Théorèmes  sur  les  puissances  des  nombres ,  et 
particulièrement  de  ces  propositions  négatives  avancées  par 
Fermât  ;  que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  cubes  ne  peut 
être  un  cube,  et  que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  bi- 
quarrés  ne  peut  être  un  quarré.  Enfin  on  trouve  dans  ces 
mêmes  écrits  un  grand  nombre  de  questions  indéterminées  ré- 
solues  par  des  artifices  analytiques  très-ingénieux. 

Euler  a  été  pendant  long-temps  presque  le  seul  Géomètre 
qui  se  soit  occupé  de  la  Théorie  des  Nombres.  Enfin  Lagrange 
est  entré  aussi  dans  la  même  carrière ,  et  ses  premiers  pas  ont 
été  signalés  par  des  succès  égaux  à  ceux  qu'il  avait  déjà  obtenus 
dans  des  recherches  d'un  genre  plus  sublime.  Une  méthode 
générale  pour  résoudre  les  équations  indéterminées  du  second 
degré,  et,  ce  qui  était  plus  difficile,  une  méthode  pour  les 
résoudre  en  nombres  entiers,  fut  le  coup  d'essai  de  ce  savant 
illustre  ;  bientôt  après  il  appliqua  les  fractions  continues  à  cette 
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branche  d'analyse  ;  il  démontra  le  premier  que  la  fraction  con- 
tinue égale  à  la  racine  d'une  équation  rationnelle  du  second 
degre* ,  devait  être  périodique,  et  il  en  conclut  que  le  problème 
èe  Fermât,  concernant  l'équation  x3,  —  Ay*  =  i,  est  toujours 
résoluble;  proposition  qui  n'avait  pas  encore  été  établie  d'une 
panière  rigoureuse,  quoique  plusieurs  Géomètres  eussent  donné 
des  méthodes  pour  la  résolution  de  cette  équation. 

Le  même  savant ,  par  des  recherches  ultérieures  qui  sont 
consignées  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  a  démontré  le  premier 
que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  quarrés  ;  on 
lui  doit  également  plusieurs  autres  démonstrations,  importantes; 
mais  la  plus  remarquable  de  ses  découvertes  est  une  méthode 
générale  de  laquelle  découlent,  comme  corollaires  une  infinité 
de  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers. 

Cette  méthode,  singulièrement  féconde,  est  fondée  sur  la 
considération  des  formes  tant  quadratiques  que  linéaires  qui 
eonviennent  aux  diviseurs  de  la  formule  <*-f-awa,  où  /  et  u 
sont  deux  indéterminées,  et  a  un  nombre  donné.  U  restait 
cependant  à  établir,  d'une  manière  générale,  la  relation  qui 
doit  exister -entre  les  formes  linéaires  et  les  formes  quadratiques 
appliquées  aux  nombres  premiers;  car  au  défaut  du  principe 
qui  contient  cette  relation  (1) ,  la  Théorie  de  Lagrange,  qui 
donne  une  infinité  de  Théorèmes  pour  les  nombres  premiers 
4«-t-3,  n'en  fournit  qu'un  très -petit  nombre  relatifs  aux 
nombres  premiers  4/1+1. 

Un  Mémoire  que  j'ai  publié  dans  le  volume  de  l'Académie 


(1)  Voyez  sur  cet  objet  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin, 
année  1775  ,  pag.  35<j  et  35a. 
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des  Sciences  pour  l'année  1785,  offre  les  moyens  de  démontrer 
lé  principe  dont  iWugit ,  et  renferme  d'ailleurs  des  propositions 
fui  paraissent  avancer  la  science  des  nombres..  J'y  ai  donné 
ï°.  la  démonstration  d'un  Théorème  pour  juger  de  la  possi- 
bilité ou  de  l'impossibilité  de  toute  équation  indéterminée  du 
second  degré ,  ramenée  à  la  forme  ax%  -H  by*  =  cz2  ;  2°.  la 
démonstration  d'une  loi  générale  qui  existe  entre  deux  nom- 
bres premiers  quelconques,  et  qu'on  peut  appeler  toi  de  réci- 
procité; 3Ô.  l'application  de  cette  loi  à  diverses  propositions, 
et  son  usage,  tant  pour  perfectionner  la  Théorie  de  I^agrange, 
que  pour  vaincre  d'autres  difficultés  du  même  genre. 

Le  mênre  Mémoire  contierit  en  outre  l'ébauché  d'une  théorie 
entièrement  nouvelle  sur  les  nonû)i£s„cojisidéiés..eju  tant.qu'ils. 
sont  décomposables  en  trois  quarrés  :  théorie  à  laquelle  appar- 
tient  le  fameux  Théorème  de  f  ermât ,  .  qu'un  nombre  quel- 
conque est  la  somme  de  trois  triangulaires-,  et  oèksvAve Théorème 
du  même  auteur,  que  tout  nombre  premier  Bn'^'j  est  de  la 
forme  p2-t-  q*  -h  2r*. 

Depuis  l'époque  de  la  publication  de  ce  Mémoire,  je  me 
suis  occupé  à  diverses  reprises  dé  développer  les  vues  qu'il 
contient,  et  d'apporter  quelques  perfeclionnemcns  à  différent 
points  de  la  Théorie  des  Nombres  ou  de  l'Analyse  indéter- 
minée (1).  Mes  recherches  à  cet  égard  ayant  été  suivies  de 


(1)  Je  ne  sépare  point  la  Théorie  des  Nombres  de  l'Analyse  indéterminée,  et  je 
regarde  ces  deux  parties  comme  ne  faisant  qu'une  seule  et  même  branche  de  l'Analyse 
algébrique.  En  effet,  il  n'est  pas  de  Théorème  sur  les  nombres  qui  ne  soit  relatif  à  la 
résolution  d'une  ou  de  plusieurs  équations  indéterminées.  Ainsi  quand  on  assure ,  d'après 
Fermât,  que  tout  nombre  premier  4n-f-  i  est  la  somme  de  deux  quarrés,  c'est  comme 
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quelques  succès ,  je  me  proposais  d'abord  d'en  publier  le  ré- 
sultat dans  un  Mémoire  particulier  ;  j'ai  cru  ensuite  devoir 
profiter  de  cette  occasion  pour  traiter  la  Théorie  des  Nombres 
avec  plus  d'étendue  qu'on  ne  Ta  fait  jusqu'à  présent,  et  en  y 
comprenant  le  résultat  des  principales  recherches  d'Euler  et 
de  Lagrange  sur  la  même  matière. 

C'est  ainsi  que  je  me  suis  déterminé  à  composer  l'ouvrage 
que  j'offre  en  ce  moment  au  Public;  je  le  donne  non  comme 
un  traité  complet,  mais  simplement  comme  un  essai  qui  fera 
connaître  à -peu -près  l'état  actuel  de  la  science,  et  qui  contri- 
buera peut-être  à  en  accélérer  les  progrès  

 i  L  2  L  ;  


si  on  disait  que  l'équation  A-=y%  +  *'  est  toujours  résoluble  tant  que  A  est  un  noi 
premier  de  la  forme  4n-f-  i.  On  peut  ajouter  que  dans  ce  même  cas  l'équation 
if =y*-f  z'  n'aura  jamais  qu'une  solution,  ce  qui  est  un  second  Théorème  contenant 
«ne  propriété  caractéristique  des  nombres  premiers  4«  +  i .  -,,.», 
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continue  t  

Loi  générale  du  développement  ,  45 

On  prouve  que  la  fraction  continue   est  périodique  ,  45 

On  en  conclut  que  l'équation  r:J —  Ay*  ■=  1  admet  toujours  une  infinité  de 
aolutions ,  47 

$  VI.  Résolution  en  nombres  entiers  de  V équation  indéterminée  

x'  —  Ay'==fcD,  D  étant  <y/A,  48 

Condition  pour  que  l'équation  soit  possible ,  Si 

formules  générales  qui  contiennent  une  infinité  de  solution»  de  l'équation  proposée,  5a 

§  VII.   Théorèmes  sur  la  possibilité  des  équations  de  la  forme  

A  étant  un  nombre  premier  fa  +  i,  l'équation  x* — Ay*  —  —  i    est  toujours 

possible  ,  t-q 
A    étant  un  nombre    premier  8n  -f  3  ,   l'équation  x1  —  Ay'z=  —  a  est  toujours 

possible ,  ibid. 
A  étant  on  nombre  premier   8n  +  7  ,  l'équation  x*  —  Ay*  =  a  est  toujours 

possible ,  fttf, 
A/ et  A  étant  deux  nombres  premiers  4n-f-5,  l'équation         — Ay=-f  1  ,  ou  l  é- 

quation  Mx1 — /Vy»  —  —  1  ,  sera  toujours  possible  ,  ~  5g 

Les  mêmes  théorèmes  se  déduisent  de  la   considération  du  quotient-moyen  dans  la 

développement  de  y  A  en  fraction  continue,  •  57 

Moyen  direct  de  mettre  A  sous  la  forme  £>*  -f-  /* ,  lorsque  A  est  on  nombre  pre-» 

mier  4n  -f.  1  ,  ou  loraqn'en  général  A  rend  possible  l'équation  x* — Ay*=-+-i,  60 

§  VIII.  Réduction  de  la  formule  Ly»  *f-Myz-f-Nz«  à  F  expression  la 
plus  simple,  fii 

Cette  réduction  se  fait  par  la  méthode  de  Lagrange  (Mém.  de  Berlin,  an.  1775). 
On  démontre  ensuite,  par  une  méthode  particulière,  que  deu*  formules  py%-+aqyz+rz*, 
p'y*  +  aq'yz  -f-  rV,  dans  lesquelles  pr  —  c*  et  pV  —  a'»  sont  égales  à  un  même 
nombre  positif  A,  sont  différentes  lune  de  l'aulre,  si  elles  satisfont  à  la  condi- 
tion que  le  coefficient-moyen  ne  surpasse  aucun  des  extrêmes ,  Ç£ 

§  IX.  Développement  de  la  racine  d'une  équation  du  second  depré  en 
fraction  continue,  fig 

j?"  _6_éniralC  dn  dé^0PPeoient>  *»  méme  que  pour  le»  «tapies  racines  quarrées,  ,70 
On  pr  uve  que  la  fraction  continue  est  périodique,  7X 

°"  jt're_r"''ne  ''CXpre|S'?n  gtne'  a'e  d"  d've""  fractions  convergentes  qui  répondent 
A  un  rueme  qnorient  dans  les  périodes  successives,  ~~ÏZ 
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Considérations  diverses  jjg  jj  réfcajution  de  l'équation  _/y*  -f/rys  4-  Az'=^;t:  P ,  pas-  7b' 

§  X.  Comparaison  des  fractions  continues  résultantes  du  développement 
. .  des  deux  racines  d'une  même  équation  du  second  degré*  80 

On  prouve  que  la  période  comprise  daa<-  le  développement  d'une  racine  est  l'inverse 

de  la  période  comprise  dans  le  développement  de  l'autre  racine,  :bitl. 

§  XI.  Résolution  m  nombres  entiers  de  l'équation  L>Jf  fj-  Myg 
-f-Nz^zfcH,   .  38 

Il  ne  peut  y  avoir  une  infinité  de  solutions  que  longue  if*-*-4LN  est  un  nomhre 
positif  nou^quarré  :  on  résout  alors  l'équation  en  la  ramenant  au  cas  où  le  second 
membre  =  ±:  1 1  g  3 

On  confirme  par  divers  exemples  la  remarque  déjà  faite,  que  les  formules  obte- 
nues par  le  développement  d'une  racine  contiennent  implicitement  le  rcsultat  du 
développement  de»  deux  racines ,  ioo 

§  XII.  Démonstration  d une  proposition  supposée  dans  les  paragraphes 
précédens  ,  .  10a 

Etant  proposée  l'équation  Jy%+p;yz+hz*=±Jf ,  dans  laquelle  on  *H<li{/(g*— 4P')', 

si  cette  équation  est  résoluble,  la  fraction-^  se  trouvera  p»j»jni  les  fraction» coar 

vergentes  vtrs  une  racine  de  l'équation  fx*  -f-  gx  -f-  h  ■=  o ,  ioj5 
Les  cas  qui  semblent  faire  exception  sont  néanmoins  compris  dan»  les  formulée 
générale» ,  103 

§  XIII.  Réduction  ultérieure  des  formules  Ly*  rfr-  Myz  -f-  Xz' ,  lorsque 
M*  —  4^N  est  égal  à  un  nombre  positif,  ;  ijj 

On  donne  pour  cet  objet  une  méthode  directe  fondée  sur  le  développement  en  frac- 
tion continue  d'une  racine  de  l'équation  Lx*  +  Mx  •  \  n3 

Les  Tables  I  et  II,  construites  d'après  cette  théorie,  offrent  les  réductions  toute» 
faites  pour  un  grand  nombre  de  formules.  Voyez  le  Recueil  des  Tables. 

§  XIV.  Développement  en  fraction  continue  de  la  racine  d'une  équation 
d'un  degré  quelconque,  îai 

Méthode  générale  due  à  Lagrange.  -—  Perfectionnement  de  çette  méthode  par  Je 

même  auteur  ,  ia3 

Observation  sur  le  nombre  des  tpiotiens  nouveaux  qu'on  peut  déduire  des  quotiens 

déjà  trouvés  ,  '  ia6 

Exemple»  de  développenienB  qui  offrent  des  rapports  remarquables  entre  les  racine?,  i5o 
Observations  sur  la  solution  de  quelques  équations  indéterminées  d'un  dei;re  élevé  ,     1 55 
Rapport  remarquable  entre  les  racines  des  transformées  successives  et  les  racines  de- 
là proposée ,  1^9 

Développement  en  fraction  continue  d'une  racine  réelle  de  tonte  équation  proposée ,  1 43 
Méthode  pour  obtenir  la  première  approximation  dans  les  équations  algébriques, 
Nouvelle  méthode  pour  l'approximation  des  racine»  imaginaires,  i5i 
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Cette  méthode  prouve  directement  que  la  valeur  de  l'inconnue  peut  tou'ours  être 
représentée  par  a-f-Ci, — 1,  *  et  C  étant  réels,  pag.  i53 

§  XV.  Résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation  indéterminée  • 

Lyn_^_Myn-iz  -+-Nyn-3za. . .  ■+■  Vzn=db H,  i54 

On  ramène  cette  équation  an  cas  où  le  second  membre  =  ±.  1 ,  ibid. 

Recherches  sur  les  moyens  de  déterminer  y  et  z,  pour  que  la  fonction  homogène 
af  -f-  bf—'u  -f-  cf~au'.  •  .  ■  -f-  kun  soit  un  minimum,  >55 

On  prouve  que  dans  le  cas  dn  minimum  la  fraction  -  doit  être  l'une  des  fractions 

convergentes  vers  une  racine  réelle  de  l'équation  ax"  -f-  bx*~'  -f-  •  .*f*  k=°, 

eu  vers  la  partie  réelle  d'une  racine  imaginaire  de  la  même  équation,  i5g 

SECONDE  PARTIE. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  NOMBRES. 


§  I.  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers, 


t66 


Si  c  est  un  nombre  premier  et  N  un  nombre  quelconque  non-divisible  par  c ,  la  quan- 
tité N*~*  —  i  sera  divisible  par  c ,  ibid. 

Si  n  est  un  nombre  premier,  le  produit  i.3.3..(n — i),  augmenté  de  l'unité, 
sera  divisible  par  n  ,  

Si  un  polynôme  du  degré  m  divise  x*"~* -i,  c  étant  un  nombre  premier ,  il  y  aura 
toujours"  m  valeurs  de  x,  comprises  entre  —-je  et  +jc,  qui  rendront  ce  poly- 
nôme divisible  par  c,  169 

1 

Le  nombre  premier  c  sera  diviseur  de  .v* -j- N ,  si  la  quantité  (—  iV)  '  — 1  est  di- 
visible par  c;  dans  le  cas  contraire,  il  ne  pourra  diviser  x'-f  N,  170 

Explication  du  caractère  abrégé  ^  jr)  »  ibid. 

§  II.  Recherche  de  la  forme  qui  convient  aux  diviseurs  de  la  formule 
t*  t  etu  étant  premiers  entre  eux ,  173 

On  prouve  que  tout  diviseur  de  cette  formule  peut  être  représenté  par  une  formule 
de  même  degré  pyx  -f  aqys  +  n' ,  dans  laquelle  on  a  pr  —  y*  —  a,  et 
flq<p  et  r,  '75 

§  III.  Application  de  la  théorie  précédente  à  diverses  formules  t'-f-u*, 
t'-r-au*,  t* — an*,  etc.,  175 

On  prouve  que  la  somme  de  deux  quarrés  premiers  entre  eux,  t'-f-u*,  ne  peut 
avoir  pour  diviseur  qu'une  somme  semblable  j** -f-  s',  ibid. 

Il  en  est  de  même  des  formules  t* -f- an",  t* — ait*,  chacune  n'admettant  que  des  di- 
viseurs qui  lui  sont  semblables  ,  1 76 
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Propriété»  générales  et  caractéristiques  des  nombres  premier»  8n  -f»  *  i  8n  +  5  , 
8n  +  5,  Bn+7,  .  pag.  180 

Valeur  du  symbole         selon  l'espèce  du  nombre  premier  c,  i8t 

§  IV  j  où  l'on  prouve  que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre 
OU  d'un  moindre  nombre  de  quarrés ,  18a 

On  démontre  que  B  et  C  étant  deux  nombres  quelconques  donnés,  il  y  a  toujours 
des  valeurs  de  t  et  u  telles  que  f  —  Bu*  —  C  est  divisible  par  un  nombre  pre- 
mier donné  A ,  ibid. 

Le  produit  de  la  formule  p%  -f-  g*  -f- r*  -f-  par  une  formule  semblable  est  également 
la  Somme  de  quatre  quarrés  ,  ;  .  1&S$ 

Un  nombre  quelconque  est  la  somme  de  quatre  quarrés ,  iBS 

Développement  des  différens  cas  du  théorème  de  Fermât  sur  les  nombres  polygones,  188 

§  V.  De  la  forme  linéaire  qui  convient  aux  diviseurs  de  la  formule 
•"sfci,  a  et  n  étant  des  nombres  donnés,   191 

Tout  nombre  premier  p  qui  divise  la  formule  a"  -f-  1        de  la  forme  anx-j-i,  ou 

au  moins  il  doit  diviser  une  formule  plus  simple  a  -f-  l  ,  dans  laquelle  a  est  le» 
quotient  de  n  divisé  par  un  nombre  impair,  igi 

Tout  nombre  premier  p  qui  divise  la  formule  a* —  1  doit  être  compris  dans  la 
forme  nx-f-i,  ou  au  moins  doit  diviser  la  formule  a"  —  1 ,  dans  laquelle  m  est 
sous-multiple  de  »,  iq5 

Applications  diverses  ou  l'on  détermine  des  nombres  premiers  très-grand»,  K£ 

§  VI.  Théorème  contenant  une  loi  de  réciprocité  qui  existe  entre  deux 
nombres  premiers  quelconques,  198 

Si  les  nombres  premiers  m  et  n  ne  sont  pas  tous  deux  de  la  forme  £c  -f  3 ,  on  aura  ' 

généralement         —  (jjj)  >  et  *'^*  *ont  t0°*  deux  de  cette  forme,  on  aura... 

©— (s)- 

Théorèmes  divers,  dont  plusieury  dépendent  de  la  loi  précédente,  ar^ 

Démonstration  de  deux  conclusions  générales  auxquelles  liuler  est  parvenu  par  voie 
d'induction ,  dans  ses  Opuscula  Anaiyùca ,  tom.  1 ,  906* 

§  VII.  Usage  du  théorème  précèdent  pour  connaître  si  un  nombre  pre- 
mier c  divise  la  formule  x'-f-a,  aÔ8 

Algorithme  très-simple  pour  cet  objet ,  ibid. 
Développement  d'un  grand  nombre  de  cas  où  l'on  peut  déterminer  a  priori  la  râ- 
leur de  x,  an 

S  VIII.  De  la  manière  de  déterminer  x  pour  que  x*-f-a  soit  divisible 
par  un  nombre  composé  quelconque  N  t  ai4 
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Du  cas  particulier  où  I\'  a  pour  facteur  a"  , 

AI  5 

Détermination  du  nombre  des  solutions  , 

3)7 

,  i .  ■  *  

§  IX.  Résolution  des  équations  symboliques  Q-J  c=  i , 

(St.-1» 

§  X.  Rccherciie  des  formes  linéaùrs  qui  couvicnneiU 

aUX  dwiseiwt  de 

la  formule  l*+CU*, 

aa5 

Théorèmes  par  les quels  on  détermine  les  formes  linéaires  des  diviseurs  de  la  formule 
**«4-ru*,  c  étant  premier  ou  double  d'un  premier,  ièid. 

On  détermina  •  «n'ont  les  formes  linéaires  de  ces  mêmes  diviseurs ,  lorsque  e  est  le 
produit  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres  premiers,  *5i 

Cn  général  les  diviseurs  d'une  morne  formule  É*  :fc  en*  se  partagent  en  un  nombre 
déterminé  de  groupe*,  composés  chacun  d'un  même  nombre  de  formes  linéaires 
acx  -f-  a  i  ou  4CX  "f*  ai  Hnd. 

Méthode  abrégée  pour  trouver,  par  îe  moyen  des  diviseurs  quadratiques,  toutes  le*' 
formes  linéaires  des  diviseurs,  a3â 

§  XL  Explkmtiondet  Tables  Ut,  IV,  V,  VI  èt  VU, 

Ces  Tables  présentent,  pour  chaque  formule  P-f-cu*  comprise  dans  leurs  limites, 
le  système  de  ses  diviseurs  quadratiques  et  des  diviseurs  linéaires  correspondans. 

§  XII.  Suite  de  théorèmes  contenus  dans  les  Tables  précitées  ,  a55 

Ou  démontre  en  général  que  si  ^cx  -f-  «  est  l'une  des  formes  linéaires  qui  conviennent 
aux  diviseurs  de  la  formule  t*  ru* ,  tout  nombre  premier  compris  dan«  la  forme 
4rx  -f-  n  ,  sera  diviseur  de  la  formule  <*  ±  et  par  conséquent  sera  de  l'un»  des 
formes  quadratiques  qui  répondent  â  la  forme  4CX  ~i~  o-  O"  tire  de  là  autant  de 
théorèmes  particuliers  qu'il  y  a  de  formes  linéaires  dans  les  Tables ,   a6o 

S  XIII.  Autres  théorl'ines  coneernanl  les  formes  quadratiques  des  nombres,  ' 

Tout  nombre  premier  A  qui  divise  la  formule  t*  ±icu*,  ne  peut  appartenir  qu'à  l'nn 
des  diviseurs  quadratiques  de  cette  formule ,  ihid. 

Tout  nombre  premier  A  qui  est  de  la  forme  jg  -f-  eu,' ,  ae  peut  être  qu'une  fois  de 
cette  forme  r  a65 

On  détermine  le  nombre  de  manières  dont  uu  même  nombre  composé  A  peut  être 
de  la  forme  y      ai* ,  d'où  l'on  déduit  la  solution  d'un  problème  de  Fermât,  aSg 

'1  ont  nombre  A ,  premier  ira  double  d'nn  premier ,  compris  dans  Ta  formule  py%  -f. 
fifj'z -f- rc* ,  où  pi* — g*  est  un  nombre  positif,  n'y  peut  être  compris  que  d'une 
manière,  sauf  le  cas  des  diviseurs  bifides,  aji 

§  XIV.  Stw  les  morens  de  trouver  un  nombre  premier  plus  grand  qu'un 
nombre  donné,  379 

Tableau  tW  diverses  fornuilss  propres  à  exprimer  des  nombres  premiers,  si  une  con- 
dition est  remplie,  ,  Bftl 
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Explication  de  la  propriété  qu'ont  certaines  formules  de  contenir  une  suite  assez  étendue 
de  nombres  première  ,  pag.  a 84 

§  XV.  Usage  des  théorèmes  précédens  pour  reconnaître  si  un  nombre 
donné  est  premier,  ou  s'il  rie  l'est  pas,  386 

On  ajoute  aux  antre»  moyens  déjà  indiqués  le  développement  en  fraction  continue  de 
la  racine  du  nombre  donné,  on  d'un  de  ses  multiples,  288 

TROISIÈME  PARTIE.  1 

THÉORIE  DES  PJQMMM  flflfflDÉBÉfi  COMME  DKC.OMPO.S  ABI.RS 

EN  TROIS  OUARRÉS. 

§  I.  Définition  de  la  forme  trinaire.  Nombres  et  diviseurs  quadratiques 
auxquels  cette  forme  peut  ou  ne  peut  pas  convenir,  29Z 

§  H.  Correspondance  entre  les  formes  trinaires  du  nombre  c  et  les  diviseurs 
trinaires  de  In  formulé  t'  +  eu1,  396 

Si  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  t*  +  1  u  1  est  décomposable  en  trois  quarrés , 
toute  manière  de  faire  cette  décomposition  ,  c'est-à-dire  toute  forme  trinaire  de  ce 
diviseur,  donnera  une  valeur  trinaire  correspondante  de  c ,  ibid. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  forme  trinaire  du  nombre  c,  on  pourra  toujour» 
trouver  un  diviseur  quadratique  trinaire  de  la  formule  f  -f-  eu*,  correspondante  à  la 
valeur  donnée ,  338 

On  démontre  généralement  1°.  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un  diviseur  quadratique  qui 
répondra  à  la  valeur  trinaire  donnée  de  c  ;  a0,  que  ce  diviseur  ne  pourra  avoir  qu'une 
seule  forme  trinaire  correspondante  à  cette  même  valeur ,  sauf  le  cas  des  diviseurs 
bifide?  où  il  y  en  a  deux,  *  3o5 

§  III.  Théorèmes  concernant  les  diviseurs  quadratiques  trinaires  t  5o6 

Si  le  nombre  c  est  premier  ou  double  d'un  premier,  la  formule  <*-f-cu'aura  autant 
da  diviseurs  quadratiques  trinaires  qu'il  y  a  de  lonnes  trinaires  du  nombre  c  ,  et 
chacun  de  ces  diviseurs  ne  pourra  avoir  qu'une  seule  forme  trinaire ,  608 

Si  le  nombre  A'  est  compris  dans  un  diviseur  trinaire  de  la  formule  !'  +  «')  réci- 
proquement le  nombre  c  sera  compris  dans  un  diviseur  trinaire  de  la  toi  mule  I*  -f-  Au'. 
De  plus,  les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  A'  et  c  seront  les  mêmes  dans  lee 
deux  cas,  Soj 

Caractères  qui  distinguent  les  diviseurs  quadratiques  réciproques ,  des  diviseur:)  no/i- 

.  FejCBWPQJW»»    '  ■  $1$. 

Le»  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t*  4* cu*  M  distinguent  encore  ea  divi.se un  de 
première  et  diviseur» de  deuxième  espèce,  5ia 

Si  le  nombre  c  est  premier  ou  double  d'un  premier,  tout  diviseur  quadratique  de 
première  e.spéce  est  un  diviseur  réciproque  ,  3r.o 

Quoi  que  soit  c,  pourru  qu'il  ne  soit  ni  de  la  forme  4»  ,  ni  de  la  foirai  8/1  +  7, 


xx  TABLE  DES  MATIERES. 

les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  C  +  tv  c»  contiendront  toujours  an  moins  un 
qui  sera  réciproque,  pag.  3a ■ 

Tout  diviseur  quadratique  réciproque  de  la  formule  f*  -f-  eu*  est  un  diviseur  trinaire, 
et  ce  diviseur  a  autant  de  forme?  trinaii  es  qu'il  y  a  d'unités  dans  a'~',  t  étant  le 
nrnibie  dei  facteurs  premiers  ,  impair  et  inégaux  qui  divisent  c  ,  5.1'J 

Corollaires  généraux  qui  offrent  toutes  lus  piopriétéa  de  la  Table  VIII,  continuée  in- 
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INTRODUCTION 

CONTENANT  DES  NOTIONS  GÉNÉRALES  SUR  LES  NOMBRES. 

•  •  • 

IN  o  t  r  f.  objet,  dans  cette  Introduction,  est  de  présenter  quelques* 
considérations  générales  sur  la  nature  des  nombres,  et  particulièrement 
sur  celle  des  nombres  premiers.  Mais,  ayant  tout,  nous  croyons  devoir 
nous  occuper  de  quelques  propositions  fondamentales,  dont  la  démons- 
tration ne  se  trouve  pas  dans  les  Traités  ordinaires  d'Arithmétique,  ou 
du  moins  n'y  est  présentée  que  d'une  manière  peu  rigoureuse. 

I.  Nous  examinerons  d'abord  pourquoi  le  produit  de  deux  nombres 
demeure  le  même,  en  changeant  l'ordre  des  facteurs ,  c'est-à-dire,  pour- 
quoi Ax.B  =  B  xA. 

Soit  A  le  plus  grand  des  deux  nombres  A  et  J9,  soit  Cleur  différence, 
et  en  conséquence  A  —  B+C.Otl  accordera  aisément  que  le  produit 
de  A  par  B ,  c'est-à-dire  A  pris  B  fois,  est  composé  du  produit  de  B 
par  B  et  du  produit  de  C  par  By  de  sorte  qu'en  écrivant  le  multipli- 
cateur le  dernier,  on  a  Ax.B~Bx.B  +  Cx,B.  Mais  le  produit 
de  B  par  A  ou  par  2?-f-C,  est  composé  aussi  de  B  pris  B  fois  et  de  B 
pris  C  fois,  de  sorte  qu'on  a  By^A—B^B-^-B^C.  De  là  on  voit 
que  le  produit  A  x  B  sera  le  même  que  le  produit  B  x  A ,  si  le  produit 
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partiel  CxB  est  égal  à  B  x  C.  Mais  par  la  même  raison  l'égalité  entre 
CB  et  BC  se  prouvera  par  l'égalité  entre  deux  produits  plus  petits  CD 
et  DC\  et  en  continuant  ainsi  on  parviendra  nécessairement,  soit  au  cas 
où  les  deux  facteurs  sont  égaux,  soit  au  cas  où  l'un  des  deux  est  égal 
à  l'unité.  Dans  le  premier  cas,  l'égalité  est  manifeste;  dans  le  second, 
elle  se  conclut  de  ce  que  H  x  i  est  // ,  ainsi  que  i  X  //.  Donc  le 
produit  A  x  B  est  toujours  égal  au  produit  BxA. 

.  H.  On  suppose  ordinairement  qu'en  multipliant  un  nombre  donné  C 
par  un  autre  nombre  N  qui  est  lui-même  le  produit  de  deux  facteurs 
A  et  By  il  revient  au  même  de  multiplier  C  par  N  tout  d'un  coup,  ou 
bien  de  multiplier  C  par  A,  ensuite  le  produit  par  B. 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  j'observe  d'abord  que  le  produit  AB 
n'est  autre  chose  que  A  -f-  A  -f-  A  ■+-  etc. ,  le  nombre  de  ces  termes 
étant  B.  Lors  donc  qu'on  multiplie  un  troisième  nombre  C  par  le  pro- 
duit ABt  on  est  censé  répéter  B  fois  l'opération  de  multiplier  Cpar  A , 
c'est-à-dire  qu'on  a  CA-+-CA-t-CA-$-etc. ,  le  terme  CA  étant  écrit 

B  fois.  Le  résultat  est  donc  CA  x  B,  de  sorte  qu'on  a  Cx  AB=CAxB. 

DU.  D'après  ces  deux  propositions,  on  démontrera  facilement  que 
le  produit  de  tant  de  facteurs  qu'on  voudra ,  demeure  toujours  le  même , 
en  quelque  ordre  que  les  facteurs  soient  multipliés. 

Pour  prouver,  par  exemple,  que  le  produit  AxB xCx^  est  égal 
au  produit  Cx  A  X  D  x  Bt  je  commence  par  faire  ensorte  que  la  même 
lettre  occupe  la  dernière  place  dans  les  deux.  Or  on  a,  en  vertu  des 

propositions  précédentes  ,   A  x  BC=A  x  CB  =  ACx  B  ;  donc 

AxBx  CxD=ZTCxBxD='ÂCxBD==ACxDxBi  la  lettre 
B  est  à  la  dernière  place  dans  ce  produit,  comme  elle  l'est  dans  l'autre 
produit  donné  CADB.  Otant  la  dernière  lettre,  il  suffira  de  prouver  lega- 

lité  1C  x  D=  C  x  A  x  D-,  or  celle-ci  résulte  de  ce  que  AC=CxA. 

IV.  «  Le  produit  de  deux  nombres  A  et  B  est  divisible  par  tout  nombre 
»  qui  divise  exactement  l'un  des  deux  facteurs  A  et  B.  » 

Car  soit  fl  un  nombre  qui  divise  By  et  soit  en  conséquence  B=C x 0, 

on  aura  AB  =  ACxQ;  donc  AB  divisé  par  fl  donne  le  quotient 
exact  AC. 

V.  «  Si  le  nombre  fl  divise  à-la-fois  les  deux  nombres  A  et  B,  il  d». 


Digitized  by  Google 


INTRODUCTION.  5 
»  visera  la  somme  et  la  différence  de  deux  multiples  quelconques  de  ces 
»  nombres,  m 

Car  si  l'on  a  A  —  A'9,  B=B&,  il  en  résulte  mA±nB=mA'%±.nB9 , 
quantité  qui,  divisée  par  6,  donne  le  quotient  exact  mA'dcnB. 

VI.  «  Tout  nombre  premier  qui  ne  divise  ni  l'un  ni  l'autre  des  fac* 
»  teurs  A  et  Jî,  ne  peut  diviser  leur  produit  AB.  m 

Cette  proposition  étant  l'une  des  plus  importantes  de  la  théorie  des 
nombres,  nous  donnerons  à  sa  démonstration  tout  le  développement 
nécessaire. 

Soit,  s'il  est  possible,  8  un  nombre  premier  qui  ne  divise  ni  A  ni  Bj 
mais  qui  divise  le  produit  ABy  on  pourra  supposer  qu'en  divisant 
A  par  8  on  a  le  quotient  m  (qui  pourrait  être  zéro)  et  le  reste  A'; 
on  aura  donc  A  =  m9  +  A't  et  semblablement  B=nB  +  B.  Donc 
AB  =  mnB*+  nA'9  +  mBQ  +  A'  B .  Cette  quantité,  d'après  l'hypothèse, 
doit  être  divisible  par  8,  et  comme  les  trois  premiers  termes  sont  divi- 
sibles par  8,  il  faudra  que  le  quatrième  A'B  soit  également  divisible 
par  0  ;  ainsi  nous  pourrons  faire  AB=  C8. 

Dans  ce  premier  résultat,  nous  remarquerons  i\  que  A'  et  B  ne  sont 
zéro  ni  l'un  ni  l'autre,  parce  que  A  et  B  sont  supposés  non  divisibles 
par  6;  a",  que  A'  et  B,  comme  restes  de  la  division  par  8,  sont  moindres 
que  9;  3°.  qu'aucun  des  nombres  A'  et  B  ne  peut  être  égal  à  l'unité; 
car  si  on  avait  A'=  i ,  le  produit  A'B  se  réduirait  à  B  ;  or  B  étant  <0, 
il  est  impossible  qu'on  ait  B=  C9. 

Nous  avons  donc  deux  nombres  entiers ,  A'y  B,  tous  deux  plus  grands 
que  l'unité ,  et  tous  deux  moindres  que  9 ,  dont  le  produit  est  divisible 
par  8,  de  sorte  qu'on  a  A'BzszCQ.  Voyons  les  conséquences  qui  en 
résultent. 

Puisque  A'  est  moindre  que  8,  on  peut  diviser  0  par  A';  soit  p  le 
quotient  et  A'  le  reste,  on  aura  Q=pA'-î-A";  donc  hx.B=pA'B-+-A"B. 
Le  premier  membre  est  divisible  par  8 ,  il  faut  donc  que  le  second  le 
soit  aussi.  Mais  la  partie  A'B  est  divisible  d'elle-même  par  8,  puisque 
A'Bz=C6i  donc  l'autre  partie  A'B  doit  être  encore  divisible  par  8. 

Le  nombre  A*t  comme  reste  de  la  division  par  A,J  est  moindre  que  A't 
il  ne  peut  d'ailleurs  être  zéro  ;  car  si  cela  était ,  8  serait  divisible  par  _•/' 
et  ne  serait  plus  un  nombre  premier.  Donc  du  produit  A'B,  supposé 
divisible  par  8,  on  tire  un  autre  produit  A'B  divisible  encore  par  8, 
et  qui  est  plus  petit  que  A'B  sans  être  zéro. 

En  suivant  le  même  raisonnement,  on  déduira  du  produit  A'B  un 
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autre  produit  A'B'  ou  A'!?,  encore  plus  petit,  et  qui  sera  toujours  di- 
visible par  9  sans  être  zéro. 

Et  en  continuant  la  suite  de  ces  produits  décroissans,  ou  parviendra 
nécessairement  à  un  nombre  moindre  que  9.  Or  il  est  impossible  qu'un 
nombre  moindre  que  0,  et  qui  n'est  pas  zéro,  soit  divisible  par  9;  donc 
l'hypothèse  d'où  l'on  est  parti  ne  saurait  avoir  lieu. 

Donc  si  les  nombres  A  et  B  ne  sont  divisibles  ,  ni  l'un  ni  l'autre , 
par  9 y  leur  produit  AB  ne  pourra  non  plus  être  divisible  par  6. 

Vil.  La  doctrine  des  incommensurables  repose  entièrement  sur  le 
principe  qu'on  vient  de  démontrer.  En  effet,  s'il  existait,  par  exemple, 

une  fraction  rationnelle  —  égale  à  1/2,  il  faudrait  que  —  fût  égale  à  a. 

Donc  ro'  devrait  être  divisible  par  chacun  des  nombres  premiers  qui 

divisent  n.  Mais  la  fraction  —  étant  censée  irréductible,  m  n'a  aucun 

n  9 

diviseur  commun  avec  «;  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  m*  ne 
peut  avoir  non  plus  aucun  diviseur  commun  avec  n  ;  donc  il  est  im- 
possible qu'on  ait  ^-=2. 

En  général  une  puissance  quelconque  du  nombre  a  ne  peut  avoir  pour 
diviseurs  d'autres  nombres  premiers  que  ceux  qui  divisent  a  ;  ainsi  s'il 
n'y  a  point  de  nombre  entier  x  tel  que  jc'  =  £,  b  étant  un  nombre 

donné,  il  n'y  a  point  non  plus  de  fraction  -  telle  que  —  =  b. 

.         y  ' 

VIII.  «  Un  nombre  quelconque  N>  s'il  n'est  pas  premier,  peut  être 
»  représenté  par  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  at,  £,  y,  etc. , 
»  élevés  chacun  à  une  puissance  quelconque,  de  sorte  qu'on  peut  toujours 
»  supposer  N ■=.a.m€nyry  etc.  n 

La  méthode  à  suivre  pour  opérer  cette  décomposition,  consiste  à 
essayer  la  division  du  nombre  N  par  chacun  des  nombres  premiers 
a ,  3,5,7,  »  i ,  etc.  Lorsque  la  division  réussit  par  l'un  de  ces  nombres*, 
on  la  répète  autant  de  fois  qu'elle  est  possible,  par  exemple,  m  fois,  et 
en  appelant  le  dernier  quotient  P,  on  a  JV=*mP. 

Le  nombre  P  ne  pouvant  plus  être  divisé  par  a,  il  est  inutile  d'essayer 
la  division  de  P  par  un  nombre  premier  moindre  que  et  ;  car  si  P  était 
divisible  par©  moindre  que  a,  il  est  clair  que  N  serait  aussi  divisible 
par  8,  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition.  On  ne  devra  donc  essayer 
de  diviser  P  que  par  des  nombres  premiers  plus  grands  que  a;  on  trou- 
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vera  ainsi  successivement  P  =  Ç"Qf  Q=zyrRt  etc. ,  ce  qui  donnera 
N  =  a.mÇ>y>  etc. 

IX.  «  Si,  après  avoir  essayé  la  division  d'un  nombre  donné  N  par  les 
»  nombres  premiers  plus  petits  que  \/N,  on  n'en  trouve  aucun  qui  di- 
»  vise  N  t  on  en  conclura  avec  certitude  que  N  est  un  nombre  premier.  » 

Car  supposons  que  N  soit  divisible  par  un  nombre  premier  0  >  i/iV, 
on  aurait  donc,  en  appelant  P  le  quotient,  N=z$P.  Mais  puisque 

6  est  >\/N>  on  aura  P  =  j  <  -Çffi<VN-,  donc  N  serait  divisible 

par  un  nombre  P  moindre  que  ^ N;  donc ,  à  plus  forte  raison,  il  serait 
divisible  par  un  nombre  premier  <C\ZNy  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

On  peut  donc  trouver,  de  cette  manière,  si  un  nombre  donné  N  est 
premier,  ou  s'il  ne  l'est  pas  ;  mais  quoique  cette  méthode  soit  susceptible 
de  quelques  abrégés  dont  nous  ferons  mention  ci-après,  elle  est  en  général 
longue  et  fastidieuse.  Aussi  plusieurs  mathématiciens  ont-ils  jugé  con- 
venable de  construire  des  tables  de  nombres  premiers  plus  ou  moins 
étendues. 

La  manière  la  plus  simple  de  construire  ces  tables,  est  de  commencer 
par  écrire  de  suite  les  nombres  impairs  i ,  3,  5,  7,  etc.  jusqu'à  100000, 
ou  telle  autre  limite  qu'on  peut  se  proposer.  Cette  suite  étant  formée  , 
on  en  efface  successivement  tous  les  multiples  de  3,  tous  ceux  de  5, 
tous  ceux  de  7,  etc. ,  en  conservant  seulement  les  premiers  termes  5, 
5,7,  etc.,  non  effacés  par  les  opérations  antérieures.  De  cette  manière, 
il  est  visible  que  tous  les  nombres  restans  n'ont  d'autres  diviseurs  qu'eux- 
mêmes,  et  qu'ainsi  ils  sont  des  nombres  premiers.  On  trouvera  à  la  fin 
de  cet  Ouvrage  une  Table  n°  IX ,  qui  contient  les  ncynbres  premiers 
jusqu'à  122g.  Dans  un  Livre  intitulé ,  Georgii  Vega  Tabuke  logarilh- 
mico'trigonometricœ ,  Lipstiv  1797,  on  en  trouve  une  qui  s'étend  jusqu'à 
400000,  et  qui  a,  de  plus,  l'avautage  d'indiquer  pour  chaque  nombre 
composé  le  plus  petit  nombre  premier  qui  eu  est  diviseur. 

X.  Un  nombre  N  étant  réduit  à  la  forme  amC'y',  etc. ,  tout  diviseur 
de  ce  nombre  sera  aussi  de  la  forme  a?Cy*t  etc. ,  où  les  exposans  «  , 
ff  -tt,  etc.  ne  pourront  surpasser  m,  »,/>,  etc.  Il  suit  de  là  que  tous 
les  diviseurs  du  nombre  N  seront  les  diflérens  termes  du  produit 
développé 

I 

JP  =  (i-f.<t-f-«»...+«-)  (etc.)  . 
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Donc  le  nombre  de  tous  ces  diviseurs  est 

(w-f-i)  (w-f-i)  (/>-h0  etc. 
Et  en  même  temps  la  somme  de  ces  mêmes  diviseurs  est  égale  à  P  et 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

P  =  ,     -*  ,     «-  ,  etc. 

Par  exemple ,  puisqu'on  a  36o  =  a5. 3*. 5',  le  nombre  des  diviseurs 
de  56o  est  4«3.a  =  a4,  et  'eur  somme 


— -.-g^-.-g^-  =  15.15.6  =  1170. 


XI.  Il  est  facile  de  trouver  an  nombre  qui  ait  tant  de  diviseurs  qu'on 
voudra.  Cherchons,  par  exemple,  un  nombre  qui  ait  36  diviseurs;  on 
décomposera  36  en  facteurs  premiers  ou  non,  tels  que  4-3.3;  on  di- 
minuera chaque  facteur  dune  unité,  ce  qui  donnera  3. a. a;  d'où  Ton 
conclura  que  et3C*y*  est  Tune  des  formes  du  nombre  cherché,  «,  6,  y 
étant  des  nombres  premiers  inégaux.  Les  facteurs  6,  3,  a  donneraient 
une  autre  forme  *5CV,  <^ns  laquelle  le  plus  simple  des  nombres  com- 
pris est  a5 .  3* .  5  =  1 440. 

XII.  Si  on  cherche  en  combien  de  manières  le  nombre  N—*mÇ*yt  etc. 
peut  être  le  produit  de  deux  facteurs  A  et  B,  on  trouvera  que  ce  nombre 
—  sfa+Ofa+Ofa-f-O  etc-  Car  chaque  diviseur  A  est  accompagné 
de  son  inverse     ou  B;  ainsi  le  nombre  des  quantités  AB  ou  BA  est 

la  moitié  de  celui  des  diviseurs  de  N. 

Si  le  nombre  N  était  un  quarré ,  tous  les  exposans  m,  n,pt  etc." 
seraient  pairs ,  et  alors  la  moitié  du  produit  (/n-f-i)  (w-f-i)  (o-f-i)  etc. 
contiendrait  la  fraction  { ,  pour  laquelle  il  faudrait  prendre  l'unité. 

XIII.  Si  l'on  veut  que  les  deux  facteurs  dans  lesquels  on  décompose 
le  nombre  N  soient  premiers  entre  eux,  alors  le  nombre  des  combinai- 
sons ne  dépend  plus  des  exposans  m>  »,  p  >  etc. ,  et  il  est  le  même  que 
si  le  nombre  N  était  simplement  «£><T,  etc.  de  sorte  qu'en  appelant  k  le 
nombre  des  facteurs  premiers  inégaux  etc.,  on  aura  a*-'  pour  le 
nombre  de  manières  de  partager  N  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux. 

Par  exemple,  le  nombre  1800  peut  se  partager  de  18  manières  en 
deux  facteurs  ;  mais  il  ne  peut  se  partager  que  de  quatre  manières  en  deux 
facteurs  premiers  entre  eux;  car  on  a  1800=  a5. 3*. 5*,  et  aï— '  =  4. 

XIV.  Un  nombre  N  étant  donné,  soit  proposé  de  trouver  combien 
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il  y  a  de  nombres  premiers  à  N  et  plus  petits  que  N.  Pour  cela, 
nous  allons  examiner  successivement  l'influence  des  differens  facteurs 
premiers  sur  le  résultat. 

Soit  d'abord  N=aM,  tt  étant  un  nombre  premier  et  M  un  facteur 
quelconque  qui  pourrait  être  divisible  par  «  ou  par  une  puissance  de  a. 
Si  l'on  considère  la  suite  des  nombres  naturels  i,a,  3. .  .iV,  les  tenues 
de  cette  suite  qui  sont  divisibles  par  a.  forment  eux-mêmes  la  suite 
a,  a«,  3*. .  .M»;  leur  -nombre  =M;  donc  en  appelant  x  le  nombre 
des  termes  de  la  première  suite  qui  ne  sont  pas  divisibles -par  a,  on  aura 

x  =  Ma  —  M = M  («—  0  =  N  (i  —  i  ). 

Soit  en  second  lieu  iV*=aCil/,  et  et  6  étant  deux  nombres  premiers 
differens  et  M  un  facteur  quelconque.  Dans  la  suite  i ,  a,  3. .  .N ,  on 
peut  distinguer  trois  sortes  de  termes,  i°.  les  x  termes  qui  ne  sont  di- 
visibles ni  par  a  ni  par  Ç  ;  a0,  les  termes  qui  sont  divisibles  par  l'un  de 
ces  nombres  premiers,  sans  l'être  par  l'autre;  3°.  les  termes  divisible/ 
par  «G. 

Y 

Les  termes  divisibles  par  et  sont  au  nombre  de  —  ou  MÇ  ;  mais  si  on 

en  exclut  les  termes  divisibles  par  6,  leur  nombre  se  réduira,  suivant 
ce  qu'on  a  déjà  trouvé,  à  3/(6— i).  De  même  les  termes  divisibles 
par  6,  sans  l'être  par  a,  sont  au  nombre  de  M  (et  —  i).  EnGn  les  termes 
divisibles  par  «C  sont  au  nombre  de  M.  Donc  on  awra 

a€M=x  +  M(Ç~i)  +  M 

-f-A/(«-0; 

d'où  Ton  tire 

Soit  en  troisième  lieu  N—ctGyM;  nous  distinguerons  semblablernent 
dans  la  suite  i,  a,  3...iV,  quatre  sortes  de  termes,  i\  les  x  termes 
qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  facteurs  a,  6,  y,  2*.  les  termes 
qui  sont  divisibles  par  un  de  ces  facteurs  seulement;  3*.  ceux  qui  le 
sont  par  deux  seulement;  4*.  enfin  ceux  qui  le  sont  par  trois. 

Les  termes  divisibles  par  et  sont  en  général  au  nombre  de  —  on 

MCy;  mais  si  parmi  eux  on  ne  considère  que  ceux  qui  sont  premiers 
à  C  et  >,  leur  nombre  se  réduit  à  M  (€ — i)  {y — i),  ainsi  qu'on  l'a 
trouvé  dans  le  second  cas. 

Les  termes  divisibles  par  &Ç  sont  en  général  au  nombre  de  a  ou  My; 
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mais  en  ne  considérant  parmi  ceux-ci  que  les  termes  premiers  à  yt  leur 

nombre  se  réduit  à  M  (y  —  i). 

Enfin  les  termes  divisibles  par  a€y  sont  au  nombre  de  ^  ou  M. 
Donc  on  aura  N  ou 

a€yM =x -f- M{Q  —  i)  fr—  i)  -f-  M fr  —  i)  +  M 
4. Hf  {y  _  ,)  (*  —  i)  -f- —  i) 
4.  Af  («_,)(£_  (g— 1).  . 

Soit,  pour  un  moment,  a  —  1  =  a',  G — 1=6',  le  premier 

membre  deviendra  il/(a'-f- 1)  (è'-H)  (>'-f- 1),  ou 

-f-ibVC+ilfC. 

Et  le  second  membre  ne  diffère  de  cette  quantité  que  par  le  premier 
terme,  qui  est  x  au  lieu  de  Ma? C'y'.  Donc  on  a  x  =  Ma'Ç'y't  ou 

Le  même  raisonnement  s'étend  aisément  à  un  plus  grand  nombre  de 
facteurs,  et  on  voit  que  le  résultat  sera  toujours  de  la  même  forme. 

XV.  Cela  posé ,  tout  nombre  N  pouvant  être  mis  sons  la  forme 
«"Cy,  etc.,  laquelle  est  comprise  dans  l'expression  générale  MetÇy,  etc., 
il  est  clair  que  par  la  formule 

on  connaîtra  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  N  et  plus  petits 
que  N. 

Par  exemple,  on  a  60  =  a*. 3. 5,  et  60(1 — \)  (1 — i)  =  i6; 
donc  il  y  a  16  nombres  plus  petits  que  60  et  premiers  à  60.  Ces  nombres 
sont  1,  7,  11,  i3,  17,  19,  a3,  39,  3i,  57,  41,  43,  47,  49,  53,  5g. 

XVI.  Cherchons  maintenant  combien  de  fois  un  nombre  premier 
donné  0  est  facteur  dans  la  suite  des  nombres  naturels  depuis  1  jusqu'à  JV, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  quelle  est  la  plus  grande  puissance  de  0 
qui  divise  le  produit  i.2.3...iV. 

Pour  cela,  désignons  par  ^(^)  l'entier  le  plus  grand  contenu  dans 
la  fraction  jj,  et  le  nombre  cherché  ou  l'exposant  de  0  étant  nomme  x, 
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nous  aurorfs 

+  +  +  e,c., 

celte  suite  étant  prolongée  tant  que  le  numérateur  est  plus  grand  que 
le  dénominateur. 

En  effet,  il  est  évident  que  E  représente  le  nombre  des  termes 
de  la  suite  t,  2,  Z....N ,  qui  sont  divisibles  par  ô;  pareillement, 
E  représente  le  nombre  des  termes  de  la  même  suite  qui  sont  di- 
visibles par  6*,  ainsi  des  autres.  Or  si  dans  le  produit  i.3.3...iV,  il 
n'y  avait  point  de  termes  divisibles  par  6*,  le  nombre  des  facteurs  0  qui 

divisent  ce  produit  serait  simplement  E  (y);  s'il  y  a  ensuite  des  te  rmes 
divisibles  par  fl*,  chacun  de  ces  termes  ajoute  un  nouveau  facteur  9  è 
celui  qui  était  déjà  compris  dans  E  f^-\;  de  sorte  qu'à  raison  des  termes 
divisibles  par  S,  et  des  termes  divisibles  par  0*,  le  nombre  des  facteurs  9 
devient  E  (y)  -f-  E  Pareillement,  chaque  terme  divisible  par  6*. 
ajoute  un  (acteur  0  de  plus  à  ceux  qui  étaient  déjà  dénombrés  ;  de  sorte 
que  le  nombre  total  des  facteurs  0  devient  ^(y)-f-  E(£)  +  E  (  jï)» 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une  puissance  fr>  N;  alors 
la  série  des  E  est  terminée,  puisque  -  étant  plus  petit  que  l'unité,  l'en- 
tier compris  E  ^  p-^  =  o. 

XVII.  Cherchons ,  par  exemple ,  combien ,  dans  le  produit  des  nombres 
naturels  de  1  à  10000,  il  y  a  de  fois  le  facteur  7.  Nous  ferons  l'opéra- 
tion suivante,  qui  se  termine  bientôt, 


E  Q^)^i4^ 


» 


1 
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La  somme  de  tous  ces  nombres  =  i665;  donc  le  produit  dont  il  s'agit 

GSl  divisible  par  j'ISi. 

Si  le  nombre  proposé  N  eût  été  une  puissance  entière  de  7 ,  on  aurait  © 

eu  exactement  x—N(J-  -4--^-f- etc.^  =  —g—-  En  général,  si  on  a 

N  =      le  nombre  des  facteurs  ô  compris  dans  le  produit  1%  a . 3 . .  .iV  sera 

Ët  si  on  fait,  comme  on  peut  toujours  le  supposer, 

JPsa  Aïr  -f-  Bh*  -f-  C8'  -f-  etc. , 
les  coefficiens  A,  B,  C,  etc.  étant  plus  petits  que  0,  il  en  résultera 

N — A — B — C — etc. 

x  =  TTT  • 

XVIII.  Dans  le  cas  particulier  où  0=  a,  si  l'on  a  Ns=s  a",  il  en  ré- 
sultera x=z N—  1,  et  si  I  on  fait  généralement 

JV  =  3-  -f-  a"  -f-  a*  -+-  etc. , 

on  aura 

x  =  N—l, 

k  étant  le  nombre  des  termes  a",  2%  3',  etc.  dont  se  compose  la  valeur 
de  N. 

Veut-on,  par  exemple,  savoir  combien  de  fois  2  est  facteur  dans  la 
suite  des  nombres  naturels  de  1  à  1000  ?  on  décomposera  1000  en  puis- 
sances de  2 ,  savoir  a»  -f-  2*  -f-  2T  -f-  21  -f-  2*  -f-  21  ;  et  comme  le  nombre 
de  ces  termes  est  6,  le  nombre  cherché  sera  1000  —  6  ou  994. 

Le  même  résultat  s'obtient  non  moins  facilement  par  la  formule  ge- 

aérât,  car  on»  £(î^)  =  5oo,  £(^)=:>5o,  i(î|£)  =  ia5, 
E  Ç^.fc,  Jt{3).y.  £(Z)  =  5, 

2?  Qai,  et  la  somme  de  tous  ces  nombres  =  994. 

XIX.  *Tout  nombre  premier,  excepté  2  et 5,  est  compris  dans  la 
»  formule  drrbi.  » 

En  elTet,  si  Ton  divise  un  nombre  impair  par  *6,  le  reste  ne  peut  être 
que  l'un  des  nombres  1 ,  3,  5.  Donc  tout  nombre  impair  peut  être  re- 
présenté par  l'une  des  formules  €cr  -f- 1,,  6or  -f-  5 ,  6x  «+-  5.  La  seconde 


x 

1 


•'  •  •  t 


!  ' 
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hé  petit  convenir  aux  nombres  premiers,  puisqu'elle  est  divisible  par  3, 
et  que  3  est  excepte  ;  d'ailleurs  la  formule  6x-f-5  contient  les  même» 
nombres  que  <xr —  i  ;  donc  tout  nombre  premier,  hors  a  et  3,  est  com- 
pris dans  la  lin-mule  6x  =fc  i . 

Il  ne  s'ensuit  pas  réciproquement  que  tout  nombre  compris  dans  la 
formule  6x  ~b  i  soit  un  nombre  premier  ;  on  trouverait  que  cela  n'a  pas 
lieu  lorsque  x=4,  6,  etc. 

XX.  En  général  il  n'existe  aucune  formule  algébrique  propre  à  n'ex- 
primer que  des  nombres  premiers.  Car  soit,  par  exemple,  la  formule 
P  =orJ  bx*  -f-  ex  -f-  d,  et  supposons  qu'en  faisant  x  =  A,  la  valeur 
tle  P  soit  égale  au  nombre  premier  pi  si  on  fait  x=1c-\-pjr ,  y  étant 
un  entier  quelconque,  On  aura 

P  =  p  +  Çak*+2bk  +  c)pf+(Zak+b)py  +  aPyt 

d'où  Ton  voit  que  P  n'est  pas  un  nombre  premier,  puisqu'il  est  divi- 
sible par  p  et  différent  de  p< 

Il  est  néanmoins  quelques  formules  remarquables  par  la  multitude  des 
nombres  premiers  qu'elles  contiennent:  telle  est  la  formule  x*-f-a"-f*4l » 
dont  Euler  fait  mention  dans  les  Mémoires  de  Berlin  ,  1773,  pag.  36, 
et  dans  laquelle,  si  l'on  fait  successivement  x  =  o,  1  ,  2,  3,  etc.,  on  a 
la  suite  4«»  4'»  47»  53,  61,  71,  etc.,  dont  les  quarante  premiers  termes 
sont  des  nombres  premiers. 

On  peut  citer  dans  le  même  genre  la  formule  x*  -f-x-f-  17,  dont  les 
dix-sept  premiers  ternies  sont  des  nombres  premiers  ;  la  formule  2x*-f-2f), 
dont  les  vingt-neuf  premiers  termes  le  sont,  et  une  foule  d'autres. 

XXI.  Si  on  ne  peut  pas  trouver  de  formule  algébrique  qui  renferme 
uniquement  des  nombres  premiers ,  à  plus  forte  raison  n'en  peut-on  pas 
trouver  une  qui  renferme  absolument  tous  ces  nombres  et  qui  soit  l'ex- 
pression de  leur  loi  générale.  Cette  loi  parait  très-difficile  à  trouver,  et 
U  n'y  a  guère  d'espérance  qu'on  y  parvienne  jamais.  Cela  n'empêche  pas 
qu'on  ne  puisse  découvrir  et  démontrer  un  grand  nombre  de  propriétés 
générales  des  nombres  premiers,  lesquelles  répandent  un  grand  jour  sur 
leur  nature. 

Et  d'abord  nous  pouvons  démontrer  rigoureusement  que  la  multitude 
des  nombres  premiers  est  infinie. 

Car  si  la  suite  des  nombres  premiers  1. a. 3. 5. 7. 11,  etc.  était  finio, 
et  que  p  fut  le  dernier  ou  le  plus  grand  de  tous,  il  faudrait  qu'un  nombre 
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quelconque  N  fût  toujours  divisible  par  quelqu'un  des  nombres  premier* 
1.2. 3.-5. .  .p.  Mais  si  on  représente  par  P  le  produit  de  tous  ces 
nombres  (1),  il  est  clair  qu'en  divisant  P-\-\  par  l'un  quelconque  des 
nombres  premiers  jusqu'à  P ,  le  reste  sera  i.  Donc  l'hypothèse  que  p 
est  le  plus  grand  des  nombres  premiers  ne  saurait  avoir  lieu;  donc  la. 
multitude  des  nombres  premiers  est  infinie. 

Cette  proposition  se  prouve  encore  d'une  manière  directe  et  fort 
élégante ,  en  faisant  voir  que  la  suite  réciproque  des  nombres  premiers 
ï-f*j-f-f+y-f-y-f-elc.  a  une  somme  infinie  (Introd.  in  Anal,  infin. , 
pag.  235). 

XXII.  Tous  les  nombres  impairs  se  représentent  par  la  formule 
ajc+  i,  laquelle,  selon  que  x  est  pair  ou  impair,  contient  les  deux 
formes  4x-f- 1  et  4r —  i  ou  4* -f-  3.  De  là  deux  grandes  divisions  des 
nombres  premiers ,  l'une  comprenant  les  nombres  premiers  ^x  -f-  i  , 
savoir,  i,  5,  i3,  17,  29,  37,  4*>  53,  61,  73,  etc. ;  l'autre  comprenant 
les  nombres  premiers  ^x — 1  ou  4-*-f-3,  savoir,  3,  7,  n,  19,  a3, 

5i,  43,  47»  59»  e*c- 

La  forme  générale  4jc-f- 1  se  subdivise  en  deux  autres  formes  8x-f-i 
et  8x — 5  ou  8x-f-5;  de  même  la  forme  ^x-\-Z  se  subdivise  en  deux 
autres  6\r-f-5  et  8x-\-j  ou  8x — 1  ;  de  sorte  que  relativement  aux  mul- 
tiples de  8,  les  nombres  premiers  se  partagent  en  ces  quatre  formes 
principales  : 

8x-f-i  ...  1,  17,  4>>  73,  89,  97,  ri3,  137,  etc. 
8jt +3  ...  5,  11,  19,  43,  59,  67,  85,  107,  etc. 
8.r-J-5  .  .  .  5,  i3,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  etc. 
8*4-7  •  ■  •  7>  a5,  3i,  47,  71,  79,  io3,  127,  etc., 


(1)  Si  l'on  admet  successivement  a,  3,  4»  e*c-  facteur»  dans  le  produit  P,  ou 
trouvera  que  le  nombre  P+  1  prend  les  râleurs  3,  7,  3i,  ai  1,  a3i  1,  3oo3i,  etc.  Le$ 
cinq  premiers  termes  de  Cette  suite  sont  des  nombres  premiers  ,  ce  qui  pourrait  faire 
présumer  que  les  suivans  le  sont  :  mais  cette  conjecture  est  bientôt  anéantie ,  en  exa- 
minant le  sixième  terme  3co3i ,  qu'on  trouve  être  le  produit  de  5g  par  5oo.  En 
général,  c'est  un  problème  difficile  et  non  encore  résolu,  de  trouver  un  nombre  pre- 
mier plus  grand  qu'un  nombre  donné.  Fermât  avait  annoncé  (mais  sans  dire  qu'il  en 
eût  la  démonstration)  que  la  formule  a*  -f- 1  donnait  toujours  des  nombres  premiers, 
pourvu  qu'on  prît  pour  x  un  terme  de  la  progression  double  1,  a,  4>  8>  16,  etc. 
Cette  formule,  qui  aurait  fourni  une  solution  très-simple  du  problème  mentionné, 
s'est  trouvée  en  défaut;  car  suivant  la  remarque  d'Euler,  ai  l'on  fait  x=os,  on 
•  a'-f-l  =641.6700417. 
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lesquelles  donnent  lieu  à  difierens  théorèmes  qui  caractérisent  ce» 
formes  et  que  nous  exposerons  dans  la  suite. 

XXIII.  Nous  avons  déjà  vu  que  les  nombres  premiers,  considéré* 
par  rapport  aux  multiples  de  6,  sont  de  l'une  des  formes  Gx4-  i  et 
6x — i  ou  6x4-5;  dans  celles-ci  x  peut  être  pair  ou  impair  ,  et  de  là 
résultent,  par  rapport  aux  multiples  de  12,  les  quatre  formes  îax-f-1  * 
12x4- 5,  12x4-7,  12x4-11,  chacune  renfermant  une  infinité  de 
nombres  premiers. 

En  général,  a  étant  un  nombre  donné  à  volonté,  tout  nombre  impair 
peut  être  représenté  par  la  formule  t^ax  dzb,  dans  laquelle  b  est  impair 
et  moindre  que  20,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  formule 
tyuc+b ,  dans  laquelle  b  est  impair,  positif  et  moindre  que  4a-  Si ,  parmi 
toutes  les  valeurs  possibles  de  b ,  on  retranche  celles  qui  ont  un  diviseur 
commun  avec  a,  les  formes  restantes  fyuc-t-b  comprendront  tous  les 
nombres  premiers  (à  l'exception  de  ceux  qui  divisent  4«)  partagés,  re- 
lativement aux  multiples  de  4"»  en  autant  d'espèces  ou  formes  que  b 
aura  de  valeurs  différentes.  Le  nombre  de  ces  formes  est  évidemment 
le  même  que  celui  des  nombres  plus  petits  que  4a  et  première  à  4a# 
donc  si  on  a  4a  =  a"a,C'',  etc.,  a,  6,  etc.  étant  des  nombres  premiers, 
le  nombre  de  ces  formes  sera  donné  par  la  formule 

.-<.(,-•£)  (-i)  (-0,  * 

XXIV.  Par  exemple,  si  l'on  a  û—-Go,  il- en  résulte  a=i6.  Ainsi, 
relativement  aux  multiples  de  60 ,  tous  les  nombres  premiers  (  excepté 
a,  3,  5,  diviseurs  de  Go),  se  partagent  en  seize  formes,  savoir: 

6ojc-f-  1,  6ox-f-  7,  6ar-f-n>  6ox4-13, 

60x4-17,  60X-I-19,  6ox-f-23,  60x4-29, 

6ox-f-3i,  60x4-57,  6ox-h4ï,  60X  +  43, 

60x4-47,  60X  +  49,  6ox-f-53,  60x4-69; 

on  prouvera,  de  plus,  par  la  suite,  que  la  distribution  des  nombres 
premiers  entre  ces  seize  formes  se  fait  également,  ou  suivant  des  rap- 
ports qui  tendent  de  plus  en  plus  vers  l'égalité. 


 . 

PREMIÈRE  PARTIE. 

EXPOSITION  DE  DIVERSES  MÉTHODES  ET  PROPOSITIONS 
RELATIVES  A  L'ANALYSE  INDÉTERMINÉE. 

.......   


§  I.  Des  Fractions  Continues. 

  i 

(i)  Pour  changer  une  quantité  quelconque  x  rationnelle  ou  irration- 
nelle en  fraction  continue,  le  principe  est  de  faire  successivement 

x  =  *H-^,    x'sa'-f-^r,    x'=a'-\-~f  etc., 

«  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x,  et'  le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  x'j  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  il  est  visible  que  U 
quantité  x  sera  transformée  en  cette  fraction  continue 

*  +P  +  etc. 

laquelle  aura  un  nombre  fini  ou  infini  de  termes,  selon  que  la  quantité  x 
est  rationnelle  ou  irrationnelle. 

Ces  termes  ou  quotiens  a,  a',  etc.  sont  supposés,  ainsi  que  la 
quantité  xt  toujours  positifs  (le  premier  et  serait  céro,  si  x  était  au- 
dessous  de  l'unité).  Quelquefois  cependant  il  convient,  pour  rendre 
la  suite  plus  convergente ,  d'admettre  des  quotiens  négatifs;  mais  c'est 
une  exception  dont  il  faut  avertir  expressément,  et  qui  n'aura  pas  lieu 
dans  ce  qui  suit. 

_  •» 
M 

(a)  Lorsque  la  quantité  x  est  une  fraction  rationnelle  jr,  pour  trans- 
former cette  quantité  en  fraction  continue,  il  ne  s'agit  que  de  faire, 
sur  les  deux  nombres  M  et  iK,  la  même  opération  que  si  on  en  cher- 
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cîiaît  le  pins  grand  commun  diviseur.  Voici  le  type  de  cette  opération , 
eu  supposant  M  >  iV. 

MiN  KtP  PtQ 

reste  p[*>     reste  (A*' »      re*te  R\7?  * 

Par  ce  moyen ,  on  a  successivement 
Donc 

«  -r  «c  «  -r  ?  +  etc 

Dans  ce  cas,  les  termes  de  la  fraction  continue  ne  sont  autre  chose 
que  les  quotiens  successivement  trouvés  par  l'opération  du  commun  di- 
viseur, et  il  est  clair  que  la  fraction  continue  sera  toujours  bornée  à 
un  certain  nombre  de  termes  qui  pourra  être  plus  ou  moins  grand , 

selon  que  la  fraction  ^  sera  plus  ou  moins  composée. 

(3)  Nous  avons,  appelé  quotient  les  termes  successifs  a,  a',  a*,  etc.  de 
la  fraction  continue  ;  nous  appellerons  serablablcment  quo  liens-complets 
les  quantités  xt  x't  x',  etc.  résultantes  de  l'opération  du  développera  eut, 
et  dont  les  entiers  a,  etc.  font  la  plus  grande  partie.  Chaque 

quotient-complet  renferme  implicitement,  outre  l'entier  qui  y  est  con- 
tenu, tous  les  quotiens  suivans  de  la  fraction  continue,  puisque  c'est 
par  le  développement  de  ce  quotient-complet  qu'on  trouve  successive- 
ment tous  les  quotiens  suivans. 

Si  on  a  une  expression  algébrique  qui  représente  la  valeur  de  la  frac- 
tion continue  prolongée  jusqu'au  terme  a(0  inclusivement,  et  que  dans 
cette  expression  on  substitue,  au  lieu  de  a'-°,  le  quotient-complet  x(°, 
il  est  clair  que  lu  résultat  sera  la  valeur  exacte  Je  r;  car  quand  même 
la  fraction  continue  s'étendrait  à  l'infini,  on  aurait  rigoureusement 

*  *+X"  Y  +  ï?>     ^C.  . 

De  là  il  suit  qu'au  moyen  de  chaque  quotient-complet,  on  peut  toujours 
reproduire  la  valeur  entière  et  exacte  de  la  quantité  développée,  quelque 
loin  qu'on  ait  poussé  le  développement.  Cette  propriété  recevra  par  la 
suite  un  grand  nombre  d'applications  utiles. 
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(4)  Etant  proposée  une  fraction  continue  > 

*  =  "  +  ï  +  U! 

>"+-J>  +  etc. 

pour  la  rcduire  en  fraction  ordinaire ,  ou  pour  en  trouver  la  valeur, 
quel  que  soit  le  nombre  de  ses  termes ,  il  faut  observer  la  loi  que  suivent 
les  résultats  obtenus,  en  prenant  successivement  le  premier  terme,  les 
deux  premiers,  les  trois  premiers,  etc.  de  cette  quantité;  or  on  a,  par 
les  réductions  ordinaires  : 


De  là  il  suit  que  —,  £  étant  deux  résultats  consécutifs,  et  un  nou- 
veau quotient,  le  résultat  suivant  sera  EtXp. .  c'est  la  loi  générale  sui- 

vant  laquelle  ©n  peut  calculer  facilement  la  valeur  de  la  fraction  con- 
tinue proposée,  quel  que  soit  le  nombre  de  ses  termes.  Voici  le  type 
de  l'opération  : 

Quotiens  * ,  C,    y ,  . .  ./a,  /h',  fS . . .  etc. 

Fractions  \      i    *   *C  + 1     a£y  +  y  +  *      p    j/  pT 
convergente./"  "3>  ï>  ~~ F~»       Cy+i      '  '  'q>        q"  '  '  eiC* 

Sur  une  ligne  on  écrit  les  quotiens  successifs  <t,  C,  yt  cf ,  etc.  ;  au- 
dessous  des  deux  premiers  on  met  les  deux  fractions  i,  "  (la  première 

étant  mise  seulement  pour  mieux  faire  sentir  la  loi),  ensuite  on  mul- 
tiplie chaque  numérateur  par  le  quotient  écrit  au-dessus ,  on  ajoute  le 
numérateur  précédent,  et  la  somme  est  le  numérateur  suivant;  on  fait 
de  même  à  l'égard  des  dénominateurs  ,  et  la  suite  des  fractions  qui  ré- 
sultent de  ce  calcul  représente  les  diverses  valeurs  de  la  fraction  continue 
proposée,  selon  qu'on  en  prend  plus  ou  moins  de  termes.  Ces  valeurs 
doivent  approcher  de  plus  en  plus  de  la  valeur  totale  de  la  fraction 
continue,  c'est  pourquoi  nous  les  appelons  fractions  convergentes;  si  la 
fraction  continue  ne  s'étend  pas  à  l'infini,  la  dernière  des  fractions  con- 
vergentes sera  la  valeur  exacte  de  la  fraction  continue  proposée. 
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(5)  Pour  rendre  raison  de  la  loi  que  nous  venons  d'indiquer ,  sup- 
posons qu'elle  ait  été  vérifiée  au  moins  jusqu'à  un  certain  quotient  fi; 

soit  2  la  fraction  convergente  qui  répond  au  quotient  p,  ou  qui  est 
placée  immédiatement  au-dessous;  soient  en  même  temps  ^  la  frac- 
tion convergente  qui  précède  £ ,  et      celle  qui  la  suit  en  cette 

sorte  •••  ç.^' 

on  aura,  suivant  la  loi  dont  il  s'agit  : 

p'  =  pii+p< 

et  la  fraction  p-  sera  celle  qui  résulte  de  tous  les  quotiens  de  la  frac- 
tion continue  jusqu'à  fi  inclusivement.  Ajoutons  maintenant  un  nouveau 
quotient  à  la  suite  de  /tt,  et  soit  ^  la  valeur  de  la  fraction  continue 
calculée  jusqu'au  quotient  yJ  inclusivement,  il  est  clair  que  la  valeur 
analytique  dejp  ne  sera  autre  chose  que  celle  de  2?  dans  laquelle,  au 

lieu  de  pt,  on  mettrait  /*-f-£r;  donc  on  aura 

* 

Donc  U  fracUon  conmgeme  £  «  déduira  de.  deur  précédent,.  E  , 
^7 ,  et  du  quotient  yJ  répondant  à  la  dernière ,  suivant  la  loi 

<7'=  ?>'-+- </• 

Ainsi  cette  loi  de  continuation  aura  lieu  généralement  dans  toute  l'éten- 
due de  la  fraction  continue. 

(6)  U  est  à  remarquer  que  les  fractions  convergentes  successives 

3»  7»  ^T"1»  ^fy  +  T*'  etc*  *°nt  alte"^6111*114  Plus  grandes  et  plus 
petites  que  la  valeur  totale  x  de  la  fraction  continue;  c'est  une  suite  de 
ce  que  les  quotiens  a,  C,  y,  «T,  etc.  sont  supposés  tous  positifs.  En  effet, 
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si  on  prend  un  seul  terme  a,  on  a  évidemment  a<Cx;  si  on  en  prend 

deux,  on  aura  ««f«£>  x;  car  pour  avoir  la  vraie  valeur  de  .r ,  il  fau- 
drait augmenter  le  dénominateur  €  d'une  certaine  quantité.  On  verra  de 

même  qu'en  prenant  trois  termes  a  -f-  ^    1  ,  le  résultat  est  plus  petit 

y 

quex,  et  ainsi  alternativement. 

Donc  u  la  valeur  de  jc  est  toujours  comprise  entre  deux  fractions  con- 
»  vergentes  consécutives.  » 

Cela  posé,  je  dis  que  si  ^,  p-  sont  deux  fractions  convergentes  con- 
sécutives, on  aura  pq" — y?*^  =  ±i,  savoir  -f-i  si  la  fraction  -  est  da 
nombre  des  fractions  plus  grandes  que  xt  ou  si  elle  est  de  rang  impair 
Q  étant  censée  la  première^,  et  — 1  si  elle  est  de  rang  pair. 

En  effet,  si  l'on  considère  trois  fractions  convergentes  consécutives 
^'     7»  et  mie  P       le  tïuolient      répond  à  £ f  on  aura ,  suivant  la 

loi  démontrée ,  p'  =  fip  -f-  p" ,  q'  =  fiq  +  q"  ;  d'où  résulte  

p'q — P(/'=  —  (pq' — p'q)-   Mais  par  la  même  raison,  si  la  fraction 

r-  est  précédée  de  jp,on  aura  pq" — (^ys — p00?)-  Remontant 

ainsi  jusqu'aux  deux  premières  fractions      *,  où  la  différence  analogue 

iXi — axo=i,  ou  en  conclura  que  la  différence  pq* — p'q  est  toujours 

égale  à  l'unité  avec  le  signe  -f-,  si  c  est  de  rang  impair ,  et  avec  le 
signe  —  dans  le  cas  contraire. 

(7)  Cherchons  présentement  quelle  est  la  différence  entre  une  frac- 
tion convergente  E  et  la  valeur  entière  x  de  la  fraction  continue.  Pour 
cela,  soit  toujours  jp  la  fraction  convergente  qui  précède  £,  et  j  le 
' quolicnt-complct  qui  répond  à  celle-ci;  on  aura,  suivant  ce  qui  a  été 
démontré,  xz=%^-£-.,  d'où  l'on  tire 

9      9(</V  +  <7°)  ~~<7(«7V  +  «n 

ct~    p°  _{p<f-p°<ùy        ±v  . 
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De  là  on  voit  î*.  que  x — J  et  x— -  jp  sont  toujours  de  signes  con« 

traires,  et  qu'ainsi  la  valeur  exacte  de  x  est  toujours  comprise  entre 
deux  fractions  convergentes  consécutives,  comme  on  l'a  déjà  démontré. 

a0.  Que  la  différence  x  —  -  est  en  général  moindre  que  ~9  et  par 

conséquent  peut  être  représentée  par  étant  plus  petit  que  l'unité.' 

5*.  Que  la  quantité  p —  qx  est  plus  petite  (abstraction  faite  de  son 
signe)  que  pa  —  fx.  Car  on  a  l-=?~^;  or  par  la  nature  des  frac- 
tions continues ,  y  est  toujours  plus  grand  que  l'unité. 

Donc  à  plus  forte  raison,  £—x  est  plus  petit  que  f- — x;  donc  «  chaque 

»  fraction  convergente  £  est  plus  approchée  de  x  que  toutes  celles  qui 
»»  la  précèdent.  »  Propriété  qui  justifie  la  dénomination  de  ces  fractions. 

(8)  Soit  maintenant  ^  une  fraction  quelconque  dont  le  dénominateur  p 

soit  moindre  que  je  dis  que  la  quantité  rx —  <px,  abstraction  faite  de 
son  signe,  sera  plus  grande  que  p — qx  et  même  que  p°  —  q'x. 

Car  si  l'on  prend  M=pQ  —  qt,  ÎV=/?9p —  q9*,  on  aura  récipro- 
quement, 

(pq'—p°q)«  =  pW—pN 
(Pr  —P'i)  <P  =  fM  —  qN. 

Or  on  suppose  tp<f/,ct  ou  a  pq" — p'q  =  ±i  ;  donc  les  nombres  M 
et  N  seront  nécessairement  de  même  signe.  Cela  posé ,  on  aura 

( PI'  —  P°<l)  (*  —  <VX)  =  M Of  —  7,J0  —  ^(p—qx).  Mais  M  et  N  sont 
de  même  signe,  les  quantités  p'  —  q"x  et  p  —  qx  sont  de  signes  con- 
traires et  on  a  d'ailleurs  pq*  —  p'q  as  dtz  î  ;  donc  fC  —  <px  est  non-seu- 
lement plus  grande  que  chacune  des  quantités  p*  —  q°xt  p  —  qxr  mais 
elle  est  au  moins  égale  à  leur  somme. 

Puisque  <p  étant  supposé  <  q,  on  a  généralement  *— <px> p — qx, 

il  s'ensuit,  à  plus  forte  raison,  qu'on  a  ^— -x>- — x-,  donc  la  fraction 
convergente  E  est  toujours  plus  approchée  de  x  que  toute  autre  fraction 

^  dont  le  dénominateur  est  moindre  que  q. 

Cette  propriété  des  fractions  continues  s'applique  avec  avantage,  toutes 
les  fois  qu'il  est  question  d'exprimer  par  des  rapports  les  plus  simples 
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et  les  plus  approchés  qu'il  est  possible,  des  rapports  entre  de  très-grands 

nombres,  ou  des  nombres  irrationnels»  .  . 

'  (9)  Étant  donnée  une  fraction  £  dont  la  différence  avec  une  quan- 
tité  quelconque  x  est  ±  — ,  <T  étant  plus  petit  que  l'unité,  on  demande 
quelle  est  la  condition  pour  que  la  fraction^  soit  l'une  des  fractions  con- 
vergentes données  par  le  développement  de  x  en  fraction  continue. 
Pour  cela,  supposons  que  le  développement  de  la  fraction  C  produise 

les  quotiens  successifs  et,  G,  y  ft,  au  moyen  desquels  ou  calculera  les 

fractions  convergentes  vers  £,  comme  il  suit: 


Quotiens  a,    Ç,  y. 

••••3*7*      C  f  1 


Fract.  converg   ~ ,    * ,    —y-  ^ ,  -- 


§i  la  fraction^  est  une  fraction  convergente  vers  x,  il  faudra  que  les 

quotiens  et,  Ç,  y  fi  naissent  également  du  développement  de  x,  et 

que  le  quotient  u  soit  suivi  de  plusieurs  autres  u\  u',  etc.  Appelons^ 
le  quotient-complet  qui,  dans  le  développement  de  x,  répond  à  la 

fraction  convergente  j ,  on  aura  x:=2i±f.o>  d'où  résulte 


Cette  quantité  doit  être  égalée  à  — —  ,  ainsi  il  faut  d'abord  que  le  signe 

de  p'q  — pq"  soit  le  même  que  celui  de  «T.  Or  c'est  ce  qu'il  est  toujours 
possible  d'obtenir. 

En  effet,  la  suite  des  quotiens  et,  €  ....fi  étant  tirée  de  la  fraction 

donnée  jj ,  par  la  même  opération  qui  servirait  à  trouver  le  commun 
diviseur  de  p  et  q ,  le  dernier  de  ces  quotiens  fi,  est  toujours  plus  grand 
que  l'unité.  Car  s'il  était  égal  à  l'unité ,  la  fraction  continue  et-f-  £  ctc  » 
au  lieu  d'être  déterminée  par  les  deux  termes  i— 1  ,  le  [serait  par  le 

seul  terme  jjtJTî*  Réciproquement  donc  on  pourra,  si  on  le  juge  à  pro- 
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pos,  étendre  le  dernier  quotient  jt  en  deux  autre*  u  —  i ,  i  ;  de  sorte 

que  le  calcul  des  fractions  convergentes  vers  Ç  pourra  être  terminé  à  vo- 
lonté, de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces 


.   .   .     À  ,         fJk  .    .    .   .     X  ,  fA  — «•    I  ,  1 

m    p  m       p — m  p 

. . .    — .  fc  — ,     c  ,  c. 

n*  q  nr     q  —  nJ  q 

Soit  ^  la  fraction  convergente  qui ,  dans  l'une  ou  l'autre  hypothèse,  pré- 
cède      on  pourra  donc  prendre  ou  pt=m,  ou p"=p — mt 

<]'=</ — /»;  mais  le  signe  de  pq° — peq  est  le  contraire  dans  un  cas  de  ce 
qu'il  est  dans  l'autre  ;  donc  en  effet  on  peut  toujours  faire  ensorte  que 
la  quantité  pq" — p°q  ait  le  signe  qu'on  voudra. 

On  aura  donc  sans  ambiguité  q(^!+<?a)  =£,  ou  — i_.  Or  il  faut 
que  /  soit  positif  et  plus  grand  que  l'unité,  pour  que/  soit  le  quotient- 
complet  qui  répond  à  la  fraction  convergente  £,  donc  on  aura  <f<^™; 
et  réciproquement  si  on  a  ^ <^-^^,  la  valeur  de/ sera  posiuve  et  plus 

grande  que  l'unité,  donc  -  sera  l'une  des  fractions  convergentes  vers  x. 

C'est  la  condition  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

Cette  condition  serait  remplie  entre  antres  cas,  si  on  avait  «f  <  J,  parce 
que  q"  est  toujours  <  q. 

(10)  Nous  placerons  ici  une  application  de  la  propriété  précédente, 
laquelle  sera  utile  dans  la  résolution  des  équations  indéterminées  du 
second  degré. 

Soit  p*  —  ^a=d=Z>  une  équation  indéterminée  dans  laquelle  D 
est  <  \VA ,  je  dis  que  si  cette  équation  est  résoluble ,  la  fraction  £ 
sera  comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers  ^A. 

En  effet,  de  cette  équation  on  tire  p — y |/^sc> -^-^ ,  et  ainsi 
£-V^  V»e  je  représente  par -a^*^,  donc  J»--^. 
Soit  £  la  fraction  convergente  qui  précède  p-  et  qui  est  déterminée  de 
manière  que  le  signe  de  «f  soit  le  même  que  celui  de  Z),  il  restera  à 
prouver  qu'on  a  -j^2_<-2_,  ou  D  (q+<r)<p+qV<*-  Dans  le 
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necond  membre  je  mets,  au  lieu  de  p,  sa  valeur  q^Aiàz-,  et  l'iné- 
galité  à  prouver  pourra  s'écrire  ainsi: 

Or  cette  inégalité  est  manifeste,  puisqu'on  a  \/A>Df  q>  <f ,  et 
que  la  partie  seule  (7 — tj°)  \/A  ,  qui  est  au  moins  égale  à  1/ A ,  sur- 

passe  -  qui  est  plus  petit  que  l'unité.  Donc  £  sera  toujours  comprise 

parmi  les  fractions  convergentes  vers  \/A ,  de  sorte  qu'il  ne  s'agit  que 
de  développer  \/A  en  fraction  continue ,  et  de  calculer  les  fractions  con- 
vergentes qui  en  résultent ,  pour  avoir  toutes  les  solutions  en  nombres 
entiers  de  l'équation  Jc'—Aj'z^dbD,  D  étant  <  \fA. 


(n)  Considérons  une  fraction  continue  plus  petite  que  l'unité ,  et  d'un 

nombre  fini  de  termes  -    1         =£;  le  calcul  des  fractions  corner- 

*+C  +  etc.  * 

geutes  étant  fait  à  l'ordinaire,  comme  il  suit: 

Quotiens  a ,    6 ,        y   g  ,    X,  p. 

Fract.converg...  °,    \t   ^,  £, 

On  aura ,  suivant  la  loi  de  formation  : 

q  =w°  +<T    Par^  f 

etc.  etc. 
Donc  en  général, 

c'est-à-dire  que  le  développement  de  q-  donne  les  quotiens  /* ,  X , 
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X,....  C,  cl f  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  termes  de  la  fraction 
continue  proposée,  pris  dans  l'ordre  inverse. 

Donc  s'il  arrive  que  ces  quotiens  forment  une  suite  symmétrique ,  c'est- 
à-dire  une  suite  telle  que  et,  €,  y. .  ,y9  C,  a,  dont  les  extrêmes  soient 
égaux,  ainsi  que  deux  termes  quelconques  également  éloignés  des  cx-v 

trèmes,  il  est  clair  qu'on  aura^=£,  ou  9"=/».  Réciproquement  si 

on  a  7°=/?,  on  peut  en  conclure  que  la  suite  des  quotiens  est  sym- 
métrique. 

On  verra  des  exemples  de  ces  suites  dans  le  développement  des  racine* 
quarrées  des  nombres  en  fraction  continue. 
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§  1 1.  Résolutio7i  des  Équations  indéterminées  du  premier  degré. 

s 

I 

É  tant  donnés  deux  nombres  a  et  b  premiers  entre  eux,  on 
pourra  toujours  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

ax  —  bj=i. 

Pour  cela,  il  faut  réduire  £  en  fraction  continue,  et  calculer  la  suite 

des  fractions  convergentes  vers  ^.  Soit  p  celle  qui  précède  j,  on  aura 

l'équation  ab" — a'bz=zdz  i.  Si  le  signe  -f-  a  lieu,  on  aura  immédiatement 
x=ib'tjr—a*f  ou  plus  généralement,  en  prenant  une  indéterminée  zx 

x  =  b»  +  bz 
y=.a?-\-  az. 

Sil'on  a  ab'—à'b =— i, alors  on  peut  faire  x= — b',  j= — a",  ou  plus 
généralement 

x  —  —  b°  +  bz 

z  étant  une  indéterminée  qu'on  peut  prendre  à  volonté,  positive  ou 
négative. 

En  général,  si  on  a  à  résoudre  l'équation  ax  —  bj±=ct  a  et  b  étant 
toujours  premiers  entre  eux,  on  cherchera  de  même,  par  les  fractions 
continues ,  les  nombres  o°  et  b"  qui  donnent  ab°—aab  =  de  i ,  et  de  là 
on  conclura 

x  =  bzzhb'c 
y  —az±  a9c. 


Au  moyen  de  l'indéterminée  z,  il  est  facile  de  trouver  une  solution 
telle  que  x  ne  surpasse  pas  =fc£6,  et  une  autre  telle  que  jr  ne  surpasse 
pas  db±«.  En  effet,  si  b'c  surpasse  {b,  on  peut  prendre  pour  z  l'entier  le 

plus  proche  de  y,  et  alors  b'c— bs  sera  plus  petit  que  i*.  . 
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On  suppose  que  a  et  b  n'ont  point  de  commun  diviseur;  car  s'ils  en 
avaient  un ,  l'équation  ax  —  by  —  c  ne  pourrait  avoir  lieu ,  à  moins  que  c 
lui-même  ne  rat  divisible  par  ce  commun  diviseur,  et  dans  ce  cas,  il 
faudrait  le  faire  disparaître  par  la  division. 

• 

Remarque.  Sans  connaître  les  nombres  t  et  «  qui  peuvent  être  indé- 
terminés, il  suffit  de  savoir  que  l'un  de  ces  nombres  u  est  premier  à  un 
nombre  donné  A,  et  on  pourra  toujours  supposer  qu'il  existe  deux 
nombres  n  et  3 ,  tels  que  *  =  n«  —  Az;  on  pourra  supposer  en  même 
temps  que  n  n'excède  pas  5  A.  Cette  propriété  recevra  par  la  suite  un 
grand  nombre  d'applications. 

(1 3)  L'équation  ax  —  by  =  c  que  nous  venons  de  résoudre,  satisfait  à 
la  question  de  trouver  une  valeur  de  x  telle  que  °r~-  soit  un  entier, 

condition  que  nous  exprimerons  ainsi  ftr^~c  =  e.  Or  on  peut  avoir  si- 
multanément plusieurs  conditions  de  celte  sorte  à  remplir  ;  supposons 
qu'on  demande  une  valeur  de  x  telle  que  les  trois  quantités 

ax —  c       a'x — <f       ax —  c* 
b     »        b'     >  V 

soient  des  entiers.  La  première  condition  donnera  une  valeur  de  x  de  la 
forme  x=/w  -f-  bz  :  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  quantité, 
il  faudra  déterminer  a  de  manière  que  a'bt^-^tm~~c  —e  jcj        sc  raa_ 

nifesterun  signe  d'impossibilité  :  car  si  b  et  b'  ont  un  commun  diviseur  0, 
il  est  clair  que  l'équation  précédente  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  que  le 
nombre  déterminé  a'm—  cf  ne  soi  t  divisible  aussi  par  8. 

En  général,  la  valeur  de  z  qui  satisfait  à  la  condition  précédente  (si 

elle  n'est  pas  impossible)  sera  de  la  forme  z—n-{-b'z'.  ou  s  =  «-*-■—  z' , 

si  l>  et  b  ont  un  commun  diviseur  6.  On  aura  donc  en  général 
x  =  m'-p-  Bz\  B*  étant  ou  bb'  ou  le  moindre  nombre  divisible  à-la-fois 
par  b  et  b'.  Cette  valeur  étant  substituée  dans  la  troisième  quantité  qui 
doit  être  un  entier,  on  en  déduira  la  valeur  Gnale  de  x,  qui  sera  de  la 
forme  xr=  M-j-Bz,  B  étant  le  moindre  nombre  divisible  à-la-fois  par 
btb t  b't  et  s  étant  une  indéterminée.  Ainsi  on  pourra  toujours  trouver 
une  valeur  de  x  moindre  ou  non  plus  grande  que  ~  B  :  et  de  cette  première 
valeur  on  déduira  toutes  les  autres,  en  lui  ajoutant  ou  en  en  retranchant 
un  multiple  quelconque  de  B. 

4 
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Lorsque  les  nombres  sur  lesquels  on  opère  ne  sont  pas  bien  grands 
il  est  aisé  de  satisfaire  aux  diverses  conditions,  sans  avoir  recours  aux 
fractions  continues.  Cherchons,  par  exemple,  un  nombre  x  tel  que  les 
trois  quantités 

5x —  10       1 1  x  -f-  8       i6x  —  i 
—      >         17     >         5  ' 

soient  des  entiers.  La  dernière  quantité  contient  une  partie  entière  Zx , 

x—  1  t  * 

et  un  reste  ' — g — ;  soit  ce  reste  =3  on  aura  x  =  5s-f-  !•  Cette  valeur, 

qui  satisfait  à  la  troisième  condition ,  étant  substituée  dans  la  première, 

on  aura  ' 7  as  e ,  ou  en  supprimant  l'entier,  ^  =  ei  d°nc  Ms=7uf  el 

x  =  35u+  1.  Il  reste  à  substituer  cette  valeur  dans  la  seconde  quantité, 

et  on  aura  385"^" 19  =  e.  Supprimant  l'entier  contenu  dans  le  premier 

membre,  cette  condition  devient  11U  +  3  —  g  ou~~ 6" 4- a  ==e  jju]t;^ 

17  17 

pliant  le  premier  membre  par  3  ,  et  supprimant  l'entier ,  on  aura 
"^"6  =  e;  donc  u  =  G  +  ijt,  et  «ssau     5.7.17/;  d'où  l'on  voit 
que  le  moindre  nombre  qui  satisfait  à  la  question  est  211. 

(i4)  Toute  fraction  ^  dont  le  dénominateur  est  le  produit  de  deux 

nombres  m  el  n  premiers  entre  eux ,  peut  se  décomposer  en  deux  autres 
fractions  qui  auront  m  et  «  pour  dénominateurs. 

En  effet,  m  et  n  étant  premiers  entre  eux,  on  pourra  toujours  satisfaire 

à  l'équation  mx-\-nj  —  C ,  d'où  résulte  j  =-£-  — î  4-  L. 

Chacune  de  ces  fractions  pourra  se  décomposer  ultérieurement  en 
deux  autres,  si  son  dénominateur  est  le  produit  de  deux  nombres  pre- 

miers  entre  eux.  En  général  donc ,  toute  fraction  —  dont  le  dénomi- 
nateur est  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  entre  eux  m ,  n , 
p,  etc.,  pourra  toujours  se  décomposer  en  plusieurs  autres  dont  les 
dénominateurs  seront  les  facteurs  isolés  m,  «,/>,  etc.;  et  le  problème 
deviendra  de  plus  en  plus  indéterminé,  à  mesure  que  le  nombre  des 
làcteurs  augmentera. 
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§111.  Méthode  pour  résoudre  en  nombres  rationnels  les 
Équations  indéterminées  du  second  degré. 

(i5)  Soit  proposée  l'équation  générale 

ajC  +  bxy  +  cy'  +  dx  +  ey+f^zo, 

dans  laquelle  x  et  y  sont  des  indéterminées,  et  a,  b,  ct  d,  e,f  des 
nombres  entiers  donnés  positifs  ou  négatifs  ;  on  tire  d'abord  de  cette 
équation 

2ax  +  by  -f-  d  =  y  [  (by  -f-  d)'— (cy>  +  ey  +f)  ]. 

Ensuite  si  l'on  fait,  pour  abréger,  le  radical  =/,  b*—-  ^acz=At 
bd — aae^xg,  d*  —  /^uf  =  h ,  on  aura  les  deux  équations 

2ax  -f-  by  -f-  d  =  t 

Multiplions  la  dernière  par  A ,  et  faisons  de  nouveau  Ay-\-  g  —  u , 
;  nous  aurons  la  transformée 

u,  —  Ac%  =  B. 

Réciproquement  si  on  peut  trouver  des  valeurs  de  a  et  t  qui  satisfassent 
à  l'équation  u'-~Af  =  Bt  on  en  tirera  les  valeurs  des  indéterminées  x 
et  y  de  l'équation  proposée,  savoir: 


où  l'on  doit  observer  que  u  et  /  peuvent  être  pris  l'un  et  l'autre  avec 
le  signe  qu'on  voudra. 

Si  on  cherche  la  solution  de  l'équation  proposée  en  nombres  ration- 
nels, il  suffira  de  résoudre  par  de  tels  nombres  la  transformée»' — At* — Bj 
mais  si  on  veut  résoudre  la  proposée  en  nombres  entiers ,  il  faudra  non- 
seulement  que  t  et  «  soient  des  entiers,  mais  que  les  valeurs  de  /  et  u 
substituées  dans  celles  de  x  et  y  donnent  pour  celles-ci  des  nombres  en- 
tiers. Dans  ce  moment  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  résolution  en 
nombres  rationnels. 
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(16)  Toute  équation  indéterminée  du  second  degré  peut  se  réduire, 
comme  nous  venons  de  le  voir,  a  la  forme  u*  —  At*z=i  B  ;  or  quels  que 
soient  les  nombres  rationnels  l  et  ut  on  peut  supposer  qu'ils  sont  ré- 
duits à  un  même  dénominateur.  Ainsi,  en  faisant  «=-,  on  aura 
à  résoudre  l'équation 

x»  —  Ay%  =  Bz* , 

dans  laquelle  maintenant  x  y  yt  z  sont  des  nombres  entiers. 

On  peut  supposer  que  ces  trois  nombres  n'ont  pas  entre  eux  un  même 
commun  diviseur;  car  s'ils  en  avaient  un,  on  le  ferait  disparaître  par  la 
division.  De  même  on  peut  supposer  que  les  nombres  A  et  B  n'ont  au- 
cun diviseur  quarré;  car  si  on  avait,  par  exemple,  A=A'k*f  B^B'l*, 
on  ferait  hyz=.y'y  lzz=z'y  et  l'équation  à  résoudre  deviendrait 

dans  laquelle  A1  et  B'  n'ont  plus  de  facteur  quarré. 

L'équation  x*—Ay*  sss  Bz*  étant  ainsi  préparée,  on  observera  que  deux 
quelconques  des  indéterminées  xyyy  z  ne  peuvent  avoir  de  commun  di- 
viseur; car  si  ô4  divisait  x*  ely*y  par  exemple,  il  faudrait  qu'il  divisât 
Bz%  ;  or  il  ne  peut  diviser  3*,  puisque  les  trois  nombres  x ,  y ,  z  n'ont 
point  de  commun  diviseur  ;  il  ne  peut  diviser  non  plus  B ,  pukfcnie  B 
n'a  aucun  facteur  quarré.  Donc  x  e\y  sont  premiers  entre  eux;  par  la 
même  raison  x  et  2  le  sont,  ainsi  que  /  et  3. 

Je  dis  de  plus,  que  A  et  B.  peuvent  être  supposés  positifs;  car  on  ne 
peut  faire  à  l'égard  des  signes  des  termes  de  notre  équation,  que  les 
trois  suppositions  suivantes: 

x'  —  Ay*  =  +  53» 
a*  —  Aj*  =—  Bz* 
x*  +  Ay*=+Bz>. 

(J'omets  la  combinaison  x%-\-Ay*z=. — Bz*y  parce  qu'on  voit  bien  qu'elle 
est  impossible.) 

De  ces  trois  combinaisons,  la  seconde  coïncide  avec  la  troisième  par 
•une  simple  transposition;  or  si  ou  multipUe  celle-ci  par  B,  et  qu'on 
fasse  Bz—z',  AB=zA',  on  aura 

z'*  —  A'y*  =  Bx*. 
Donc  l'équation  à  résoudre  peut  toujours  être  ramenée  à  la  forme 

x»  —  By*=Az', 
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dans  laquelle  A  et  B  sont  des  nombres  positifs  et  dégagés  de  tout  fac- 
teur quarré. 

(17)  La  méthode  que  nous  allons  suivre  pour  la  résolution  de  cette 
équation ,  est  celle  qu'a  donnée  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  Berlin , 
année  1 767  :  elle  consiste  à  opérer  par  des  transformations  )a  diminution 
successive  des  coefliciens  A  et  B ,  jusqu'à  ce  que  l'un  de  ces  coefficient 
soit  égal  à  l'unité ,  auquel  cas  la  solution  se  déduit  immédiatement  des 
formules  connues. 

En  effet,  l'équation  ainsi  réduite  est  de  la  forme  x* — y*-=.Az%  ou 
x* — Bj%  =  s*  ;  mais  ces  deux  formules  n'en  font  qu'une ,  et  ainsi  il  suffira 
d'indiquer  la  solution  de  la  première  x* — y%=Az*.  Pour  cela,  décompo- 
sons A  en  deux  facteurs*,  €  (lesquels  seront  toujours  premiers  entre 
eux,  puisque  A  n'a  pas  de  diviseur  quarré),  et  imaginons  que  z  soit  dé- 
composé aussi  en  deux  facteurs  p,  7,  de  sorte  que  l'on  ait  A  =  &Çf 
z=pqf  on  aura  l'équation  (x — j)  ==  t&pPfg  à  laquelle  on  satis- 

fera généralement,  en  prenant  x-+-j=a/>»,  jc — jssCy*,  ce  qui  donnera 

■*  =  ^  >      7  =       a      >  *=P1i 

de  sorte  que  les  trois  indéterminées  xfyt  z  seront  exprimées  au  moyen 
de  deux  autres  arbitraires  p  et  7;  et  s'il  arrivait  que  les  valeurs  de  a:  et 
de  7-  continssent  la  fraction  |,  on  multiplierait  à-la-fois  x,  jy  z  par  a. 

Telle  est  la  solution  générale  de  l'équation  x* — J'*  =  Az%,  laquelle 
comprendra  autant  de  formules  particulières,  qu'il  y  a  de  manières  de 
décomposer  A  en  deux  facteurs. 

Par  exemple  ,  si^=3o,ilya  quatre  manières  de  décomposer  3o  en 
deux  facteurs,  savoir:  i.3o,  a.i5,  3. 10,  5.6,  et  de  là  résulteront  ces 
quatre  solutions  de  l'équation  x*— j»  =  3o3*, 

p" -f- 307',  j=  p'  —  307',  z=  2/77 

a",    x  =  ap%  -f-  1 57%  y  —  ipl  —  157*,  z  =  îpq 

3".    xz=:Zp%  -f-  107*,  yz=5p%-—  107*,  z  —  zpq 

4'.    xs=5/>'-f»  67%  y  =  5p* —  67%  3  =  3/77. 

(18)  Venons  à  l'équation  générale  x% — By%=zAz*t  et  observons  d'a- 
bord que  cette  équation  étant  la  même  que  x% — Az*=By%  on  peut, 
sans  diminuer  la  généralité,  supposer  que  le  coefficient  du  second 
membre  est  le  plus  grand  des  deux.  En  cas  d'égalité,  la  réduction  que 
nous  allons  indiquer  aurait  toujours  son  effet. 
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Soit  donc  proposée  l'équation  x* —  By%z=Az%1  dans  laquelle  on  sup- 
pose à-la-fois  A>Bt  A  et  B  positifs  et  dégagés  de  tout  facteur 
<juarré. 

Nous  avons  déjà  prouvé  que  x  et  y  sont  premiers  entre  eux;  de  là  il 
suit  que  y  et  A  sont  également  premiers  entre  eux,  catsiy%ctA  avaient 
un  commun  diviseur  G,  il  faudrait  que  x*  fût  aussi  divisible  par  fl;  ainsi 
x*  et  y*  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 

Mais  puisque  y  et  A  sont  premiers  entre  eux ,  si  on  suppose  que  l'é- 
quation proposée  soit  résoluble,  et  qu'ainsi  on  puisse  trouver  des  valeurs 
déterminées  de  x  et  de  y,  telles  que  x=My  y=Nt  on  pourra  aussi 
(n°  13)  satisfaire  à  l'équation  du  premier  degré 

M^nN—y'A, 

dans  laquelle  M,  N,  A  seraient  des  nombres  donnés,  premiers  eutre 
eux ,  et  n ,  f  deux  indéterminées. 

Donc  en  général ,  sans  connaître  ces  solutions  particulières  x  =  M , 
yz=zNt  on  peut  supposer  x~ny- — sif  ',  «  et  y"  étant  deux  indétermi- 
nées, et  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  on  aura, 
après  avoir  divisé  par  A, 

(     )y%  - 2  w'+  Af% = J 

Mais  puisque/  et  A  sont  premiers  entre  eux,  cette  équation  ne  peut 

n*  —  B 

subsister,  à  moins  que  — ^ —  ne  soit  égal  à  un  entier.  Soit  cet  entier 

=  A' h* t  k*  étant  le  plus  grand  quarré  qui  peut  en  être  diviseur,  on  aura 
«•  — B  =  AAk*t  et  l'équation  à  résoudre  deviendra 

A'ky  —  zny/-+-  Ay'%  =  z*. 
Nous  donnerons  ci-après  les  moyens  les  plus  simples  pour  détermi- 
ner un  nombre  n,  de  manière  que  -  ~"  ■  soit  un  entier.  Il  suflit,  pour 

le  présent,  d'observer  que  s'il  y  a  une  valeur  quelconque  de  n  qui  rende 
h* —  B  divisible  par  A ,  cette  valeur  peut  être  augmentée  ou  diminuée 
d'un  multiple  quelconque  de  A ,  sans  que  n* — B  cesse  d'être  divisible 
par  A  ;  ainsi  on  peut  supposer  que  la  valeur  dont  il  s'agit  est  comprise 
entre  les  limites  o  et  A,  ou  même  entre  les  limites  plus  étroites  -i^ 
ct+±A. 

De  là  il  suit,  qu'en  essayant  successivement  pour  n  tous  les  nombres 
entiers  depuis  — \A  jusqu'à  -\-\A ,  on  en  rencontrera  nécessairement 
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un  ou  plusieurs  qui  rendront  n* — B  divisible  par  A  ,  si  toutefois  1  équa- 
tion est  résoluble;  et  dans  le  cas  où  aucun  de  ces  nombres  ne  rendrait 
«* — B  divisible  par  A ,  ou  en  conclura  avec  certitude  que  lequation 
proposée  n'est  pas  résoluble.  < 

(19)  Supposons  donc  qu'on  a  trouvé  une  ou  plusieurs  valeurs  de  n  qui 
aient  la  condition  requise,  il  faudra,  d'après  chacune  de  ces  valeurs, 
continuer  le  calcul  de  la  manière  suivante. 

Reprenons  l'équation  A'fry* — %nyy'  -f-  Ay'% = 2* ,  si  on  la  multiplie 
par  A'k*y  et  qu'on  fasse  pour  abréger , 

sflty—  js/asrf,    hz  =  z\ 

la  transformée  sera 

afx'—B//  =  Â'z'*'. 

Cette  transformée  serait  résolue,  si  on  connaissait  la  solution  de  l'équa- 
tion proposée ,  puisque  les  valeurs  de  x"t  yt  z*  se  concluent  facilement 
de  celles  de  x ,  y ,  s  ;  réciproquement  la  proposée  sera  résolue  ,  si  on 
trouve  la  solution  de  sa  transformée.  Car  des  valeurs  connues  de  x',  /, 
s7  on  peut  également  conclure  celles  de  x ,  y ,  2  :  et  il  importe  peu  que 
celles-ci  soient  sous  une  forme  entière  ou  fractionnaire,  puisqu'il  ne 
s'agit  que  de  la  résolution  en  nombres  rationnels,  et  qu'après  avoir 
trouvé  des  valeurs  quelconques  fractionnaires  de  x,  y  y  z,  on  peut  les 
réduire  au  même  dénominateur,  et  supprimer  le  dénominateur  commun. 
Puisqu'on  peut  supposer  le  nombre  »<|^,  il  est  clair  que 

■       ■  ou  A'  sera  <\A  et  en  même  temps  positif;  car  n  ne  peut  être 

'<C\/By  puisqu'autrement  n%  —  B  serait  <CB,  et  ne  pourrait  être  divi- 
sible par  A.  Donc  l'équation  proposée  sera  ramenée  à  une  équation 
toute  semblable,  dans  laquelle  le  coefficient  A'  qui  tient  lieu.de  A  est 
moindre  que  \A. 

(20)  Si  on  a  encore  A'>B ,  on  pourra  scmblablement ,  de  l'équation 
x'* — Bf%^=.Az%1  déduire  une  seconde  transformée 

x»—By"  =  A'a'\ 

dans  laquelle  A'  sera  <\A'  et  toujours  positif.  Il  n'y  aura  point  de 
nouvelle  condition  à  remplir  pour  obtenir  cette  seconde  transformée, 
car  ayant  déjà  trouvé 

^=r^  =  Ak% 


5a  TIIÉORTE  ÎVES  NOMBRES, 

ai  on  fait  «rr/t^-f-n,  et  qu'on  prenne  l'indéterminée  u  de  manière 
que  rt  soit  <  \A',  il  est  facile  de  voir  que  —  sera  un  entier  posi- 
tif moindre  que  \A*  j  on  fera  en  conséquence 

A'  étant  plus  petit  que  \A'  et  ne  renfermant  aucun  facteur  quarré. 

S'il  arrive  que  A'  soit  encore  plus  grand  que  B ,  on  continuera  ce 
système  de  transformées,  où  B  est  constant,  jusqu'à  ce  qu'on  en 
trouve  une 

x*  —  Bj*  =  Cz\ 
dans  laquelle  C  sera  positif  et  <B. 

(2 1  )  Mais  après  avoir  fait  passer  dans  le  second  membre  le  terme  qui 
a  le  plus  grand  coefficient,  ce  qui  donne 

'  * 

on  peut  procéder  semblablement  à  la  réduction  du  coefficient  B  par 
un  second  système  de  transformées 

x"  —  Cz"  =  B'f' 

ot>—Cz'*=,B,j'\ 

etc., 

dans  lesquelles  les  coefficiens  B't  B*t  etc.  seront  positifs,  et  diminueront 
suivant  une  raison  au  moins  quadruple ,  et  ainsi  on  parviendra  bientôt  à 
une  transformée 

Cs'  =  Dj% 

dans  laquelle  le  coefficient  D  sera  moindre  que  C. 

Or  la  suite  des  nombres  positifs  et  décroissans  A t  B,  Cy  Dy  etc.  ne 
saurait  aller  à  l'infini;  elle  se  terminera  nécessairement  par  l'unité,  et 
lorsqu'on  sera  arrivé  à  ce  terme,  la  résolution  delà  dernière  transfor- 
mée ,  qui  est  donnée  immédiatement ,  fera  connaître  celle  de  toutes  les 
précédentes  ,  et  par  conséquent  celle  de  l'équation  proposée. 

Cette  méthode  n'est  pas  donnée  ici  comme  la  plus  simple  ni  la  plus 
courte,  pour  arriver  à  la  résolution  effective  de  l'équation  proposée  : 
mais  la  marche  qu'elle  prescrit  pour  opérer  la  diminution  successive  des 
coefficiens ,  est  très-lumineuse ,  et  nous  en  déduirons  bientôt  un  théo- 
rème général  sur  la  possibilité  des  équations  indéterminées  du  second 
degré. 
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(22)  II  est  bon  de  prévenir  une  difficulté  qui  aurait  lieu,  si  deux 
coefficiens  étaient  égaux. 

Soit  donc  Az=B  ;  dans  ce  cas ,  pour  faire  ensortc  que  "  ~  B  soit  un 

entier,  il  semble  qu'on  doit  faire  n  =  o,  et  alors  on  aurait  A'k%=—\9 
ou  jf=  —  i,  ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  la  supposition  qu'on  fait 
toujours  que  A'  est  positif.  Mais  cette  difficulté  est  facile  à  résoudre , 

car  si  au  lieu  de  prendre  n=o,  on  prend  n=A ,  on  aura— ^ — =A—i , 

ce  qui  serait  la  valeur  dcA'k*.  On  voit  donc  que  l'équation  x* — Aj*z=Az* 
aura  pour  transformée  x'» — Aj'%=.A'z'%>  dans  laquelle  A'  sera  <A 
et  positif.  On  ferait  de  même,  si  dans  le  cours  de  l'opération,  on  trou- 
vait C  =  B ,  ou  D  =  C,  etc. 

Cette  remarque  fait  voir,  que  dans  le  cas  de  A=:B  et  autres  sem- 
blables, la  méthode  n'en  est  pas  moins  applicable,  et  qu'ainsi  elle  a 
toute  la  généralité  nécessaire.  Au  reste,  le  cas  dont  il  s'agit  est  suscep- 
tible d'être  traité  d'une  manière  plus  simple  et  plus  directe  ;  car  si  on  a 
l'équation  x» —  Aj*z=Az\  on  voit  d'abord  que  x  doit  être  divisible 
par  A  y  ainsi  on  peut  faire  x=Au,  ce  qui  donnera 

Dans  cette  équation,  s  et  A  sont  premiers  entre  eux  (sans  quoij*-  et  s 
ne  le  seraient  pas)  ;  ainsi  on  peut  supposer  jr  =  «3  -f-  Af,  ce  qui 
donnera 

2-±!  a'  -f-  2nzf  +  A/f  =  «\ 

Celle-ci  ne  peut  subsister,  à  moins  que  n  %  1  ne  soit  un  entier,  j'ap- 
pelle cet  entier  A'k%7  k%  étant  le  plus  grand  quarré  qui  en  est  diviseur, 
et  j'aurai 

A'k'z*  -f-  -xnzf  -f-  Aff  =  uV 

Multipliant  de  part  et  d'autre  par  A'k*t  et  faisant  k*A'z  -k-nf  =  3, 
Au  =  u,  on  aura 

de  sorte  que  l'équation  proposée  z*        =  Au*  sera  ramenée  à  une 

équation  de  même  forme,  dans  laquelle  A'  est  positif  et  <^^-f™. 

Continuant  ainsi  de  transformée  en  transformée,  les  nombres  positifs 
et  décroissons  A,  A',  A',  etc.  auront  nécessairement  pour  terme  l'unité, 
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et  alors  la  dernière  équation  étant  résoluble  immédiatement,  on  en  dé- 
duira la  solution  de  toutes  les  précédentes.  Il  n'y  aura  dans  ce  cas 
d'autre  condition  pour  la  possibilité  de  l'équation,  que  la  première 

"  ^  1  =  <?,  car  les  autres  sont  une  suite  de  celle-là. 

Dans  la  solution  générale,  au  contraire,  outre  la  première  condition 
— ~2 —  =  e ,  il  faut  qu'à  mesure  qu'on  passe  d'un  système  de  transfor- 
mées à  un  autre  système,  on  puisse  satisfaire  aux  diverses  conditions 
— 2j — ===e>  — ~  SBe>  et  a'nsi  autres.  C'est  ce  qu'on  examinera 
plus  particulièrement  dans  le  §  suivant. 


t   -    ■  *  • 
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§  I V.  Théorème  pour juger  de  la  possibilité  ou  de  l'impossibilité 
de  toute  équation  indéterminée  du  second  degré. 

(23)0  n  a  fait  voir  dans  le  paragraphe  précédent,  que  toute  équation 
indéterminée  du  secoud  degré  peut  se  réduire  à  la  forme 

—  Bj>  =  Az% 

dans  laquelle  A  et  B  sont  des  nombres  entiers  positifs,  dégagés  de 
tout  facteur  quarré,  et  l'on  a  en  même  temps  A>  B. 

Cela  posé,  pour  procéder  à  la  résolution,  il  faut  d'abord  déterminer 
un  nombre  at  plus  grand  que  ±At  tel  que  -a  -  soit  un  entier.  Ce 
nombre  étant  trouvé ,  on  forme  la  suite  d'équations  : 

«»-B  =  A-A'tc»      i=^jt*  <\* 
B  =  A'Amk"*      *-f.A*zx  <7A 
etc. 

etc. 

Pans  la  première,  A'k'  est  le  quotient  de  «»—  B  divisé  par  A  >  **  est 
le  plus  grand  quarré  qui  divise  Alf,  ensorte  que  A'  ne  renferme  plus 
que  des  facteurs  simples,  ainsi  que  A  et  2?,  et  c'est  ce  qu'on  observera 
dans  les  autres  valeurs  semblables.  A'  étant  déterminé ,  on  a  et'  par 
l'équation  et'  =^'=fc*,  ayant  soin  de  prendre  l'indéterminée  /a,  de 
manière  que  et'  soit  <±A',  (le  signe  <  n'excluant  pas  l'égalité),  *'  étant 
connu,  *'» — B  est  nécessairement  divisible  par  A' ;  on  désigne  le  quo- 
tient par  A'k'*y  et  on  continue  de  même  à  former  les  autres  équations. 

Au  moyen  de  ces  opérations,  la  suite  A ,  A*t  A't  etc.  dont  chaque 
terme  est  posiùf  et  moindre  que  le  quart  du  précédent,  décroîtra  d'une 
manière  rapide,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  terme  AM  ou  C  moindre 
que  B}  et  l'équation  proposée  aura  pour  transformées  successives  les 
équations  suivantes  (où  pour  plus  de  simplicité  je  laisse  les  indétermi- 
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nées  sans  accens)  : 

x*  —  Bj*  =  A'-J 
x*  —  Bj*  sa  A'z' 


x*-*By*  —  Cz* , 

équations  tellement  liées  entre  elles ,  que  si  on  connaît  la  solution  d'une 
seule ,  on  aura  immédiatement  celle  de  toutes  les  autres  ,  et  par  con- 
séquent celle  de  l'équation  proposée. 

Dans  ce  premier  système  de  transformées,  il  n'y  a  aucune  condition 

à  remplir ,  si  ce  n'est  la  première  "  ~  "  —  e. 

Mais  puisque  C  est  <  B,  la  dernière  transformée  étant  mise  sous 
la  forme 

xs  —  Cz'  =  Bj% , 

il  faudra,  pour  qu'elle  soit  résoluble,  qu'on  puisse  trouver  un  nombre  9 
tel  que  Ô* — C  soit  divisible  par  B;  cette  condition  étant  remplie,  on 
procédera  à  la  diminution  de  B  par  un  second  système  de  transformées, 

x%  —  Cz%  —  ffj* 
x%  —  Czl  ss  B"y 

x%  —  Cz%  —  D/*> 

dans  lequel  la  suite  B,  B ',  B*. . .  sera  prolongée  jusqu'à  ce  qu'on  par- 
vienne à  un  terme  D<C. 

On  continuera  ainsi  la  suite  des  nombres  entiers  décroissans  A ,  B , 
C,  D,  etc.  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  terme  égal  à  l'unité,  et  alors 
la  question  sera  résolue.  • 

(34)  H  est  aisé  de  voir  qu'on  ne  sera  arrêté  nulle  part  dans  le  cours 
de  cette  opération,  lorsqu'à  l'égard  d'une  transformée  quelconque, 

x»  —  Fj*z=Gz*, 

on  pourra  satisfaire  aux  deux  conditions  — g —  =  e,  — -p — =*•  Or  si 

ces  deux  conditions  sont  remplies  dans  l'équation  proposée  x*—-Bj*=Az%t 
et  dans  sa  première  transformée  x*  —  By*  =  A'z*,  je  dis  qu'elles  le  se- 
ront dans  toutes  les  autres;  de  sorte  qu'alors  l'équation  proposée  sera 
nécessairement  résoluble. 
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Supposant  donc  que  les  deux  conditions  mentionnées  ont  lieu  dans  les 
deux  premières  équations 

xl  —  Bj%  =  Aï 
x*  —  Bj*  =  A'z%: 

c'est-à-dire  qu'il  y  a  des  entiers  et)  6,  «*',  6'  tels  que 

«»  —  S  Z?       P  —  A  C'*—A 

T~*     ~A~>        B     »  ~~T~ 

sont  des  entiers,  il  faut  prouver  que  les  conditions  semblables  ont  lieu 
dans  la  transformée  suivante 

x*  —  Bj*  =  A'z\ 

Or  comme  on  a  déjà  *  JT    =  il  suffit  de  faire  voir  qu'il  existe 

un  entier  €*  tel  que  — ^—  =  e. 

Soit  6  l'un  des  nombres  premiers  qui  divisent  B ,  on  a  déjà,  par  les 
conditions  données  : 

Cherchons  d'après  cela  un  nombre  X  tel  que  — g —  =  e.  Si  A'  est  di- 
visible par  9,  il  n'y  a  aucune  difficulté;  soit  donc  A*  non  divisible  par  0, 
je  distingue  deux  cas ,  selon  que  6  divise  ou  ne  divise  pas  A'. 
T.  Si  6  divise  A*,  il  divisera  a  et  ai  en  vertu  des  équations 

a*  —  B  =  AA'k-,  a'=ftA'dtzx. 

D'ailleurs  on  a 

A-h'k' = û£*  =  i»*±jy-B  m  ^  ±3/ta+ ^ . 

donc  —  "~fl^  —  est  un  entier  ;  ajoutant  ^'j^l  ^  en  est  un ,  on 

aura  g  =  e.  Mais  k  est  premier  à  B,  et  par  conséquent  à  9 , 

puisque  si  K  et  B  avaient  un  commun  diviseur,  il  faudrait,  d'après  l'é- 
quation a'*  —  B  =  A'A'k'*,  que  B  eût  un  facteur  quarré ,  ce  qui  est 
contre  la  supposition;  donc  on  peut  faire  fc€  =  nk'  —  m&,  et  ainsi  ou 
n'h'h'-A'k'k'  .      .         .  « W 
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i\  Si  0  ne  divise  pas  A' ,  ni  par  conséquent  C,  de  l'équation 

 g  =c  on  déduira  d  abord  ^  =  <?,  ou        fi    —  =  e. 

Ensuite  puisque  C'A'  et  ô  sont  premiers  entre  eux,  on  pourra  faire 
a'  =  «CT — nA ,  ce  qui  donnera  -  ~^  =  e. 

D'après  cette  démonstration,  qui  a  lieu  pour  tous  les  facteurs  pre- 
miers  de  B  t  on  voit  que  non-seulement  l'équation  — ^ — =e  est  pos- 
sible, mais  qu'il  est  facile  de  trouver  a  priori  la  valeur  de  C  Donc 
toutes  les  équations  x*  —  Bj*  =  y/V,  a-*— Bj%=A9z\  etc.  où  Z?  est  le 
même,  n'offriront  aucun  signe  d'impossibilité. 

Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  la  même  chose  a  lieu  dans  le 
second  système  de  transformées  où,  en  conservant  une  même  valeur 
de  C,  on  fait  parcourir  à  B  la  suite  décroissante  B*,  if,  etc. 

(a5)  Les  deux  dernières  équations  du  premier  système  étant 

x*  —  Bj%  =  sfi'-^z* 

(où  n  et  n—-i  sont  des  indices  et  non  des  exposans),  on  peut  supposer 
que  ces  équations  satisfont  déjà  aux  conditions 

~^e>        b       —  e>      j.    —e9  — s —  —  ^J  ' 


et  il  s'agit  de  prouver  que  dans  la  transformée  suivante  ,  x' — Ay*=B'z% 
(qui  appartient  au  second  système),  on  peut  satisfaire  aux  deux 
conditions 

~~B'~  —  e>     ~1F-  —  e- 
Or  la  première  est  immédiatement  remplie  par  l'équation  =  Bf%t 

il  reste  donc  à  faire  voir  qu'on  peut  toujours  satisfaire  à  la  seconde 

Désignons  par  S  l'un  des  nombres  premiers  qui  divisent  A',  et  cher- 
chons le  nombre  4  tel  que  =c.  Si  B'  est  divisible  par  0,  ou  aura 


4  =  o,  ou  un  multiple  de  fl.  Si  B'  n'est  pas  divisible  par  fl,  il  y 
deux  cas  à  considérer. 

i#.  Si  0  est  diviseur  de  2?,  3  le  sera  de  «  et  de  C,  en  vertu  des  équa- 
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lions  *t~-B  =  A"A"T'k;  ÇÇ—A%=zBBf*\  on  pourra  donc  établir 
cette  suite  d'entiers  qui  dérivent  les  uns  des  autres  par  des  substitutions 
•u  opérations  très-simples  : 

-    c  —  jf"  k'ÏA'  —  k'sPA—'  h'CÀ'  +  B 

 }  =  <-y   m  =r'   86  =  *» 

(Cf  —  BB'f)ktCt+  B_        BB'f%W—B_  B'f'h'C*—! 

 «1  — e>   h — "  —  e>  —  •* 

 J—  =  e. 

ii  n' 

Soit  donc  ■\,=zB'J1<Çi  et  on  aura  2-g —  =  e. 

2e.  Si  0  ne  divise  pas  B ,  il  ne  divisera  ni  a,  ni  C,  on  aura  donc 
successivement 


e  —  B  —  f'BB*  . 
—  =  C'     "  (T  =  «>   8 


e. 


Mais  <i/ et  9  étant  premiers  entre  eux,  on  peut  supposer  £=*-\>ttf — /né, 
i  »  

ce  qui  donnera  - — « —  =  e. 

Le  même  raisonnement  ayant  lieu  par  rapport  à  tous  les  diviseurs 
premiers  de  A",  il  s'ensuit  qu'on  pourra  toujours  satisfaire  à  l'équation 


(26)  Donc  l'équation  x* — Bjr%z=Az%  sera  résoluble,  si  l'on  peut 

satisfaire  aux  deux  conditions  =  e>  ^^-:^  =  e,  et  si,  de  plus, 

dans  la  première  transformée  a:*  — fly'^z  A"z%t  on  peut  satisfaire  à  la 

CC  jC 

troisième  condition   = —  =  <?• 

a 

Cette  dernière  condition  serait  superflue,  comme  on  va  bientôt  le 
démontrer,  si  les  deux  nombres  A  et  B  étaient  premiers  entre  eux; 
mais  la  proposition  générale  est  susceptible  d'être  présentée  d'une  manière 
à-la-fois  plus  simple  et  plus  élégante. 

Observons  d'abord  que  toute  équation  indéterminée  du  second  degré 
peut  être  ramenée  à  la  forme  o.r*-f-  bj*=.  cz1,  dans  laquelle  les  coefli- 
ciens  a,  bf  c  sont  positifs,  n'ont  deux  à  deux  aucun  diviseur  commun, 
et  de  pins  sont  dégagés  de  tout  facteur  quarré.  Ce  qui  regarde  les  signes 
est  manifeste,  puisque  toute  équation  formée  avec  trois  quantités,  exige 
qu'une  de  ces  quantités  soit  égale  à  la  somme  des  deux  autres.  Ensuite 
si  a  contenait  un  facteur  quarré  fl%  on  ferait  a=Q>a',  x=flx',  et  le  terme 
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a.v*  se  changerait  en  dx'%y  où  a'  n'a  plus  de  facteur  quarré".  Enfin,  sï 
deux  des  trois  coefliciens  a,  b,  c,  par  exemple,  a  et  bf  avaient  un  di- 
viseur commun  ô,  on  ferait  <ï  =  a'ô,  b  =  b'Bf  cfl  =  c',  z  =  z'ft,  et  l'é- 
quation ax*+by%z=.cz*>  serait  changée  en  une  autre  a'x*-\-by*  =,  c'z'*, 
dans  laquelle  a'  et  b'  n'ont  plus  de  commun  diviseur. 

Cela  posé ,  la  nouvelle  équation  ax%  -f-  by%  =  es*  étant  mise  sous  la 

forme         — bc       =ac,  peut  être  assimilée  à  la  formule  xl — Bj*z=Az*t 

et  la  comparaison  donnera  B=ibct  A=sac.  On  aura  donc  d'abord  les 
deux  conditions  à  remplir 


Soit  assep»,  Çz=cv,  ces  conditions  deviendront 


cr  —  a  ^ 


,  c'C  A' 

Pour  exprimer  la  troisième  — ^ — =  e ,  observons  qu  on  a  a* — BzzzAA'fr, 

ou  cft1 — b^aA'k',  et  comme  ak*  n'a  point  de  diviseur  commun  avec  bct 
la  dernière  condition  sera  remplie  si  l'on  a 

ahK'C  —  cts  +  b_ 
 Fc  e' 

Or  pour  que  le  numérateur  de  cette  quantité  soit  divisible  par  b,  il 
suffit  que  ak'CC —  cfA.1  le  soit,  du  bien  mettant  et*  au  lieu  de  a  en 
vertu  de  la  seconde  condition,  il  faudra  que  k*Ç'*t* — /**  soit  divisible 
par  b,  ce  qui  est  toujours  possible,  en  déterminant  C  d'après  lequa- 

tion  — t— -  =  e.  De  là  on  voit  que  lorsque  A  et  B  n'ont  pas  de  com- 
mun diviseur  (  ou  lorsque  c=  i),  la  troisième  condition  est  remplie 
par  une  suite  des  deux  autres. 

Mais  s'ils  ont  un  commun  diviseur  c,  il  restera  encore  à  satisfaire 

à  la  condition  tk%cc +b  —  e>  0u  simplement  2il±*  =  e.  Voici  donc  un 

C  C 

théorème  général,  d'après  lequel  on  pourra  décider  immédiatement,  et 
sans  aucune  transformation,  si  une  équation  indéterminée  du  second 
degré  est  résoluble  ou  ne  l'est  pas. 
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THEOREME. 

(37)  «  Étant  proposée  l'équation  ax%  -f-  by*  =  cz%  dans  laquelle  les 
»  coefficiens  a,  bt  c,  pris  individuellement,  ou  deux  à  deux  ,  n'ont  ni 
m  diviseur  quarré  ,  ni  diviseur  commun  ;  je  dis  que  cette  équation  sera 
m  résoluble,  si  on  peut  trouver  trois  entiers  X,  fit  9  tels  que  les  trois 
»  quantités 

g\*-f  b       cp*—b       et' —  a  •     •  . 

c     '  ~ —  »  ~T~ 

•  • 

»  soient  des  entiers  :  elle  sera  au  contraire  insoluble,  si  ces  trois  con- 
»  ditions  ne  peuvent  être  remplies  à-la-fois.  » 

Remarque  I.  Ces  conditions  se  réduisent  à  deux,  si  l'un  des  trois 
nombres  a  ,  !>,  c,  est  égal  à  l'unité,  et  elles  se]  réduisent  à  une  seule, 
comme  dans  le  n°  aa,  si  deux  de  ces  nombres  sont  égaux  à  l'unité.  . 

Remarque  II.  On  peut  toujours  arranger  les  trois  termes  de  l'équa- 
tion proposée,  de  manière  que  a,  b,  c  soient  positifs  ;  mais  cette  con- 
dition n'est  pas  de  rigueur,  et  le  théorème  serait  encore  vrai,  quand 
même  quelqu'un  de  ces  termes  serait  négatif. 

Il  ne  faudrait  pas  cependant  conclure  de  là  qu'une  équation  telle  que 
.r*  -f- 5 63*=: o  est  possible,  par  cela  seul  qu'on  peut  satisfaire  aux 

conditions         =  e,  £-^-£=e,  il  faudrait  conclure  seulement  qu'elle 

peut  se  ramener  à  la  forme  x»  z% —o.  En  général,  toute  équa- 

tion résoluble  pourra,  par  la  méthode  du  §  précédent,  se  ramener  à  la 
forme  a?-\-y*  —  z*=~o  ;  mais  il  suffit  de  la  ramener  à  la  forme 
Ax?-\-y  * — s'=:o,  dont  la  solution  se  trouve  immédiatement 


4» 
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§  V.  Développement  de  la  racine  d'un  nombre  non  quarré 

en  fraction  continue. 

(28)  Le  principe  exposé  n°  1,  pour  développer  une  quantité  quel- 
conque x  en  fraction  continue,  s'applique  avec  beaucoup  de  facilité 
aux  racines  quarrées  des  nombres,  et  en  général  aux  quantités  de  la 

forme  —{r^,  4>  B  et  C  étant  des  nombres  entiers.  Mais  pour  qu'on 

voie  plus  clairement  la  marche  de  l'opération,  nous  prendrons  d'abord 
un  exemple  particulier. 

Soit  A=i  19,  on  aura  x  ou  1/19=4  +y»      là  x'  =  -~— -*:   ou  \ 


en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  v/j9-f<4  »  =*=  1 
l'entier  le  plus  grand  compris  dans  cette  quantité  est  2 ,  ainsi  on  aura 
x'  =  a  -f-  — -.  Cette  dernière  partie  étant  nommée     ,  on  en  tire 

x'  =  es*  •  l'entier  compris  est  1  et  le  reste  qu'il 

faut  renverser  de  même  pour  avoir  la  valeur  de  x',  ainsi  de  suite.  Voici 
dkmc  l'opération  pour  développer  \/ig  en  fraction  continue  : 


x  —  l/'9    =  4' 

x'  —     5      —  V/'9+a  — 
t/ig—a  5 

V»  5    1/19+5  

V-  19 — 3  5 

=  VA9±î  =  a. 


V/i9— a 


I/- 


F* 


y/»  9-3 


a 

y/ 19— a 


3 


V>9-4 

x-=-^—  =  ^±4=a  etc. 
V/»9-4  3 
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Arrivé  a  ce  terme,  on  tombe  sur  une  valeur  de  xT"  égale  à  celle  de  x*t 
d'où  il  suit  que  les  quotiensdéjà  trouvés  2,  1 ,  3,  1,3,8  reviendront 
dans  le  même  ordre,  et  qu'ainsi  le  développement  de  \  19  en  fraction 
continue  donnera  les  quo  tiens 

4:  a,  1,  3,  1,  a,  8:  3,  1,  3,  I,  a,  8:  a,  1,  3,  1,  a,  8:  etc. 

où  l'on  voit  qu'après  le  premier  terme  4»  la  période  a,  t,  S,  t,  a,  b 
revient  toujours  dans  le  même  ordre,  et  se  répète  à  l'infini. 

(29)  Soit  maintenant  A  un  nombre  quelconque ,  a*  le  plus  grand  quarré 
compris,  et  b  le  reste,  ensorte  qu'on  ait  A—a%-\-b ,  le  développement 
de  \^A  en  fraction,  continue  donnera  d'abord 

«f-~     1     _  VA+  a  —  «t- 
x  —  ttj — BP — 1 — =  etc. 
y  A— a  b 

Supposons  qu'en  prolongeant  indéfiniment  f opération,  on  parvienne  an 
quotient-complet  a10  ou/=:^— ;  soit  ft  l'entier  compris  dans  jr,  le 

reste  sera  }-d±£zi£}  ce  reste  étant  nommé  4.  on  D 


et  puisque  d'ailleurs  l'analogie  des  formes  exige  qu'on  ait  =  ^~jy~  » 
on  tirera  de  là  l'équation  suivante  pour  déterminer  T  et  U  : 

Cette  équation,  où  il  faut  égaler  séparément  la  partie  rationnelle  à  la 
partie  rationnelle  et  la  partie  irrationnelle  à  la  partie  irrationnelle, 
donnera 

r  =fjiD-~i 

Telle  est  la  loi  très-simple  par  laquelle  d'un  quotient-complet  quel- 
conque y  on  déduira  le  quotient-complet  suivant  -A^1  ;  et  il 

n'est  pas  à  craindre  que  les  nombres  F  et  U  soient  fractionnaires,' 
car  si  on  substitue  la  valeur  de  F  dans  celle  de  Iïy  on  aura  

jjf — A-^D-iy  _  ±zll+  2flI __p.fr  o  ay4nl  j__r>—i/Dj  « 
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©n  désigne  par  le  quotient-complet  qui  procède  ^T"^»  00 

aura  semblablement  A  —  7* =  DD",  donc 

D  =  />  -f-  -xft.1 — p?D.  j 
D'où  l'on  voit  que  puisque  les  nombres  D  et  /  sont  entiers  dans  les 
deux  premiers  quotiens-complets  VA+C \   V/^+a,  ils  le  seront  néces- 

sairement  dans  tous  les  autres  à  l'infini. 

La  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  D ',  peut  aussi  se  mettre  sous 
la  forme  U ^D' yu^I—  T);  ainsi  des  deux  quotiens-complets  con- 
sécutifs 

on  déduira  le  quotient-complet  suivant  >  au  moyen  des  for- 

mules I'=pD—  It  I/=  D3  4-^(7—  /');  ce  qui  réduit  la  loi  de  con- 
tinuation au  plus  grand  degré  de  simplicité. 

ï  (5o)  Supposons  maintenant  que      e  soient  deux  fractions  consécu- 


r  9 

tives  convergentes  vers  y/A  ;  soit  -î^—  le  quotient-complet  qui  ré- 


pond à  la  fraction  £,  on  aura,  suivant  le  principe  connu, 

i 

d'où  l'on  tire  les  deux  équations 

pI+p'D  =  <?A 
<,I+fD  =  Pt 

lesquelles  donnent 

(pç-—p°<t)D=pp  —  Aqq. 
Or,  par  la  propriété  des  fractions  continues  (n°  6)  on  a  pq"-—  /^sr-f-j, 
si  v-  e6t  >  y/ A  ,  et  pq*  —p*q  =  —  i ,  si  p-  est  <  y/At  d'où  l'on  voit  que 
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pq'—p*q  a  toujours  le  même  signe  que  pp~Aqqt  et  qu'ainsi  D  est- 
toujours  positif.  Ces  valeurs  prouvent  encore  immédiatement  que  D  et  / 
sont  toujours  des  entiers;  je  dis  de  plus  que  /  est  toujours  positif;  car 

d'un  côté  l'équation  ql +q°Dz=:p  donne  2-  =     —     ■  Df  et  puisque 

q*  est         il  faut  qu'on  ait  — I,  ou  D*>\/A — /;  d'un  autre 

côté,  on  a  17  *  >/*,  donc  Z><  v/^-f"/.  Or  ces  deux  conditions  se- 
raient incompatibles,  si  /  était  négatif. 

Cela  posé ,  il  est  facile  de  trouver  les  limites  que  les  nombres  I  t\D 
ne  peuvent  surpasser  ;  l'équation  A — I*z=.DD°  donne  I<y/A,  ainsi 
/  ne  saurait  excéder  l'entier  a  compris  dans  ]/ 'A ,  et  puisqu'on  a  d'ail- 
leurs r+I—fxD,  il  s'ensuit  que  la  est  la  limite  de  D,  et  en  même 
temps  celle  du  quotient  /*. 

Mais  puisque  la  fraction  continue  qui  représente  la  valeur  d'une  quan-  t 
thé  irrationnelle  doit  s'étendre  à  l'infini,  et  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un 
certain  nombre  de  valeurs  différentes  tant  pour  /  que  pour  D ,  il  est  né' 
cessaire  que  la  même  valeur  de  /  se  rencontre  une  infinité  de  fois  avec  la 
même  valeur  de  D  ;  or  dès  que  l'on  retrouve  pour  le  quotient-complet 

une  valeur  déjà  trouvée,  il  est  clair  que  les  quotiens  suivans  de 

]a  fraction  continue  doivent  être  les  mêmes  et  dans  le  même  ordre  que 
ceux  qu'on  a  déjà  obtenus;  donc  la  fraction  continue  qui  exprime  y/A 
sera  composée  (au  moins  après  quelques  termes)  d'une  période  constante 
qui  se  répétera  à  l'infini ,  comme  on  l'a  déjà  vu  dans  un  cas  particu- 
lier, n°  a8. 

(3i)  11  s'agit  présentement  de  déterminer  le  point  précis  où  commence 
la  période.  Nous  supposerons  que  cette  période  est  y? . , . .«  ,  et 

nous  désignerons  à  l'ordinaire  la  suite  des  quotiens  ,  et  celle  des  frac- 
tions convergentes  qui  leur  répondent  jusqu'au  commencement  de  la 
seconde  période,  comme  il  suit  : 

Quotiens   a,   A,  M>  pf,  pf  «,  p.,  pJ,  n'. .  »,  etc. 

Fractions  M       a  £      p  ?!i  £1 

t  Ô'    i  *  


Soient  en  même  temps  les  valeurs  correspondantes  du  quotient-complet 
VA  VA+a         VA±J'  VA±L      '  VA+i'i  VJ+r 
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on  aura  d'abord,  par  ce  qui  a  été  démontré,  A — et  À—T^DD*^t 

ce  qui  donne  V°  i  =  D*  ;  on  aura  aussi  7=  XZ>* — 7*  e t  7=  a  D*  \  —  7*  ï  ,  d'oà 
.    /•  j*, 

1  on  tire  —  =  X — a.  Mais  d'un  autre  côté,  l'équation  qI-\-<jath=zp9 
donne  7=P— et  puisque  ?  est  une  valeur  approchée  de  \/A, 
on  doit  avoir  £  =  a-f-  une  fraction  -,  d'où  résulte 

a-I: 

donc  à  cause  de  <7*<?  ,  on  aura  « — /<  Z);  on  aura  semblable™ eut 
<»  —  7°  <  7>,  a  —  7°t  <  7>i  ;  donc  à  plus  forte  raison        7*i  <  2>\ 

Mais  on  a  trouvé  — — =  a  l'entier  X— «« ,  donc  il  faut  que  cet  en- 
tier soit  aséro;  donc  on  aura  79=7°i  et  X  =  a*. 

On  démontrera  de  même  que  le  quotient  qui  précède  X  est  égal  à 
celui  qui  précède  et ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  quotient  *  ;  de  sorte  que 

le  quotient  «  est  celui  qui  revient  le  premier,  et 
la 


(5a)  Cela  posé,  «m  peut  représenter  ainsi  la  série  des  quotiens  et 
celle  des  fractions  convergentes  qui  leur  répondent  dans  le  développe- 
ment de  \/A. 

QuolieiM  *i  *»  t....  X,  »;  »,  C,..    X,     «;    a,   C,  ...X,  m;  etc. 

Fract.  conven»  12  £  P    /»'  F*»     £1  & 

Dans  cette  disposition ,  £  est  la  fraction  convergente  qui  répond  au  der- 
nier quotient  f*.  delà  première  période  *,  Ç...X,  p-,  soit  a  le  quo- 
tient-complet correspondant,  on  aura  z — ja — y/ A — a,  ou  s==n — n-f-^/-^, 
et  il  en  résultera,  suivant  le  principe  ordinaire, 

ce  qui  fournit  les  deux  équations 

P(f*  —  a)+p*z=Aq 

La  seconde  équation  donne       a-f-  £  =  J,  d'où  il  suit  que  ji— «  est 
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le  plus  grand  entier  compris  dans^j  cet  entier  est  égal  a  a ,  ainsi  on  a 

— a=a,  ou  fjL=  ia.  En  même  temps,  puisque  —  aq,  il  s'en- 

suit que  la  série  des  quotiens  «t,  Ç,. . .  8,  A  qui  précèdent     est  sym- 

œc trique  (n°  n),  car  est  l'une  des  fractions  convergentes  vers 

\/A — <*,  quantité  égale  à  la  fraction  continue  -  ,  1  ,  et  cette 

*  +  ?4.etc. 

fraction  convergente  eit  précédée  de  ^—-i  donç  puisqu'on  a q^pr-aq , 

U  faut  que  la  période  »,  C,...6>,  A  soit  identique  avec  sa*  inverse.  A, 
i. . .  £,  a..  Et  de  toutes  ces  remarques  U  suit  qwe  les  quotiçns.  prQve- 
nans  du  développement  de  \/At  procèdent  suivant  cette  loi  : 

«;«,?>>...?,      *,  *s;  »,€,y...y,  C,  »,  *»;  ete., 

loi  qui  deviendrait  encore  plus  régulière,  si  le  premier  quotient  était 
aa  ou  téro;  c'est-à-dire  s'il  s'agissait  du  développement  de  iA#=ha. 

(33)  11  est  important  d'observer,  que  toute  fraçtiqn  convergente  qui 

répond  au  quotient  aa  dans  une  période  quelconque ,  «M  telle:  qu'on  a 
p* —  Aq*  —  z±z  i.  Car  lorsque  le  quotient  u=  %a,  l'équation  Z'+AffA*, 
où  /  et  Ie  ne  peuvent  excéder  a  (n*  5o),  donnera  nécessairement 
7  =  /°=  a,  et  i>=i  ;  donc  l'équation  {pf — ^Jîa/f'w»^,  de- 


vient  p*—>Aq%s^dbi ,  savoir  -f- 1  ,  si  e  est  >  \/  A ,  et  —  i  dans  le 
cas  contraire.  .  •  • 

Puisque  le  quotient  aa  se  trouve  nécessairement  dans  le  développe- 
ment de  y/ A>  il  s'ensuit  donc  que  l'équation  x* —  Aj  *  =dh  i  est  ton* 
jours  résoluble  (au  moins  avec  le  signe  -»f-)>  quel  que  soit  Iç  nombre  A  , 
pourvu  qu'il  ne  soit  pas  un  quarré  parfait  ;  et  on  voit  en  môme  temps 
qu'il  y  aura  une  infinité  de  solutions  de  cette  équation ,  puisque  le  quo- 
tient aa  se  répète  une  infinité  de  fois  dans  les  périodes  successives. 
!    Au  reste  ,  si  le  nombre  des  termes  de  la  période  «,  Ç. . .  Ç  ,  a»,  *?  ç*l 
pair,  toutes  les  fractions  qui  répondent  au  quotient  aa  clan*  les  diverses 
périodes,  seront  pins  grandes  que  {/A ,  et  ainsi  dans  ce  cas,  ces  frac- 
tions ne.  satisferont  qu'à  l'équation  x*-T-Ay**zi-\r  i.  .\lai»  si  le  nombre 
des  termes  de  la  période  est  impair,  alors  la  première  fraction  qui  répond 
au  quotient  aa  sera  plus  petite  que  \t  A ,  la  seconde  plus  grande,  et 
ainsi  alternativement  ;  de  sorte  que  dans  ce  cas,  l'équation  x* — Aj*= —  t 
sera  résoluble  aussi  bien  qne  l'équation  x*^Ar1s=.  -h  1  :  la  première  par 
les  fractions  convergentes  de  rajpg  impair,  la  seconde  par  celles  de  rang 
pair.  *     *  * 
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§  VI.  Résolution  en  nombres  entiers  de  V équation  indéterminée 
xa  — Ay*=rfcD,  D  étant  <  y/ A. 

(34)  Nous  avons  fait  voir  dans  le  paragraphe  précédent,  que  ï'équa- 

tion  x%  Aj%z=  -f-i  est  toujours  résoluble  d'une  infinité  de  manières*, 

miel  que  soit  A,  pourvu  qu'U  ne  soit  pas  un  quarré  parfait.  Quant  à 

l'équation  x%  i ,  elle  n'est  résoluble  -que  dans  certains  cas 

particuliers;  et  comme  la  solution,  lorsqu'elle  est  possible,  doit  se 
trouver  parmi  les  fractions  convergentes  vers  \/Af  la  condition  nécçs-, 
saire  et  en  même  temps  suffisante  pour  la  possibUité  de  cette  solution  ; 
est  que  la  période  de  quotiens  donnée  par  le  développement  de  %/A 
soit  composée  d'un  nombre  de  termes  impair. 

Les  solutions  de  l'une  et  l'autre  équations  se  tirent  immédiatement 
des  fractions  convergentes  vers  y/ A ,  savoir,  de  celles  qui  répondent 
au  quotient  aa  (a  étant  l'entier  compris  dans  y/A),  et  il  y  en  a  une 
infinité  puisque  ce  quotient,  ainsi  que  les  périodes  qui  le  comprennent, 
se  répète  une  infinité  de  fois.  Le  numérateur  de  chaque  fraction  est  une 
valeur  de  x    et  son  dénominateur  la  valeur  correspondante  de  y. 

Nous  ferons  voir  ci-après  comment  on  trouve  a  priori  l'expression 
Générale  des  diverses  fractions  qui  répondent  à  un  même  quotient  place 
de  la  même  manière  dans  les  périodes  successives.  Dans  le  cas  présent, 
il  suffit  de  faire  connaître  le  résultat  qui  d'ailleurs  se  vérifie  immédia- 


ment. 

Soit  S  la  première  et  la  plus  simple  des  fractions  convergentes  qui  re- 
pondent a  un  même  quotient  aa;  si  l'on  a/>*— Af=+}  ,  ou  si  le 
nombre  des  termes  de  la  période  est  pair ,  l'équationx'  -  Aj>  =+ i  sera , 
comme  nous  l'avons  déjà  dit ,  la  seule  résoluble.  Pour  avoir  alors  la  solution 
générale,  il  suffit  d'élever P+  qs/ A  »  une  puissance  quelconque/;»,  et 
d'égaler  le  résultat  à  x-\rfVA-  En  effet»  si  l  on  a 

(p  +  qs/AY  =  x  +7  VA9 

X  et/  é*t*nt  rationnels,  on  aura  en  même  temps 
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Multipliant  ces  deux  équations  entre  elles,  le  produit  sera 

x»  —  Ay  ss  (p*  —  Aqm  )-=i-  =  i . 

Donc  en  effet  les  valeurs  trouvées  pour  x  et  /  satisferont  à  l'équation 
x* —  Ay*  =  i ,  quel  que  soit  l'exposant  m.  On  peut  aussi  avoir  séparé- 
ment les  valeurs  de  x  et  y  par  les  formules 

a 

■*  a  y  A  1 

lesquelles  donneront  toujours  des  nombres  entiers  pour  x  ely. 

(35)  En  second  lieu,  si  on  a  p%—A(j%=—\>  ou  si  le  nombre  des 
fermes  de  la  période  est  impair,  alors  il  est  visible  qu'on  peut  satisfaire 
à-la-fois  aux  deux  équations  x% — Ayl  —  -\-  i ,  x*—Ay*. —  i ,  savoir, 
à  la  première,  par  les  puissances  paires  de  p-\-  (/\/ A ,  et  à  la  seconde, 
par  les  puissances  impaires  de  ce  même  binôme.  Car  si  l'on  fait 
(p+9\/Ayk  =  x+y\/At  on  aura  x*~- Ay*=(—  i)*»  =  -f-i,  et  si 
l'on  fait  (p+qtfJ)*+*z=x+j]/A ,  on  aura  x*— Ay*=(—  i x. 

1 8 

Par  exemple,  lorsque  A=  i3,  on  trouve  -  =  V>  et />' —  1 3<y*= — i. 

Donc  en  faisant  (i8-f-5i/i3)**=x-|-/i/i3  ,  on  satisfera  à  l'équation 
jr»—  i3/'=i,  et  en  faisant  (i8+5/i3)"-»-=:*-f-7/i3,  on  satis- 
fera à  l'équation  jr* — 13^*  =  —  i. 

Les  moindres  nombres  qui  satisfont  à  l'équation  x% — i3/*=i ,  sont 
donc  a:  =  649,  y=  180,  car  on  a  ( 1 8 -f- 5 i/ 1 3)'  =  6^9 i8oi/i3. 

Quelquefois  les  nombres  les  plus  simples  qui  satisfont  à  une  équation 
donnée  x*—  Ayx—-àz\  sont  beaucoup  plus  considérables.  Par  exemple, 
la  solution  la  plus  simple  de  l'équation  x1 — ai  i/»=  1 ,  est 

x  =  378    354    373  65o 
y  =    19    162    705  353, 

et  la  solution  la  plus  simple  de  l'équation  x*  —  991/*=  1  est 

x  =  37951    64009   0681 1    93o63   80148  96080 
y  =    iao5    57357    9033 1    35944   744 2^  387G7. 

D'où  l'on  voit  combien  il  est  nécessaire  d'avoir,  pour  la  recherche  de 
ces  nombres,  une  méthode  sûre  et  infaillible,  telle  que  celle  que  nous 
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avons  exposée;  car  on  se  tromperait  beaucoup ,  si  après  avoir  essayé 

inutilement  la  résolution  par  des  nombres  médiocrement  grands  ,  ou 
concluait  qu'elle  n'est  possible  en  aucuns  nombres. 

(56)  Fermât  est  le  premier  qui  ait  paru  connattre  la  résolution  de  l'é- 
quation x*— -Ay%,=.\  ;  du  moins  il  proposa  ce  problème  comme  par 
déli  aux  Géomètres  anglais,  et  mylord  Brownker  en  donna  une  solution 
qu'on  trouve  dans  les  Œuvres  de  Wallis,  et  qui  est  rapportée  à  peu  près 
textuellement  dans  le  second  volume  de  l'Algèbre  d'Euler.  Mais  d'un 
côté ,  Fermât  n'a  rien  publié  sur  sa  propre  solution ,  et  de  l'autre ,  la 
méthode  des  Géomètres  anglais ,  quoique  fort  ingénieuse,  n'établit  ce- 
pendant pas  d'une  manière  certaine,  que  le  problème  soit  toujours  pos- 
sible. 11  restait  donc  à  démontrer,  que  l'équation  x* — A/%  =  i  est  toujours 
résoluble  en  nombres  entiers,  et  c'est  ce  que  Lagrange  a  fait  d'une  ma- 
nière aussi  élégante  que  solide,  dans  les  Mélanges  de  Turin,  tome  IV, 
et  ensuite  dans  les  Mémoires  de  Berlin ,  ann.  1767;  cette  démonstration, 
ainsi  que  la  méthode  de  solution  qui  l'accompagne,  doiveut  être  regar- 
dées comme  l'un  des  plus  grands  pas  qui  aient  été  faits  jusqu'à  présent 
dans  l'analyse  indéterminée.  En  effet  l'équation  x% — Jj%=:i  n'est  pas 
seulement  intéressante  en  elle-même;  elle  est  encore  nécessaire  dans  la 
résolution  de  toutes  les  équations  indéterminées  du  second  degré,  où  elle 
sert  à  trouver  une  infinité  de  solutions  quand  on  en  connaît  une  seule. 

On  trouvera  à  la  fin  de  cet  Ouvrage  une  Table,  n°  X,  qui  contient, 
sous  la  forme  de  fractions,  les  solutions  les  plus  simples  de  l'équation 
m* — y/«'=d=i ,  pour  tout  nombre  non  quarré  A  depuis  a  jusqu'à  i3g. 

L'inspection  seule  des  chiffres  qui  terminent  les  nombres  m  et  n  fera 
voir  s'ils  satisfont  à  l'équation  m*  —  Âft  =  -+" 1  >  ou  à  l'équation... 
m*  —  An%=:  —  t.  Quand  ils  satisfont  à  cette  dernière,  il  faut  faire 
{m-^n\/  A)%^p~\-q^Ai  afin  d'avoir  les  moindres  nombres  p  et  q  qui 
satisfont  à  l'équation  x* — Aj%=-\-\\  on  a  alors  p=2m* — 1,  q  =  imn. 

(  57  )  Venons  maintenant  à  la  résolution  de  l'équation  proposée 
x*  —  Aj1  =± D.  On  a  vu  (n*  10)  que  lorsque  D  est  <\SA,  comme 

nous  le  supposons,  la  fraction  -  doit  être  fune  des  fractions  conver- 
gentes vers  y/A.  11  faudra  donc  développer  \/A  en  fraction  continue, 
et  calculer  les  valeurs  successives  des  quotiens-coraplets  ^[^~/  i  si , 

parmi  ces  quotiens-complets,  il  s'en  trouve  un  dont  le  dénominateur  D 
soit  égal  au  second  membre  de  l'équation  proposée,  on  en  déduira  une 
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solution,  soit  de  l'équation  x*  —  Aj*  =  -f-  D ,  soit  de  l'équation 
x"  —  y^y*  =  —  D  il  faudra  pour  cela  calculer  la  fraction  convergente 
£  qui  répond  au  quotient-complet  dont  il  s'agit;  si  cette  fraction  est  de 

rang  impair  (~  étant  censée  la  première),  elle  sera  plus  grande  que  \/ A, 
et  ainsi  on  aura  p'  —  Aq'ss -f-ZJ;  si  elle  est  de  rang  pair,  on  aura 
p'  —  Af  =  —D. 

Il  peut  se  trouver  plusieurs  fois  le  même  nombre  D  dans  la  même  pé-« 
riode,  et  il  se  rencontrera  toujours  au  moins  deux  fois,  puisque  la  pé- 
riode est  symmétrique  (excepté  lorsque  le  quotient  auquel  répond  £  est 

le  terme  moyen  de  la  période,  abstraction  faite  de  son  dernier  terme  aa). 
On  aura  alors  autant  de  solutions  soit  de  l'équation  x*—  Af=.Dy  soit 
de  l'équation  x*  —  Ay%z=.—  D,  lesquelles  auront  lieu  également  dans 
toutes  les  autres  périodes. 

Si  on  ne  rencontre  point  le  nombre  D  parmi  les  dénominateurs  des 
quotiens-complets  dans  la  première  période,  on  sera  assuré  que  l'équa- 
tion jc*  —  Aj*  =  -\-D  et  l'équation  x* — Ay%-=. —  D,  ne  peuvent  se 

(58)  Mais  si  on  a  une  ou  plusieurs  solution»  données  par  la  première 
période  des  quotiens,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  on  pourra  déduire 
immédiatement  de  chacune  de  ces  premières  solutions,  une  formule  géné- 
rale qui  contienne  une  infinité  d'autres  solutions  dépendantes  de  cette 

première  base.  Soit  £  la  fraction  convergente  qui  donne  p% — Aq*=D  ; 

soient  en  même  temps  I  et  u  des  nombres  quelconques  qui  satisfont  à 
l'équation  r — Au9 se  i  ;  si  on  multiplie  ces  deux  équations  entre  elles, 
le  produit  pourra  être  mis  sous  la  forme 

(pt  zkzAqu)'  —  A(puzb  qt)%  =  D  ; 

de  sorte  que  l'équation  x%  —  Aj*  =  D  sera  résolue  généralement  par 
les  formules 

xzzzpt  -àcAqu. 
J=pud=qt; 

et  quant  aux  valeurs  de  t  et  ut  nous  avons  déjà  fait  voir  que  si  m  et  n 
sont  les  moindres  nombres  qui  satisfont  à  l'équation  m*~~An'  =  i ,  et 
qu'on  prenne  pour  k  un  entier  quelconque,  on  aura 

(m  -f-  n  \/A  y  =  t  -f- u  \SA. 

On  voit  donc  «l'en  partant  de  différentes  solutions  primitives  comprises 
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dans  l.i  première  période,  on  aura  autant  de  formules  générales  qui  ren- 
fermeront chacune  une  infinité  de  solutions  de  l'équation  proposée. 

D'ailleurs  les  valeurs  que  nous  venons  de  donner  pour  x  et/  ont  éga- 
lement lieu,  soit  que  D  soit  positif,  soit  qu'il  soit  négatif;  elles  supposent 
seulement  que  Z?  a  le  même  signe  dans  l'équation  particulière  p* — Aq*=.Dt 
que  dans  l'équation  générale  x*— Ây*~  D;  elles  supposent  aussi  qu'on 
a  m*  —  ^n*=-f-i. 

Si  on  avait  m* — An*  s=  —  i ,  alors  les  formules 

x  —  pt^iz  Aqu 
y  —  pu±qt 

donneraient  à-la-fois  la  solution  de  l'équation  x% — Aj  *=z-\-D  et  celle 
de  l'équation  x*  —  Aj%= — Dy  l'une  en  faisant  (m-\-n\/Ayk=t-)ru\/Ar 
l'autre  en  faisant  (m+n\/Ayk+>=:t+u\/A. 

(39)  Si  on  connaît,  soit  par  la  Table  dont  nous  avons  parlé,  soit  par 
tout  autre  moyen,  la  fraction  la  plus  simple  —  qui  satisfait  à  l'équation 
m*  —-An*  =  =fc  1 ,  le  simple  développement  de  ~  en  fraction  continue, 
donnera  la  période  des  quotiens  qui  résulteraient  du  développement 
de  y/A.  Or  sans  connaître  les  quotiens-complets  qui  répondent 

à  ces  quotiens  entiers,  ni  par  conséquent  leurs  dénominateurs,  on  peut 
néanmoins  distinguer  facilement  ceux  qui  répondent  à  une  valeur  don- 
née de  D.  Ces  quotiens  sont  à  fort  peu  près  égaux  à  ^,  a  étant  l'entier 

compris  dans  y/ A.  En  effet,  puisqu'on  a  (n°  3o)  J^=.p~~^  D ,  il  en  ré- 

-4-X/yf 

suite  =  i__  1 ,  donc  l'entier  fi  compris  dans  ï±±±  est 

à  peu  près  égal  à  l'entier  compris  dans 

- 

(40)  Par  exemple,  ayant  à  résoudre  l'équation  ar,--6i/*  =  5,  on  dé- 
veloppera en  fraction  continue  la  fraction  dont  les  deux  termes 

satisfont  à  l'équation  m* — 6i«»  =  —  1  ;  on  trouvera  les  quotiens  et  les 
fractions  convergentes  comme  il  suit  : 

Quotiens  7,  1,  4,    3,     1  ,    a  ,    a  ,     1  ,     3  ,     4  ,      »    ,  I 

p  1      7     8     3<>      tfl5      164     /{53      1070      i5a3     56^9     a^cjq  29718. 

ir.conv.  -,  j,  -,  3-,  Tg-,  —,  -5g-,  -gf,   ls5,  7Jia,  3o83,  -3^5-. 
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L'entier  compris  dans  \/6i  est  7,  et  ^2  =  2  •{-,  je  cherche  donc  a 
parmi  les  quotiens  ;  je  trouve  les  deux  fractions  correspondantes  —, 
^g- ,  dont  la  première  donne  px — 61(7*= — 5,  et  la  seconde/?»— 6iy»s=5. 

Donc  lequation  proposée  x* — 6i/»=5  sera  résolue  au  moyen  des 
formules 

x  =  453*=fc  3538k 
^  =  453u±  m 
v       _  .  .'  ,  <-J-bi/6i=(297i84-38o5v/6i)»»; 

et  elle  le  sera  également  par  les  formules  suivantes  calculées  d'après  la 
première  fraction  convergente 

x  =  i64<=fc  1281a 
y  ss  iG4«±  ai* 
<  -fw«/6i  ==  (39718  ■+•  SSoS^Gi)^. 

On  résoudrait  de  la  même  manière  l'équation  x* — 6ij*= — 5,  et  on 

voit  pourquoi  les  deux  valeurs  trouvées  pour  p-t  quoique  donnant  deux 

valeurs  de  D  de  signes  diflërens ,  servent  néanmoins  à  résoudre  la  même 

équation;  c'est  parce  que  la  valeur  de^  est  telle  que  m1— -ôin^sss— -1 , 

car  dans  tous  les  cas  semblables  une  solution  de  l'équation  x*— 6iy*=D, 
en  donne  toujours  une  de  l'équation  x»  — 61/»  = —  D>  et  récipro- 
quement' 

(41)  Nous  remarquerons  que  si  D,  quoique  toujours  plus  petit  que 
yj,  avait  un  facteur  quatre  fi1,  ensorte  qu'on  eût  Dz=&D ,  alors,  outre 
les  solutions  trouvées  par  la  méthode  précédente,  et  dans  lesquelles 
x  et  y  sont  toujours  premiers  entre  eux ,  il  pourrait  y  en  avoir  d'autres 
dans  lesquelles  x  et  y  auraient  pour  diviseur  commun  6.  En  effet,  si 
d'une  autre  part  on  trouve  possible  la  solution  de  l'équation  x'* — Af*z=z&j 
il  est  clair  qu'on  en  tirera  x=6x',  y=Qy'.  Ainsi  il  pourra  y  avoir  au- 
tant de  nouvelles  formules  de  solution,  qu'il  y  a  de  manières  de  diviser  J> 
par  un  quarré. 

.    •  .  t     '*  Mi  »  v  ii  • 


■ 
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§  VIL  Théorèmes  sur  la  possibilité  des  équations  de  la 
Jbrme  Mxa— Ny*  ssrfci  ou  ±2. 


(4a)  Supposons  que  A  est  un  nombre  premier,  et  soient  p  et  q 
les  moindres  nombres  (  autres  que  1  et  o)  qui  satisfont  à  l'équation 
p%—Aqt=  1 .  Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  p* —  iz=Aq%t 
ou  (/>•+•  0  Qt>  —  et  puisque  A  est  un  nombre  premier,  si 

l'on  fait  q=fgh,  la  décomposition  de  cette  équation  ne  pourra  se  kire 
que  de  ces  deux  manières, 

Ainsi  II  faut  que  l'une  des  deux  équations  suivantes  ait  lieu, 

Par  ces  dernières ,  on  voit  que/  ne  peut  être  que  1  ou  a ,  de  sorte 
qu'on  aura  les  quatre  combinaisons 

—  i=A*  —  Ag*...(i)  i=g'  —  Ah\..(S) 

-a»*1- Ag*...(a)         as=^- Ah>...(4). 

La  combinaison  (  3  )  doit  £tre  exclue ,  puisqu'il  s'ensuivrait  que  les 
nombres  p  et  q  ne  sont  pas  les  moindres  qui  satisfont  à  l'équation 
p»—Aq*=:i;  ainsi  il  ne  reste  que  les  trois  antres  combinaisons  à  dis- 
cuter. Pour  cela  ,  A  faut  considérer  successivement  les  diverses  formes 
dont  A  est  susceptible  par  rapport  aux  multiples  de  4  ou  de  8. 

(43)  Soh  t*.  A  de  la  forme  4M- 1.  Dans  les  équations  (a)  et  (4), 
si  l'un  des  deux  «ombres  g  et  h  est  pair,  l'autre  devra  l'être  aussi; 
mais  alors  le  second  membre  serait  divisible  par  4,  tandis  que  le 
premier  est  ±a,  ce  qui  ne  peut  s'accorder.  Si  ensuite  on  suppose  les 
deux  nombres  g  et  h  impairs,  leurs  quarrés  g*  et  h*  seront  de  la  forme 
8/i-f-i,  et  alors  le  second  membre  sera  encore  divisible  par  4.  Donc 


» 
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l'équation  (i)  est  la  seule  qui  puisse  avoir  Heu;  donc  elle  a  Heu  néces- 
sairement, et  il  en  résulte  ce  théorème  très-remarquable  : 

"  A  étant  un  nombre  premier  de  la  forme  4*  -f*  1  >  l'équation 
»  x% —  Ay*~ — i  est  toujours  possible.  » 

Cette  propriété  a  Heu  pour  les  nombres  premiers  4» -H  exclusive- 
ment; car  si  A  était  de  la  forme  4«H-  3,  il  est  aisé  de  voir,  en  attri- 
buant à  x  et  y  des  valeurs  paires  ou  impaires,  que  x*-—Ay*  serait  tou- 
jours de  lune  des  formes  4«,  4«-f- i ,  4n-f- a,  dans  lesquelles  — i 
n'est  pas  compris. 

On  peut  remarquer  que  A  étant  un  nombre  premier  de  la  forme 
4«-r-  « ,  tout  nombre  qui  est  représenté  par  la  formule  «*— Ay*t  pourra 
fetre  aussi  par  Ay% — x»;  car  puisqu'on  peut  supposer  m*  —  An%z=. — i , 
on  aura 

JTsas  (*■— Ay*)  (An*—m*)  =  A(mf  +  nxy-~(mx+Anyy. 

(44)  Soit  ae.  A  de  la  forme  8«-f-3;  on  vient  de  voir  que  l'équation 
(i)  ne  saurait  avoir  Heu;  l'équation  (/,)  ne  peut  avoir  lieu  non  plus.  Car 
si  l'un  des  nombres  g  et  h  est  pair,  l'autre  sera  pair  auasi,  puisque  le 
premier  membre  est  pair  ;  mais  alors  le  second  membre  serait  divisible 
par  4>  tandis  que  le  premier  ne  l'est  que  par  a.  Si  les  nombres  g  et  h 
sont  tous  deux  impairs,  le  second  membre  sera  de  ia  forme  8/*-f-ii--(8/i-r»5) 
(8«-r-i)  ou  8/ï  —  a,  laquelle  ne  s'accorde  pas  .avec  le  premier.  Donc 
l'équation  (a)  est  la  seule  possible  ;  donc  elle  a  lieu  nécessairement,  et 
il  en  résulte  ce  théorème  : 

«  A  étant  un  nombre  premier  8n-f-3,  l'équation  x*  —  Aj  '~  —  a 
»  est  toujours  possible.  » 

(45)  Soit  3*.  A  de  la  forme  8/t-f-7,  on  trouvera^  par  des  considéra- 
•tions  semblables,  que  l'équation  (4)  est  la  seule  qui  puisse  avoir  lieu, 
d'où  résulte  ce  théorème  : 

«  A  étant  un  nombre  premier  8»'-+- 7,  l'équation  jc*— >Ay*=2  est 
»  toujours  possible.  » 

On  peut  remarquer  qu'étant  donnés  les  deux  moindres  nombres  m  et  « 
qui  satisfont  à  l'équation  m* — An*=dtz2,  il  est  facile  d'en  déduire  les 
deux  p  et  q,  qui  satisfont  à  l'équation  p%  —  Aqx=z\.  Pour  cela,  il 
faut  faire 

him+ny/Ay^p  +  qy/A, 
ce  qui  donne  psszAn'dzi ,  el  qs=zmn.  .  . 
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(46)  Supposons  maintenant  J=MN,  M  et  N  étant  deux  nombres' 
premiers  impairs  quelconques,  et  soient  toujours  p  et  q  les  moindres 
nombres  qui  satisfont  à  l'e'quation  p* — Aq*-=  i.  Cette  équation,  mise 
sous  la  forme  (^-f-i)  (p—i)=MNq%,  ne  pourra  se  décomposer  que 
des  quatre  manières  suivantes,  où  l'on  a  fait  q~fgh> 

p+i^z/Mf,  fNg-,  fMNf,  fg> 
p—i==fNh>,  fMh*,  jh>      ,  fSJNh\ 

De  là  résultent  les  quatre  équations 

j=Mg>-Nh>,  *=Ng>-Mh%  *=MNf-h%  j=?~MNh\ 

où  il  faut  supposer  successivement  /==i  ety*=2,  ce  qui  donnera 
les  huit  combinaisons 

i=Mtf— 2Vft*..(t),  i  J/AV. (3),  ~i=A»— AfArg*..(5),  i=sg*— MNh%..(j) 

a=Mg*—Nh\.W,  a=Afe»— 3/»V.(4),  — a=A* — MNtf. .  (6),  a=g* — MNh*. .  (8) , 

desquelles  il  faut  exclure  la  7™,  puisqu'on  a  supposé  que  p  et  q  sont 
les  moindres  nombres  qui  satisfont  à  l'équation  p% — Aq%  =  \. 

Voici  maintenant  deux  des  principales  conséquences  qu'on  peut  tirer 
de  ces  décompositions. 

(47)  ie.  Si  les  nombres  premiers  M  et  JV"  sont  tous  deux  de  la  forme 
4«  +  5 ,  aucune  des  équations  (2) ,  (4) ,  (6) ,  (8)  ne  pourra  avoir  lieu  ; 
car  quelque  supposition  qu'on  fasse  sur  la  forme  paire  ou  impaire  des 
nombres  g  et  ht  le  second  membre  sera  toujours  de  l'une  des  formes 
4»,  4" -h  1 1  4n~f~3;  tandis  que  le  premier  membre  est  ±2.  Dans  ce 
même  cas,  l'équation  (5)  ne  peut  non  plus  avoir  lieu ,  car  il  sera  dé- 
montré ci-après  (n9  i4<>)  qu'aucun  nombre  de  forme  4*4-3  ne  peut 
diviser  1  -f-A\  Donc  des  deux  équations  restantes  (1)  et  (5),  l'une  aura 
lieu  nécessairement,  et  il  en  résulte  ce  théorème  très-remarquable: 

«  M  et  N  étant  deux  nombres  premiers  quelconques  de  la  forme 
»  4/*H-3>  l'équation  Afx*— Ny*=:dz  1  sera  toujours  possible  en  dé- 
»  terminant  convenablement  le  signe  du  second  membre.  » 

(48)  a*.  Si  les  nombres  premiers  M  et  N  sont  tous  deux  de  la  forme 
4«-f"i,  on  reconnaîtra  également  que  les  équations  (a)-,  (4),  (6)  et 
(8)  ne  peuvent  point  encore  avoir  lieu  ;  mais  l'équation  (5)  n'est  plus 
à  rejeter,  et  la  proposition  relative  à  ce  cas  peut  s'énoncer  ainsi  : 
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«  M  et  N  étant  deux  nombres  premiers  4*  -f"  1  »  <>n  pourra  toujours 
m  satisfaire  soit  à  l'équation  je'  —  MNjr*  =  — •  i  ,   soit   à  l'équation 
»  Mx%-—Nj% — JL  i ,  le  signe  de  celle-ci  étant  pris  convenablement.  » 

Au  reste,  comme  la  décomposition  de  la  quantité  />•— i  en  deux 
facteurs  p  -f-  i  et  p  —  i  ,  qui  ne  différent  entre  eux  que  de  deux  unités  , 
ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière  ;  il  est  évident  qu'on  ne  pourra 
jamais  satisfaire  aux  deux  équations  précédentes  à-la-fois,  mais  seu- 
lement à  l'une  des  deux. 

(49)  Par  des  considérations  entièrement  semblables,  on  parviendra 
aisément  à  un  théorème  encore  plus  général,  que  voici: 

«  M  et  M  étant  deux  nombres  premiers  de  la  forme  4"  +  3>  et  K 
»  un  nombre  premier  de  la  forme  4*-f"»>  ^  W«*  toujours  possible 
»  de  satisfaire  a  l'une  des  équations 

Nx*  —  MATjr'  =  dbt 
Afx«— 3fiV>'===Li 
ATV—  MNr 

(50)  On  peut  encore  déduire  ces  propositions  et  autres  semblables  ; 
de  la  considération  du  quotient  moyen  qu'offre  le  développement  de  \/A 
en  fraction  continue. 

En  effet,  soit  toujours  £  U  fraction  la  plus  simple  qui  satisfait  à  l'é- 
quation p* — A<f*=i;  soit  a  l'entier  le  plus  grand  contenu  dans  \/A, 
et  supposons  que  du  développement  de  y/ A  naissent  les  quotiens  et 

les  fractions  convergentes  jusqu'à  £ ,  comme  il  suit  : 

Quotiens   a,  et,  £  X,  0,  X  £,  <t,  aa  

Fi^rl   *v>nv  1      °  ?    f    f  El  Z 

rraa.  conv         -  ,  -  jp'i'F 

Nous  avons  désigné  le  quotient  moyen  par  8,  et  il  en  existe  nécessai- 
rement un ,  sans  quoi  la  fraction  -  serait  de  rang  pair ,  et  on  aurait 

p*—Aij*=:—it  contre  la  supposition. 

Maintenant  puisque  la  période  a,  £,...8. ...6,  a,  est  symmé- 

trique,  la  fraction  Ç  doit  donner  par  son  développement  lqs  quotiens 

X.  ...6,  a,  qui  suivent  8  (n*  11);  donc  à  l'aide  du  quouent-coia- 

8 
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plel  Ô-I-Ç  on  peut  déduire  immédiatement  la  fraction  |j  des  deux  con- 

f»    f  .... 
sécutives     ,  -,  ce  qui  se  fera  ainsi: 
s  s 

II  en  résulte  p=f(0g  +  *g°)  +  (fg—fg")>  <}—g<k^^)y  et  Sul>sli- 
tuant  ces  valeurs  dans  l'équation  p% — J<j*=n  ~(fag — fg°)%,  on  eu 
déduira 

Soit  /•  —      = Ug°  —fg)  D>  et  on  aura 

d'où  Ton  voit  qu'en  général  Z>  doit  être  diviseur  de  nf. 

(5i)  Soit  i«.  Z>pair  =  ailf,  n  faudra  faire  f=Mhf  et  l'équation 
f'—Ag'  =  (fga—f'g)D  deviendra 

3f^-^=  *MUg--f*g). 

Or  #  ne  peut  avoir  de  diviseur  commun  avec  M,  puisqu'alors  il  en  au- 
rait i\ecf=Afh}  donc  M  est  diviseur  de  A. 
,  Soit  A==-MN,  et  on  aura 

'-''i  Af A» — iY£*  =  a  fj$*  —f°g) = ±  a.  ' 

'  Donc  l'équation  Mx*  —  iY/*=±  a  est  possible  dans  ce  premier  cas, 
où  l'on  doit  observer  que  si  les  nombres  Si  et  N  sont  tous  deux  impairs, 
ils  doiVéht  être  Fun  de  là  forme  4tt"f-  i  j  Tautre  de  la  forme  4"  4"  5. 
Car  s'ils  .étaient  tous  deux  de.  la  forme  4/*4-i  »  ou  tous  deux  de  la  forme 
4" +  3,  le  premier  tnembre  serait  divisible  par  4  et  ne  pourrait  se  ré- 
duire a  cfc  a. 

;  Soit  a0.  Z>  impair»  ^f,  il  faudra  faire /s=  il/À,  ce  qui  donnera 
M,h1  —  Agt  =  dzM}  donc  ^/  est  encore  divisible  pari»/,  et  faisant 
A  =  AfiV,  on  aura 

•  Mh*—Ngx?=.'±z\. 
De  ces  denx  cas  résulte  le  théorî'me  suivant  : 

-  «  Etant  donné  Un  nombre  quelconque  non  quarre       il  est  toujows 
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»  possible  de  décomposer  ce  nombre  en  deux  facteurs  M  et  N  tels  que 
»  l'une  des  deux  équations  Mx% — N/*=:dz  i ,  Mx* — iV)*=±2  soit 
M  satisfaite,  en  prenant  convenablement  le  signe  du  second  membre.  » 

Il  faut  d'ailleurs  observer  que  pour  un  même  nombre  A=.MN ,  il 
n'y  aura  jamais  qu'une  manière  de  satisfaire  à  l'une  de  ces  équations  ; 
car  il  n'y  a  qu'un  quotient  moyen  qui  résulte  du  développement  da  y' A 
en  fraction  continue. 

Lorsque  A  est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  faire  d'autre  sup- 
position que  celle  de  M=i  et  N=A  ;  alors  par  la  discussion  des  équa- 
tions x*  —  Aj%  =  ±  i ,  x* — Aj%=dz  3 ,  on  parviendra  aux  mêmes 
tliéorèmes  que  ci-dessus  concernant  les  nombres  premiers  des  formes 
4"  +  » ,  4n  -f-  S ,  4/1-4-7.  On  obtiendrait  de  même  ceux  qui  concernent 
les  formes  A  sas  MN,  A  sss  MATN,  déjà  traitées. 

(5a)  Lorsque  l'équation  x% —  Aj*z=, —  i  est  résoluble  (  ce  qui  a  lieu , 
non-seulement  dans  le  cas  où  . ■■/  est  un  nombre  premier  4^+ 1  >  mais  dans 
une  infinité  d'autres  cas),  ona/)=i  et  9=aa,  d'où  il  suit  que  les 

quotiens  a,  6  jusqu'à       forment  une  suite  symmétrique  (n*  35). 

De  plus,  comme  on  a  alors  f% — Ag*  =  —  i  ,  il  faut  que  cette  même 
suite  soit  composée  d'un  nombre  pair  de  termes.  Cela  posé ,  le  déve- 
loppement de  y/ A  en  fraction  continue,  jusqu'à  la  fraction  conver- 

gente^,  sera  représenté  ainsi: 

Quotiens*. ..  .a,  «,  €...  ft,ft....  €,  et,  sa 

„,  ____        i     a            m'   m  f"  f 

Fract.conv....-,  -  -,  -  J-. 


Or  à  l'aide  des  deux  fractions  consécutives  —,  —,  qui  répondent  aux 
quotiens  moyens  /*,  fi,  on  peut  obtenir  inunédiatement  la  valeur  de 
l. 


-,  savoir 


f          \n*  /   mn+m*n* 

ce  qui  donne  f  =.mn-\-m"n'  t  g=n%-\-n'%.  Substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation  /'—  Ag'  = —  i  = —  (mn° — m°ny ,  on  aura,  en  réduisant, 
ji(n* -f-n")  =  m'-f-m-,  ou  m* —An* ——(m"— An"). 

Soient  J*  et  ^A^!  >  les  quotiens-complets  qui  répondent 
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fractions  convergentes  ^,  ™,  on  aura(n°5o)  m* — An*=(mnm — m*n)D 

et  /«•• — Ana%— — (mn*  —  m°n)D°.  Donc  Z)°=Z>;  mais  on  a  en  général 
DD>  -j-J%  =  A;  donc 

Az=zD*  +  I\ 

u  Donc  toutes  les  fois  que  1  équation  x% — Aj* —  i  est  résoluble 
m  (ce  qui  a  lieu  entre  autres  cas  lorsque  A  est  un  nombre  premier  4«-f-i), 
»  le  nombre  A  peut  toujours  être  décomposé  en  deux  quarrés;  et  cette  dé- 
»  composition  est  donuée  immédiatement  par  le  quotient  -  complet 

w  '  qui  répond  au  second  des  quotiens  moyens  compris  dans  la 

»  première  période  du  développement  de  y/ ' A\  les  nombres  /  et  D 
»  étant  ainsi  connus,  on  aura  A=.D%+I\  » 

Cette  conclusion  renferme  un  des  plus  beaux  théorèmes  de  la  science 
des  nombres,  savoir,  «  que  tout  nombre  premier  4»-f-i  est  la  somme 
»  de  deux  quarrés;  »  elle  donne  en  même  temps  le  moyen  de  faire 
cette  décomposition  d'une  manière  directe  et  sans  aucun  tâtonnement. 


- 
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S  VIII.  Réduction  de  la  formule  Ly*-t-Myz  4-  Nz* 

à  Vexpression  la  plan  simple. 

(;>3)  Dans  cette  formule,  on  suppose  que  les  coefliciens  Lt  M,  N 
sont  des  nombres  donnés  (tels  cependant  qu'ils  ne  puissent  être  divisés 
tous  trois  par  un  même  nombre);  les  quantités  et  a,  au  contraire, 
sont  des  indéterminées  auxquelles  on  peut  attribuer  toutes  les  valeurs 
possibles  en  nombres  entiers  positifs  et  négatifs,  avec  cette  seule  res- 
triction que  7  et  a  soient  premiers  entre  eux.  II  y  aura  donc  toujours 
une  infinité  dé  nombres  représentés  par  la  même  formule  Lj*-j.Mjr*+.Nz*} 
mais  en  général,  cette  formule  est  susceptible  de  différentes  formes  qui 
toutes  renferment  les  mêmes  nombres,  et  il  s'agit  maintenant  de  déter- 
miner l'expression  la  plus  simple  de  toutes  ces  formes. 

Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  M  est  un  nombre  pair,  parce 
que  c'est  celui  qui  présente  le  plus  d'applications ,  nous  indiquerons 
ensuite  les  résultats  analogues  qui  ont  lieu  lorsque  M  est  impair. 

Soit  donc  proposée  la  formule /^"*-f- ayjz  +  rs",  dans  laquelle  p,  qt 
r  sont  des  nombres  donnés;  si  on  veut  transformer  cette  formule  en 
une  semblable  qui  n'en  diffère  que  par  les  coefliciens,  il  faudra  supposer 

■ 

z  =  ëf  +  nz', 

y  et  z*  étant  de  nouvelles  indéterminées.  Cela  posé,  la  substitution  de 
ces  valeurs  donne  la  transformée  p'f%  -f-  zq'y'z'  -f-  r'z'*,  dont  les  coefli- 
cieas  sont  : 

p'^pf  +  xtfg+if 

f  ' = Pf'»  +  q(fn+g">)  -f-  rgn 

r' = pm"  -f-  2(jmn-\-  ra\ 

Or  pour  que  les  coefliciens  /,  g,  m,  n,  ne  restreignent  pas  l'étendue 
des  indéterminées^-  et  s,  dans  la  formule  proposée,  il  faut  que  les  va- 
leurs  de  j  et  %  exprimées  en^  et  3,  savon* 
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soient  des  entiers,  indépendamment  de  toute  valeur  particulière  de  y 
et  de  s;  il  làut  donc  pour  cela  qu'on  ait  fn  —  mg  =  dbi.  De  là  on  voit 
qu'on  peut  prendre  arbitrairement  deux  coefliciens  tels  que/  et  g,  pourvu 

qu'ils  soient  premiers  entre  eux  ;  ensuite  on  prendra  pour  ^  la  fraction 

convergente  qui  précède  J-  dans  le  développement  de  celle-ci  en  frac- 

tion  continue;  par  ce  moyen,  la  condition  fn — mg  —  rt:  i  sera  rem- 
plie, et  on  aura  la  certitude  que  tout  nombre  compris  dans  la  formule 
py'  -f-  aqyz  -f-  rz*,  l'est  également  dans  sa  transformée  p'/*-+-ïq'/z'-\-r's'% 
et  réciproquement.  D'ailleurs  ayant  supposé  y  et  z  premiers  entre  eux , 
il  taudra  que  y'  et  s'  le  soient  aussi,  car  si/'  et  z'  avaient  un  commun 
diviseur  fl,  les  nombres  /  et  s  (d'après  les  valeurs  y=.ff  -+-  mz\ 
*  —  gy'  -\-nz')  seraient  aussi  divisibles  par  ô;  ce  qui  est  contre  la 
supposition. 

Nous  observerons  de  plus,  que  les  valeurs  trouvées  pour/?',  /,  r* 
donnent/?'/ — q'q'=:(pr — qq)  (fn — tng)*—pi — qq  ;  d'où  il  suit  que 
«  la  quantité  pr—qq  et  son  analogue  />V — q'q'  dans  la  transformée, 
»  sont  égales  et  de  même  signe.  » 

Cette  quantité  pr  —  q*  est  celle  qui  détermine  la  nature  de  la  formule 
py%  -f-  iqyz-ifrz*,  eu  égard  aux  deux  facteurs  ay+Çz,  yy-+-£z  dont  on 
peut  imaginer  qu'elle  est  composée.  Si  ces  facteurs  sont  imaginaires, 
la  quantité  pr — q*  sera  positive:  s'ils  sont  ou  égaux,  ou  rationnels,  la 
quantité  /?/•— q*  sera  égale  à  zéro,  ou  à  un  quarré  négatif:  enfin  s'ils 
sont  réels,  mais  irrationnels,  la  quantité  pr-—q%  sera  égale  à  un  nombre 
négatif  et  non  quarré.  C'est  ce  qui  se  voit,  en  mettant  la  formule... 
py*     iqjz  -f-  rz%  sous  la  forme 

lp  O/  +9*  +  2  pr)]  [py  -f-  <!*—*}/(? —pr)l 

Nous  examinerons  séparément  ces  difTérens  cas  ;  mais  il  faut,  avant  tout, 
résoudre  le  problème  général  qni  suit  (i): 

(54)  «  Étant  donnée  la  formule  indéterminée  py1  -f-  aqyz  -f-  rz*f  dans 
»  laquelle  le  coefficient  moyen  iq  excède  l'un  ou  l'autre  des  coefliciens 
m  extrêmes  p  et  r,  ou  tous  les  deux,  transformer  cette  formule  en  une 


(  i  )  La  solution  de  ce  problème ,  l'un  des  pins  importât»  de  l'analyse  indéterminée , 
e*t  due  à  Lagrange.  Voyez  les  Mémoires  de  Berlin,  aimée  1773. 


t 
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n  formule  semblable  où  le  coefficient  moyen  soit  moindre  que  chacun 
m  des  extrêmes ,  ou  au  moins  n'excède  pas  le  plus  petit  des  deux.  » 

Supposons  2^  >j?,  et  dans  le  cas  où  Ton  aurait  à-la-fois  27  >  p  ,  et 
27  >r,  soit  p  le  moindre  des  deux  nombres  p  et  r,  abstraction  faite  de 
leurs  signes;  nous  ferons  j=y — nts,  /«étant  un  coefficient  indéter- 
miné, et  la  substitution  donnera  celte  transformée 

p/f—  (2pm—z<j)fz  -f  (pm%—2<]m  -f-  r)z\ 

On  peut  prendre  l'indéterminée  m,  de  manière  que  2/>m  — 27  soit  plus 
petit  que  p,  ou  égal  a  p  ;  il  faut  pour  cela  que  m  soit  l'entier  le  plus 

proche,  en  plus  ou  en  moins,  de  la  fraction  donnée  ^.  Cela  posé,  fai- 
sant pm — <7=</',  pm%  —  aqm-\-r=rf  la  transformée  sera 

p/f-iqYz  +  r'z', 

et  l'on  aura  pt* — q'q' =pr—  q*,  et  3q'<p,  le  signe  <  n'excluant  pas 
l'égalité. 

Puisqu'on  a  à-la-fois  aq>p  et  ay'</»,  il  s'ensuit  qu'on  aura q' <iq  t 
ce  qui  est  l'objet  principal  de  cette  première  opération.  Maintenant  si  dans 
cette  transformée  le  coefficient  ay',  quoique  <p,  est  encore  >  /,  on  procé- 
dera semblablement ,  et  on  obtiendra  une  nouvelle  transformée  dans 
laquelle  le  coefficient  moyen  que  j'appelle  27"  sera  <  -vf.  Or  une  suite 
de  nombres  entiers  décroissans  q,  q\  q't  qm>  etc.  ne  saurait  aller  à 
l'infini  :  ainsi  en  continuant  les  mêmes  opérations,  on  parviendra  né- 
cessairement à  une  transformée  dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  lieu  à  ré- 
duction ultérieure,  et  qui  sera  par  conséquent  telle,  que  le  coefficient 
moyen  ne  surpasse  aucun  des  extrêmes.  Cette  transformée  satisfera  au 
problème  proposé;  ses  indéterminées  seront  encore  des  nombres  pre- 
miers entre  eux,  et  la  quantité  analogue  a  pr  —  q%  sera  de  même  valeur 
et  de  même  signe  que  dans  la  formule  proposée  ;  car  ces  deux  condi- 
tions sont  toujours  observées  dans  le  passage  d'une  transformée  à  l'autre, 
comme  nous  l  avons  démontré. 

Soit  prise  pour  exemple  la  formule  SS/'-f-iyara-T-aio*';  comme  l'en- 
tier le  plus  proche  de  -  =  ^  est  2,  on  fera  r=y — 23,  ce  qui  donnera 

p  3» 

la  transformée 

55/y— i4o/*4-i4oa'~35//-|-33/3-f.6*« 

4-172  —544 
-f-210. 
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Dans  celle-ci,  le  coefficient  moyen  5a  étant  plus  grand  que  l'extrême  G, 
il  faut  procéder  de  la  même  manière  à  une  nouvelle  transformation.  Pre- 
nant donc  l'entier  le  plus  proche  de  qui  est  3,  on  fera  3=a'— 5/, 
et  la  seconde  transformée  sera 

-f-3a     — 9G 
-f-35. 

Cette  dernière  a  les  conditions  requises,  puisque  le  coefficient  moyen  4 
est  moindre  que  chacun  des  extrêmes  6  et  7.  En  même  temps,  on  voit 
que  la  quantité  pr  —  q*  est  —  46  dans  la  formule  proposée  comme 
dans  sa  dernière  transformée;  et  quant  à  la  relation  des  premières  va- 
riables y  et  s,  avec  les  nouvelles  y  et  s',  on  trouve  qu'elle  est  donnée 
par  les  équations 

y  =  7/-  iz' 
S  =  z'-3/. 

Examinons  maintenant  les  trois  cas  généraux  dont  nous  avons  fait  men- 
tion ci-dessus  (n*  53). 

(55)  Soit  l'.pr — y*  égal  à  un  nombre  négatif  —  A,  nous  pourrons 
supposer  que  la  formule  py*  -f-  zqys  -f-  ra*  est  réduite  à  la  forme  la  plus 
simple,  ensorte  que  aq  n'excède  ni  p  ni  r;  mais  alors  je  dis  que  les 
nombres  p  et  r  sont  de  signes  différens;  car  s'ils  avaient  le  mémo 
signe,  pr  serait  positif  et  >4?S  donc  j>r— y4  serait  positif  et  >3y», 
quantité  qui  ne  pourrait  être  égale  à  — A.  Nous  pouvons  donc  suppo- 
ser que  la  formule  dont  il  s'agit  est  ay*  -f-  3^3—  m',  où  l'on  aura  a  et  c 
positifs,  et  ac-\-b*  =  A,  Mais  d'ailleurs  on  a  toujours  a4<a  et  c,  et 

par  conséquent  ac  -f-  b*  >  5b* ,  donc  on  a  Bb*  <  A,  ou  b<C^j$  en. 
même  temps  les  limites  de  ac  sont  ac  <A,  ac>\A. 

Remarque.  Il  peut  arriver  que  différentes  formules  ,  telles  que 
ay 1 4-  2/')  z  —  cz* ,  répondent  à  une  même  valeur  de  A,  et  satisfassent  à 
Ja  condition  ai  <a  et  c,  sans  cependant  différer  essentiellement  entre  elles. 
Par  exemple,  les  deux  formules  y— 7a»  et  ar*-f- ajs— 3s*  donnent 
également  ac-\~  b*  =7 ,  et  a£<a  et  c;  cependant  si  l'on  fait ^=  a/— Su, 
z—5u  —  * ,  la  formule  ay-f-a/z— 5s*  deviendra  *• — 7ti»;  et  récipro- 
quement, si  dans  cette  dernière  on  fait  <=3/ -f-5s,  «=j-f-as,  elle 
se  réduit  à  la  première  a/1-*-  a/s— 3s\  D'où  l'on  voit  que  ces  deux  for- 
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mules  ne  sont  réellement  que  deux  expressions  différentes  d'une  seule  et 
même  formule,  et  qu'il  n'est  aucun  nombre  contenu  dans  l'une,  qui  ne 
soit  également  contenu  dans  l'autre  avec  la  même  valeur  et  le  même  signe. 

Le  nombre  A  étant  donné ,  il  est  facile  de  trouver  toutes  les  formule* 
ay%  -f-  ibjz  —  cz%  qui  satisfont  aux  conditions  b*-\-ac  =  A  y  aA  <a  et  c; 
et  il  est  clair  que  le  nombre  de  ces  formules  est  nécessairement  limité, 

puisqu'on  doit  avoir  a  et  c  positifs,  et  b<.)/4-  Mais  après  avoir  trou- 

» 

vé  ces  diverses  formules,  il  restera  à  distinguer  celles  qui  ne  différent 
point  essentiellement  entre  elles,  afin  qu'on  soit  en  état  de  réduire  la 
totalité  au  plus  petit  nombre  possible.  Nous  nous  occuperons  de  cette  re- 
cherche dans  le  §  XIII. 

3*.  Si  en  supposant  toujours  pr~-g*= — A ,  A  est  un  quarré  parfait, 
alors  la  formule  proposée  py%  -ïh  a^s-f-rs*  sera  décomposable  en  deux 
facteurs  rationnels  (<*/-f-  Gz)  £z);  si  de  plus  on  a  pr— y*=o,  ces 

deux  facteurs  seront  égaux.  Ces  cas  n'ont  pas  besoin  d'un  plus  grand 
développement ,  et  on  voit  facilement  quelle  serait  alors  l'expression  la 
plus  simple  de  la  formule  proposée. 

*  Soit  donc  3°.  pr—  9*  =  à  un  nombre  positifs,  et  supposons  de  nou- 
veau que  la  formule  py*+ 2qyz+rz%  soit  réduite  à  son  expression  la 
plus  simple ,  de  sorte  que  ztf  ne  surpasse  ni  f  ni  r.  Alors  on  aura 

A 

pr>ty%  et  ty*<A ,  ou  jî  en  même  temps  on  voit  que  pr  sera 

toujours  compris  entre  A  et  \A. 

Étant  donné  le  nombre  A>  il  est  facile  de  trouver  toutes  les  formule» 
py%-¥*<Ufz-\-r%%  qui  satisfont  aux  conditions  pr—y  =  A,  et  iq<p 
et  r.  On  peut  démontrer  de  plus ,  que  toutes  ces  formules  sont  essen- 
tiellement différentes  les  unes  des  autres  ,  et  ne  peuvent  se  réduire  à  un 
moindre  nombre.  Ce  sera  l'objet  des  deux  propositions  suivantes. 

(56)  Théorème.  «  Si  la  formule  indéterminée  pjr*  est 
»  telle  que  ne  surpasse  ni  p  ni  r;  si  en  même  temps  pr—q*  est  égal 
m  à  un  nombre  positif  A ,  je  dis  que  les  deux  plus  petits  nombres  coni- 
»  pris  dans  cette  formule  sont  p  et  r.  » 

On  observera  d'abord  que  la  formule  py%-\-'*qyz~\-rz%J  considérée  ana- 
lytiquement,  est  la  même  que  py* —  a^yz-f-  rz*t  parce  qu'on  peut  faire 
à  volonté  les  indéterminées^  et  z  positives  ou  négatives.  Or  toutes  choses 
d'ailleurs  égales,  la  formule  pjr*  +  2<yrz-\r  rz*  dont  nous  supposerons  les 
trois  termes  positifs,  est  plus  grande  que  la  formule  /y* t- 23; a 

9. 
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ainsi  ce  n'est  qu'à  l'égard  de  cette  dernière  que  le  minimum  peut  avoir 
lieu. 

.Sok  donc  P=±py-±-ïqfÉ^rt&%,  et'  soit  />*.  Mettons  j—x  à  la 
place  de/  et  supposons  que  P  devienne  P,  noua  aurons 

F  =  P  —  a/y+^+^z 
ou  P*=P— a?(/—  *)  — j^  —  ay)  — p(jr—i). 

Or  à  cause  de  ^>  27  et/>a,  il  est  manifeste  que  est  moindre  que  Py 
quand  même  le  signe  >  comprendrait  1  égalité,  comme  on  le  suppose 
toujours. 

On  pourrait  objecter  que  quoiqu'on  ait  =  Q,  Q  étant  une 
quantité  positive;  cependant  si  Q  est  lui-même  plus  grand  que  P,  alors 
F  pourrait  avoir  urte  valeur  négative  plus  grande  que  P.  Mais  cette 
objection  tombe  d'elle-même,  en  observant  qu'il  n'y  a  aucune  valeur 
de  y  et  de  a  qui  puisse  rendre  la  formule  py* — iqyz -f- rz%  négative, 
attendu  que  ses  facteurs  sont  imaginaires. 

Il  suit  de  là  que ,  quelles  que  soient  les  Valeurs  de/  et  z  qui  donnent 
le  résultat  P ,  on  trouvera  un  résultat  moindre  en  diminuant  d'une  unité 
la  plus  grande  des  deux  quantités  f  et  z ,  ou  Tune  des  deux ,  si  elles 
«ont  égales  ;  cât  h  conclusion  qu'on  a  tirée  aurait  également  lieu ,  si 
on  avait /=  a.  Mais  en  continuant  ainsi  à  diminuer  les'  indéterminées 
j  et  a,  on  parviendra  nécessairement  aux  valeurs  /=i,  1  ;  donc 
la  quantité  P  =  p  —  37-f-r  qui  répond  aux  valeurs/=i,  a=  1  >  est 
plus  petite  que  toutes  celles  qui  répondent  à  des  valeurs  plus  grandes 
de  ces  variables. 

D'un  autre  coté,  puisque  27  est  </?  et  r,  la  quantité  p —  -f-r  est 
"plus  grande  ou  au  moins  égale  à  la  plus  grande  des  quantités  p  et  r. 
Donc  Ces  deux  nombres  p  et  t  sont  les  plus  petits  qui  soient  compris  dans 
la  formule  prôposéë,  et  après  céux-ci  le  plus  petit  est/*— a? -f-r. 

(S*jj  TirêOniME.  «  Si  deux  formules  indéterminées  £r*-t-a£?*-f-ra% 
„  py*  +  27/a-f-  /a*,  sont  telles  l'un*  èt  l'autre,  que  le  coefficient  du 
»  terme  lnoyen  ne  surpasse  aucun  des  cOefBcienS  extrêmes  ;  si  en  même 
>»  temps  les  quantités  pr — 7%  p'/— y'*  sont  égales  à  un  même  nombre  po*- 
»  sitif  je  dis  que  ces  deux  formules  sont  essentiellement  différentes 
'  »  l'une  dé  l'autre,  et  qu'elles  ne  peuvent  se  réduire  à  une  même  formule,  m 

Car  s'il  était  possible  de  transformer  Fune  de  ces  formules  dans  l'autre , 
il  faudrait  que  Pane  des  deux  renfermât  au  moins  un  nombre  moindre 
<pve  1  un  ots  cocuictens  exiremes,  ce  qui  est  contre  ic  incuieme  precenem. 
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(58)  Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  considéré  la  formule  L)*-\~Mjrz-\-IS  z* 
que  dans  le  cas  où  le  coefficient  moyen  M  est  pair.  Supposons  mainte- 
nant que  ce  coefficient  soit  impair  on  trouvera,  par  des  considération* 
semblables,  les  résultats  suivans,  qu'il  nous  suffit  d'indiquer. 

i°.  Toute  formule  indéterminée  lgr*-\-Myz  -f-  Nz*  dans  laquelle  on  a 
peut  se  réduire  à  une  formule  semblable,  dans  laquelle  le 
coefficient  moyen  sera  moindre  que  ai,  et  où  la  quantité  analogue  à 
— M%  sera  de  même  valeur  et  de  même  signe.  11  faut  pour  cela  faire 

Jr=y—fns ,  et  prendre  pour  m  l'entier  le  plus  approché  de  ™. 

a°.  Donc  par  une  ou  plusieurs  transformations  de  cette  sorte,  on 
changera  la  formule  proposée  en  une  formule  semblable,  dans  laquelle 
le  coefficient  du  terme  moyen  ne  surpassera  aucun  des  extrêmes ,  et 
où  la  quantité  ^LN-r-M%  sera  de  même  valeur  et  de  même  signe  que 
dans  la  proposée. 

5*.  Lorsque  ^LN — M%  est  égal  à  un  nombre  négatif  — £y  la  trans- 
formée qui  satisfait  aux  conditions  précédentes  est  de  la  forme.... 
aj%-\-bjz— cz*3  dans  laquelle  on  a  2?.=  &» -+-4ac,  b<a  et  e,  et  par 

conséquent  i<v/^- 

Étant  donné  le  nombre  B ,  on  peut  trouver  aisément  toutes  les  for- 
mules trjf+bf* — cz%  qui  satisfont  aux  conditions  b%  +  4ac=B, 
b<a  et  c.  Mais  plusieurs  de  ces  formules  peuvent  être  identiques  ou 
transformables  les  unes  dans  les  autres  ;  c'est  ce  ^qu'on  examinera  dans 
le  §  XIII. 

4*.  Lorsque  ^LN — M%  est  égal  à  un  nombre  positif  2?,  la  transfor- 
mée ay* •\~byz-\- cz*  qui  satisfait  aux  conditions  précitées  4ac — 

b<a  et  c,  et  par  conséquent  b  <v/  5-,  est  telle  que  a  et  c  sont  les 
deux,  plus  petits  nombres  qui  y  soient  compris. 

Donc  toutes  les  formules  de  cette  sorte  qui  répondent  a  un  même 
nombre  donné  Bt  sont  essentiellement  différentes  les  unes  des  autres, 
et  ne  peuvent .  se  réduire  >  un  plus  petit  nombre. 
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§  I  X.  Développement  de  la  racine  iïune  équation  du  second 
degré  en  fraction  continue» 

(5ç))  Soit  fjct-+-gx-+-h=o  une  équation  proposée,  dont  les  coeffi- 
ciens  sont  entiers  et  les  racines  réelles  ;  on  propose  de  développer  en 
fraction  continue  l'une  de  ces  racines ,  que  pour  plus  de  simplicité  on 
regardera  comme  positive  (si  elle  était  négative,  on  mettrait  — x  k  la. 
place  de  x  ,  et  on  ferait  précéder  le  résultat  du  signe — ). 

Ayant  commencé  l'opération  d'après  la  méthode  générale ,  supposons 

qu'on  soit  parvenu  aux  deux  fractions  convergentes  consécutives 

E ,  et  soit  s  le  quotient-complet  qui  répond  à  la  dernière ,  on  aura 
9 

g  =  ^^[,  et  par  conséquent  s  =  ^£^.  Substituant  au  lieu  de  *  sa 
valeur  ^Zii^lÉ, 


■1* 
on  aura 


69  +  2fP— <7  V(g  —  W  ' 
quantité  qui ,  en  rendant  le  dénominateur  rationnel ,  devient 

.  i  (  pf-rt)  1/  Or* -40») -fpp°- \  /?(/><?'  -f  p°q)  ~ 

— V+gpT+W 

Si  pour  abréger,  on  représente  cette  valeur  par  la  formule  z^sY^^" 1  • 
les  quantités  A ,  1  y  D  seront  exprimées  comme  il  suit  : 

(PT  —pal)D=fp>+gp<l  H-  hq* , 

où  l'on  voit  qu'à  cause  de  pq* — p°q=z£z  x ,  le  nombre  Z?sera  toujours 
un  entier;  quant  au  nombre  /,  il  sera  entier,  si  g  est  pair;  mais  il  con- 
tiendra toujours  la  fraction  [ ,  si  g  est  impair. 

(Go)  Quelque  loin  qu'on  ait  poussé  le  développement  de  x  en  fraction 
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continue ,  on  voit  que  le  quotient-complet  z  s'exprime  facilement ,  au 

moyen  des  deux  dernières  fractions  convergentes  —a>  ^,  ce  qui  pour- 
rait servir  à  continuer  le  développement  encore  plus  loin.  Mais  indé- 
pendamment des  fractions  convergentes,  on  peut  avoir  la  loi  de  pro- 
gression des  quotiens-complets  ;  en  efl'ct ,  soient 

\/A+P  VA+T 

lF~>   —d—>  —y— 

trois  de  ces  quotiens  consécutifs,  et  soient^,  -,  ^7  les  fractions  con- 
vergentes qui  leur  correspondent  :  si  on  fait  pour  abréger ,  pq° — p*y='j 
on  aura,  comme  nous  venons  de  le  trouver , 

■   iD=fp%  -f  -  gpq  +  V- 

Passant  de  là  aux  valeurs  suivantes ,  et  observant  qu'alors  1  change  de 
signe,  parce  qu'ona^'7 — /></'= — (pq* — P°q)>  ces  formules  deviendront 

-  iT  =-fpp-kg(p'q-¥P9')-hq'q 

-iD=  fpy+gpV+W- 
Or  si  on  appelle  à  l'ordinaire  p.  le  quotient  qui  répond  à  la  fraction 
C,  on  aura  pz=pp-j-p°f  q^puj+q',  valeurs  qui,  étant  substituées 
dans  la  première  équation,  donneront 

:  iï=fi(fpt+m+H)+fpp°+i>g(p<i9+pt<i)+tui<]'> 

ou  il 'sssfùD  —  il,  de  sorte  qu'on  a  sans  ambiguité 

T  =  ftD  —  I. 


Faisant  les  mêmes  substitutions  dans  l'équation  en  &>  on  aura  pa- 
reillement , 

-  D  i         (fp*  +gpq  -f-  hf) +p.  (>fpp-  +gp'q  +  gpf  + 

et  le  second  membre  se  réduisant  à  p.%Di  —  apJi :  — -i/)0,  on  aura  encore 
sans  ambiguité 

U        -f-  apJ— p,*D  ; 

,  « 

ou  Zy=Z>°-f-^(/— /).  De  là  il  suit  qu'étant  donnés  deux  quotiens- 
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complets  consécutifs 


le  suivant  ""ffi^  se  déterminera  très-simplement  par  les  valeurs 

1'  =fiD  —  I 

ce  qui  est  la  même  loi  qu'on  a  trouvée  (n*  39)  dans  le  développement 
des  racines  quarrées. 

(61)  Si  on  élimine  /x  des  deux  formules  précédentes,  on  aura. ... 
D  D  -f-  /''  =  DD*-\-  I*',  mais  le  premier  membre  de  cette  équation  ren- 
ferme les  mêmes  quantités  que  le  second,  avec  la  seule  différence  qu'elles 
sont  avancées  d'un  rang  de  plus;  il  s'ensuit  donc  que  chaque  membre 
est  une  quantité  constante.  Pour  déterminer  celte  quantité  en  fonction 
des  coeffieiens  de  l'équation  proposée,  soit  A:  l'entier  le  plus  grand  com- 
pris dans  x,  le  développement  de  la  valeur  de  jc  commencera  ainsi  ; 


J 


Donc  à  l'égard  des  deux  premiers  quotiens-complets ,  on  peut  suppo- 
ser D°  =f,  D  =  — fh  —  gk —  hy  1 '=£ g -\-jlt ,  ce  qui  donnera  .. 
D*D~\-  I%~\g%—fhz=.A.  Donc  quel  que  soit  le  rang  du  quotient- 
complet  ^Aj^'  t  on  aura  généralement 

D°D  +  I*=zJ. 

Il  pourra  arriver  qnc  les  premières  valeurs  de  D  soient  alternative- 
ment positives  et  négatives;  car  quoique  x  soit  toujours  comprise 

entre  deux  fractions  convergentes  consécutives  ^,  p-,  cependant  si  les 

deux  racines  de  l'équation  fx'+gx-^  h  =  0  diffèrent  moins  entre 
elles  que  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  ces  deux  frac  Uo  us  convergentes, 
U  est  facile  de  voir  que  les  deux  résultats 

#+WMfa 
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£ 

9* 

et  £  à  la  place  de  xt  seront  nécessairement  de  même  signe;  donc  alors 

J>  et  D  seront  de  signes  différent.  Mais  comme  l'approximation  aug- 
mente rapidement  à  l'aide  des  fractions  continues ,  cette  altcrnation  de 
signes  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  un  petit  nombre  des  premiers 
termes ,  et  bientôt  après  les  quantités  D  seront  constamment  de  même 
signe. 

A  compter  de  cette  époque,  ou  la  série  de»  quotiens-complets  prend 
une  forme  plus  régulière,  la  quantité  DD*  étant  toujours  positive,  on 
aura  à-la-fois  I<\/A  et  D<*\/ A.  Les  valeurs  de  /  et  de  D  étant 
ainsi  limitées ,  et  d'ailleurs  les  nombres  a/  et  D  étant  toujours  des  en- 
tiers ,  le  qu oii en t-eomple t  *  ne  peut  avoir  qu'un  certain  nombre 

de  valeurs  différentes.  Donc  après  un  nombre  de  termes  plus  ou  moins 
grand,  mais  qui  ne  peut  excéder  y/A>C2\/Jt  on  retombera  nécessai- 
rement sur  un  quotient-complet  déjà  trouvé,  après  quoi  le  reste  de  là 
fraction  continue  ne  sera  plus  composé  que  d'une  même  série  ou  pé- 
riode de  quo tiens  déjà  trouvés ,  laquelle  se  répétera  à  l'infini. 

(62)  Cela  posé,  il  y  aura  une  infinité  de  fractions  convergentes 
9*  '  <K^5*  C*C'  <^"'  ^ans  ^s  périodes  successives,  répondront  à  un 
même  quotient-complet  -  ;  et  il  est  d'autant  plus  important  de 

rechercher  l'expression  générale  de  ees  fractions,  qm'elles  serviront  à 
donner  une  infinité  de  solutions   des'  équations  de  la  forme.... 

Soit  donc  u ,  u,  ff. . ..  ..m  la  période  4e quoliens  qui ,  répétée  une 

infinité  de  fois,  forme  le  développement  de  au  moyen  de  ces 

jnouens,  on  continuera  ainsi  le  calcul  des  fractions  convergentes 


quo 
vers  x 


Quoticns. . .  /*,/*' 

Fract.  conv.  2T,  E,  K  • 
9"   9*  9 

Représentons  en  outre  par  J  la  valeur  de  la  fraction  continue 
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fi  +  —,,i_      calculée  jusqu'au  terme»  inclusivement.  Cela  pose', 
M"*V*etc. 

comme  on  a,  quel  que  soit  fi}  jjî  gs^^^i  de  même,  en  mettant  g 
à  la  place  de  p,  on  aura 

ce  qui  donne  p(i)=pa.-\-p',Ç ,  <7(i)=<7*-f-y*C.  On  aurait  aussi,  en 
mettant  -^+/  à  la  place  de  /», 

Cette  équation  donnerait  les  mêmes  valeurs  de  I  et  D  qu'on  a  trouvées 
ci-dessus  ;  on  en  tire  aussi  immédiatement 

Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  p{\)  et  7(1),  il  en  résultera 

On  «ara  donc  «smblablement,  a  cause  de  l'égalité  des  périodes, 

».  •  » 

Soit,  pour  abréger,  «  — ^/ss?,  ^=4,  ^4*=é,  on  tirera  de 
ces  équations 
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D'où  il  sait  que  les  numérateurs  p,  p(i) ,  p(a) ,  etc.  forment  une  suite 
récurrente  dont  l'échelle  de  relation  est  2?  ,  —  e  :  il  en  est  de  même 
de  la  série  des  dénominateurs  7,  9(2),  etc.  Et  ce  résultat  est  ap- 

plicable non-seulement  aux  trois  premiers  termes  £ ,        ,        ,  mais 

à  trois  autres  quelconques,  pourvu  qu'ils  se  suivent  immédiatement. 
Or  il  résulte  de  la  théorie  connue  de  ces  suites ,  que  si  l'on  fait 

»  étant  un  entier  quelconque ,  le  terme  général  demandé  sera  donné 
par  les  formules 

p(n)  =  a'*  +  b'* 

où  il  ne  reste  plus  à  déterminer  que  les  coefRciens  a\  b\  tt ,  V.  Pour 
cela,  soit  n=;o,  et  conséquemment  ftssi,  *=o,  on  pourra  sup- 
poser p(n)=p,  <7(ri)=  -7,  ainsi  on  aura  d—pt  a' =7;  soit  ensuite 
n=s  1 ,  il  faudra  qu'on  ait 

?(»)'= 

de  là  et  des  valeurs  connues  de  pi  et  q  \ ,  on  tire 

i«  +//>. 

Donc  enfin  le  terme  général        sera  déterminé  par  les  formules 

IV ous  allons  maintenant  faire  voir  que ,  quoique  les  valenrs  du  p  et 
et  par  conséquent  celles  de  <J>  cl  ~¥  paraissent  se  présenter  sous  une 
forme  fractionnaire ,  cependant  ces  quantités  ne  peuvent  contenir  au  plus 
que  la  fraction  \,  ce  qui  n'empêchera  pas  les  valeurs  de  p(n)  et  q(n) 
d'être  toujours  des  entiers. 

(63)  Considérons  la  fraction  continue  qui  résulte  du  quotient-complet 

»  =  ^^q1  y  et       csl  composée,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  de  la 

période  p.,  /*',/*'...»  répétée  une  infinité  de  fois;  si  on  calcule  les 

10 
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fractions  convergentes  vers  s,  par  la  loi  ordinaire 

Qnotiens  A*»  A*>  A*'   *>  A*>  A*'»  A**   «i  etc. 

Fract.  converg.  i,   £  

on  aura,  après  la  première  période,  z  =  — ,  ou  £s*-f-(£°— a)==**- 

Substituant  au  lieu  de  2  sa  valeur  — -^-y  et  c'galant  entre  eux  les  termes 
de  la  même  espèce,  on  aura  les  deux  équations 

e(^)+(«—  *)b=*- 

....        6.  pi-t-— 2J-  =0; 

d'où  l'on  tire  g=î=î,  et  *'=é(^=£)=Ç.  Maintenant  les  va- 
leurs de  <p  et  4  donnent 

et  d'abord,  à  cause  de  A — 7* =/)/>• ,  le  second  membre  se  réduit  à 
a»  jyl — 27  #°>"  ensuite  si  on  substitue  les  valeurs  trouvées  de 

jj  et  ^,  il  devient  a*— 2*  ou  «C'-^=±i,  de 

sorte  qu'on  a 

^4'«==fci. 

U  parait,  par  ce  résultat,  que  les  quantités  ç  et  ^  sont  les  mêmes,  soit 

que  la  période/*,  A*'»  A*"  *  commence  an  quotient/*,  ou  à  tout 

autre  terme  ft',  etc. ,  pourvu  qu'elle  soit  composée  des  mêmes  quo- 
tiens  disposés  dans  l'ordre  de  la  période  ;  et  c'est  d'ailleurs  ce  dont  il 
est  facile  de  s'assurer,  en  prenant  /'  et  D  au  lieu  de  /  et  D,  et  cal- 
culant une  valeur  de  £  qui  réponde  aux  quotiens  ft,  fC  ai ,  /*;  car 

il  en  résultera  absolument  les  mêmes  valeurs  pour  les  nombres  f  et  4- 
Au  reste,  puisqu'on  a  p=a  —  ^  I  =  il  est  clair  que  le  nombre 

f  est  entier ,  ou  ne  contient  au  plus  que  la  fraction  \  ;  quant  à  l'autre 
nombre  4  m  ^ ,  je  dis  qu'il  est  toujours  entier. 
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(67,)  En  effet,  si  n'est  pas  un  entier,  soit  -  son  expression  la  plus 
simple  ,  ensorte  qu'on  ait  G  =  8^  ,  D  =  0/  ;  nous  avons  trouvé 
^j=— =      on  pourra  donc  faire  aussi  *e=X^,  I?  —  AeT.  On  a 

d'ailleurs  C~=z^=s^^ ;  donc         doit  être  un  entier,  et  ainsi  on 

peut  faire  7  =  — .  Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation... 
DD*+I*=zA ,  on  aura 

(40*  4-#')Jv,  =  4^=S,-4/*. 

Donc  si  le  nombre      —  4/&  n'a  point  de  diviseur  quarré,  on  anrm 

nécessairement  «f=i,  et  ainsi  il  sera  démontré  que  ~  est  un  entier  ; 

mais  si  g* — ijh  a  un  facteur  quarré  </*,  l'équation  précédente  pourra 
avoir  lieu,  et  il  faut  examiner  les  conséquences  ultérieures  qu'elle 
fournit. 

Or  on  a  I=zfi'Da  —  7%  ou  I'=f*.°D°  —  7=^**<T  —        donc  7°  est 

divisible  par  «T.  On  a  ensuite  D  =  +  (/•  —  /)  ,  d'où  l'on  tire 
V"=zD — (/•—/).  Le  second  membre  étant  encore  divisible  parcP, 
il  faut  que  le  premier  /?"]e  soit  aussi,  de  même  que  /"•,  dont  la  valeur 
est  fj^D09  —  /•.  De  là  on  voit  que  non-seulement  les  trois  termes  du 

quotient-complet  ^A^1  sont  divisibles  par  eT,  mais  qu'il  en  est  de 
même  des  trois  termes  de  chacun  des  quotiens- complets  précédent 
^-7™- ,  ^AqS°>  etc.  Remontant  ainsi  jusqu'à  la  valeur  primitive  de  x, 
on  verra  que  <T  ne  peut  être  qu'un  facteur  qui  affecte  inutilement  les  trois 
termes  de  la  quantité  T*f+^A  .  et  COmme  on  peut  supposer  qu'un  tel 
facteur  n'existe  pas ,  ou  qu'on  s'en  est  débarrassé  par  la  division,  on  aura 
donc  nécessairement  <f  =  1  ;  et  par  conséquent  ^  ou  -\>  est  toujours  un 
nombre  entier. 

(65)  Lorsque  g  est  pair,  le  nombre  A  est  entier  ainsi  que  7,  et  alors 
p  ne  peut  manquer  d'être  un  entier,  puisqu'on  a  %x  —  ^4<»  =  rfci. 
Lorsque  g  est  impair,  A  et  I  sont  des  fractions  qui  ont  pour  déno- 
minateurs 4  et  a;  cependant  il  peut  arriver  même  dans  ce  cas,  que  ^ 
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soit  pair,  et  alors  <p  sera  encore  un  entier,  en  vertu  de  l'équation 

Enfin ,  si  on  a  à-la-fois  ^  et  ^  impairs ,  Ç  contiendra  la  fraction  j  ; 
et  en  faisant  tp  =  î«,  y/A=±\  V a  •»  on  aura  $-\mWJi  —  \'*~^~W^a'- 
Je  dis  maintenant  qu'une  puissance  quelconque  entière  de  £»  +  \  l^ane 
peut  contenir  au  plus  que  la  fraction  i.  En  effet,  à  cause  de  a»»— «4*=±4, 
on  a 

D'où  l'on  voit  que  la  seconde  puissance  contient  la  fraction  ~  seulement, 
et  que  la  3*  ne  contient  aucune  fraction ,  puisque  ca  étant  impair  , 

"         et  doivent  se  réduire  à  des  entiers.  Or  l'exposant  n,  quel 

qu'il  soitj  sera  toujours  de  l'une  des  formes  3£,  3A:-f-  1 ,  3À-f-a;  donc 
puisque  la  puissance  5k  ne  contient  pas  de  fraction ,  la  puissance  n  ne 
pourra  contenir  au  plus  que  la  fraction  \.  Cette  puissance  est  d'ailleurs 
représentée  par*-f-^^  ^/  ou  «D-f-î^v  a;  donc  les  nombres  2<D  et 
seront  toujours  entiers.  On  aura  d'ailleurs  entre  ces  entiers  la  relation 

(66)  Revenons  à  la  considération  des  fractions^,  ^7^,  etc.  qui  dans 
les  périodes  successives  répondent  à  un  même  quotient-complet  f 
si  l'on  désigne  par  £  l'expression  générale  de  ces  fractions  ^laquclte 
était  ci-dessus  ^çg)>     faudra  qu'on  ait 

P 

le  signe  -f-  ayant  lieu,  si  la  fraction  —  est  de  rang  impair  parmi  tes 

fractions  convergentes,  et  le  signe  —  si  elle  est  de  rang  pair. 

Or  si  on  substitue  dans  le  premier  membre  les  valeurs  trouvées  pour 
P  et  Qt  savoir  : 
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de  sorte  que  comme  on  a  déjà  fp*  -\-gpq  -f-  h<f=.dcD  ,  il  faot  que 
— A^e%  se  réduise  à  zfci ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous,  avons 
déjà  démontré  (u°  63).  Cette  vérification  nous  fournit  de  plus  une  re- 
marque très-importante,  savoir,  qu'on  peut  ebanger  le  signe  de  dan» 
les  valeurs  de  P  et  (),  et  que  les  nouvelles  valeurs  qui  en  résultent  sa- 
tisfont également  à  l'équation//*  «+■  gPQ  +  hQ*  =±  D;  or  en  exami- 
nant ces  secondes  valeurs 

et  les  comparant  aux  premières  où  **"  a  un  signe  contraire,  on  trouvera 
qu'elles  ne  sont  point  comprises  dans  celles-ci ,  oii  du  moins  qu'elles  ne 
le  sont  qu'en  supposant  l'exposant  n  négatif  (c'est  ce  qu'on  développera 
davantage  ci-après).  11  faut  donc  nécessairement  que  ces  nouvelles  va- 
leurs de  P  et  Q  résultent  du  développement  de  l'autre  racitie  de  la  mémo 
équation  fx%  -f.£jc-f-/*=o. 

(67)  Il  suffit,  par  conséquent,  pour  résoudre  l'équation  proposée 
fj  % -\-gj  z-\- hz%  =  z±i  D ,  lorsque  D  n'excède  pas  v  (ig* — J'h)  >  de  dé- 
velopper en  fraction  continue  une  seule  racine  de  l'équation /r*-r-#.r-f-/i==o, 
et  la  solution  qu'on  obtiendra  par  le  moyen  des  fractions  convergentes 

qui  répondent  au  quotient-complet  —fj^~>  comprendra  également ,  par 

un  simple  changement  de  signe ,  la  solution  qui  naîtrait  du  développe- 
ment de  l'autre  racine.  Ces  deux  solutions  seront  réunies  dans  les  for- 
mules générales 

et  s'il  arrive  que  le  nombre  donné  D  ne  se  trouve  nulle  part  parmi  les 
dénominateurs  des  quotiens-complets  dans  le  développement  d'une  ra- 
cine ,  il  sera  inutile  de  chercher  ce  même  nombre  dans  le  développement 
de  l'autre  racine  ,  et  on  pourra  dès-lors  assurer  que  l'équation  dont  il 
s'agit  n'est  pas  résoluble  en  nombres  entiers.     •  -  , 

Pour  éviter  tout  embarras  à  l'égard  des  signes  dans  l'application  des 
formules  précédentes,  faisons  pq' — pe(j=:if  i\  pouvant  être  -f- 1  on 
—  1  selon  les  dillérens  cas,  on  aura  d'abord 
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U  faudra  ensuite  faire  attention  au  nombre  des  termes  de  la  période 

,«  ,  y.'  «;  si  ce  nombre  est  pair,  les  diverses  fractions  convergentes 

9  7  çHl  '  '  elC'  seront  P'acees  de  la  même  manière ,  c'est-à-dire 
qu'elles  seront  toutes  de  rang  pair,  ou  toutes  de  rang  impair;  ainsi 
l'équation  Jjr*  4-  gj*  -+-  hz*  =  iD  sera  résolue  par  les  formules 

où  l'on  a         •         C?-+-4v/^)"  =  ^-r-^ 

Dans  ce  cas,  l'équation  fj% -\- gjr%+ht=î — iD  ne  pourra  être  résolue 

en  nombres  entiers,  au  moins  d'après  la  fraction  convergente  -. 

Si  au  contraire  le  nombre  des  termes  de  la  période  est  impair,  alors 
on  pourra  ,  par  les  mêmes  formules ,  résoudre  à-la-fois  l'équation 
fr+gJz  +  **"  =  +  iD  cl  l'équation  fj%  -\~  gf*  4-  kz*=s  —  LD,  savoir, 
la  première,  en  faisant  «=2Â- ,  et  la  seconde,  en  faisant  /»  =  2k  -+-  1. 

(68)  Le  cas  de  D=\  devant  recevoir  un  grand  nombre  d'applications, 
il  sera  bon  de  l'examiner  en  particulier.  On  aura  alors  (n°  63), 

l-  +  I=:±g+fZ;  or  ig+fj  est  une  valeur  fort  approchée  de  y A 

ou  de  \\Z(g*  —  4/*0»  "H*  donc,  si  g  est  impair,  m  l'entier  impair 
le  plus  grand  contenu  dans  V(g* — Affy  >  et  s'  g  e8t  P3""»  m  l'entier 
pair  le  plus  grand  contenu  dans  ce  même  radical,  ou  aura  dans  !rV 

deux  cas  (parce  que  |!  est  plus  petit  que  l'unité) 


JLe  quotient-complet deviendra  en  même  temps  y/ A  +\m,  et 

ainsi  l'entier  compris  /*  =  /».  C'est  la  valeur  du  quotient  qui  dans  lea 
périodes  successives  répond  à  la  valeur  Dssi. 

Soit  toujours/*,/»',  /»'  a»,  la  période  des  quo tiens,  et  J  la  fraction 

qui  en  résulte,  nous  avons  trouvé  ci -dessus  ^  =  a  —  £°  ;  donc  lorsque 

F>=  l  et  /=7»  on  a  C«=a--roS=*— D'où  l'on  voit  que  les 
quotiens  ft,  fi',...o»  forment  une  suite  symme'trique  (n*  3a),  et  ainsi 
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la  période  qui  se  répète  à  l'infini  est  de  la  forme  m,  fï,  j**,. . 
Enfin  on  aura  dans  le  même  cas  <p=<t— -\m%y  -^  =  C. 

(69)  Quel  que  soit  le  nombre  D,  si  g  est  pair,  les  foi-mules  ge'nérales 
peuvent  être  simplifiées  et  débarrassées  de  fractions.  Soit  alors  l'équation 
à  résoudre  aj*  ■+■  ubjrz  cz*  ==fcjP,  ce  qui  donnera  f=-a,  g-z=^xb  , 
A  —  ct  Az=.  bb-—ac;  soit  toujours  /*,  la  période  qui  répétée 

une  infinité  de  fois ,  forme  le  développement  du  quotient  -  complet 

^—-jj—i  si  par  le  moyen  de  cette  période ,  on  calcule  la  fraction  £  comme 
il  suit; 

Quotiens  /a,  ft't  fju  a 

Fract.  converg.  £  ,  £  $>  V 

en  aura  <p  =  îi£.=  <x  —  j}  1, 4=  ^ ,  lesquelles  valeurs  seront  toujours 
des  entiers.  Faisant  ensuite 

jr=p*dkz(bp+cq)1r 

on  aura  ajA  +  2bjz-\-cz,—dtzD9  et  quant  à  l'ambiguïté  du  signe,  elle 
sera  déterminée  par  la  fonnide 

*y + + «*  —   — ^4')"  (  pf  —pa<i) D  » 

où  l'on  sait  que  p  — A\%,  ainsi  que  ^«7" — p"q ,  ne  peuvent  être  que 
-f- 1  ou  —  1 . 

Les  nombres  p  et  4  trouvés ,  comme  on  vient  de  le  dire ,  par  le  cal- 
cul d'une  période ,  seront  toujours  les  phis  simples  de  ceux  qui  satis- 
font à  l'équation  f  —  A-\>*  =  zk.i  î  car  s'il*  °e  l'étaient  pas  ,  il  faudrait 
supposer,  ou  que  la  période  dont  H  s'agit  est  composée  de  plusieurs  pé- 
riodes plus  courtes,  o# qu'il  y  a  des  solutions  de  l'équation  proposée  non  { 
comprises  parmi  les  fractions  convergentes.  Or  le  premier  cas  n'a  pas 
lieu  par  hypothèse,  et  le  second  est  impossible,  comme  il  sera  prouvé 
dans  le  §  XII.  Donc  les  nombres  «  et  *  ne  dépendent  que  du  seul 
-nombre  A. 

11  est  inutile  d'ajouter  que  si  le  nombre  D  se  rencontre  plusieurs  fois 
dans  le  cours  d'une  même  période,  on  pourra  produire  un  pareil  nombr« 
de  solutions  différentes  de  l'équation  proposée. 
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§  X.  Comparaison  des  fractions  continues  résultantes  du 
développement  des  deux  racines  d'une  même  équation  du 
second  degré. 


(70)  No  u  s  avons  déjà  observe  (n9  6G)  que  les  deux  racines  d'une 
même  équation  du  second  degré,  fx*  +  gx  +  h  =  0 ,  réduites  en  frac- 
tion continue,  concourent  également  à  la  résolution  de  l'équation 
/y»_|_grjs-|-/is1=±/>,  cnsorte  que  les  mêmes  valeurs  de  D  doivent 
se  rencontrer  nécessairement  dans  les  deux  suites  de  quotiens-complcts 
qui  résultent  du  développement  de  ces  deux  racines.  Nous  allons  main- 
tenant mettre  cette  propriété  dans  tout  son  jour,  et  nous  démontrerons 
d'une  manière  générale,  que  si  la  suite  des  quotiens-complets ,  lors- 
qu'elle est  devenue  régulière,  procède  ainsi  dans  le  développement  d'v 


etc. 


le  développement  de  la  seconde  racine  fournira ,  au  moins  après  l'ano- 
malie des  premiers  termes,  cette  autre  suite  dans  Tordre  inverse  : 


laquelle  retombera  nécessairement  sur  le  premier  terme  être* 
«ommencera  ainsi  à  l'infini. 
Considérons  de  nouveau  le  développement  de  la  racine  x= — 
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en  fraction  continue ,  et  soient  £ ,  J ,  ^  trois  fractions  convergentes 

consécutives  prises  dans  la  première  période  des  quotiens  (i),  après  que 
toute  irrégularité  a  cessé,  et  lorsqu'on  s'est  assuré  que  cette  même  pé- 
riode doit  se  répéter  à  l'infini.  Nous  représenterons  à  l'ordinaire  les  trois 

quotiens-complets  correspondans  par  »  ct  ,es 

entiers  qui  y  sont  compris  par  ft%  /tt,  /*'.  Quant  à  la  période  de  quotiens, 
elle  sci  a  mf  ftt  fjj . .  ,ft*9  si  on  la  fait  commencer  au  terme  fi;  elle  serait 
également  a*',  fi'. .  /a,  si  on  la  faisait  commencer  au  terme  pi  et  ainsi 
à  volonté;  en  général,  la  période  dont  il  s'agit  peut  commencer  par  tel 
terme  qu'on  voudra,  mais  il  faut  qu'elle  soit  composée  des  mêmes  termes, 
rangés  dans  le  même  ordre. 
Cela  posé,  nous  avons  vu  (n#  6a),  que  si  on  cherche  les  diverses  frac- 

tions  convergentes  Ç,  jg,  jg,  etc.  qui  dans  les  périodes  succès- 

sives  occupent  la  même  place ,  ou  répondent  au  même  quotient-complet 

-,  l'expression  générale  de  ces  fractions  Jji^  est  donnée  par  les 

Kn)=/>*-(i#>  +  ty)* 
*(»)  =     +  («> 

ou  I  on  a 

*  +  */^  =  (<>H-4</'0%  et        4*-88(f>—  ^4*)'=(=4=0' 

Il  suffit  donc  de  donner  à  n  les  valeurs  successives  o,  i ,  a,  5,  etc.,  et 
de  substituer  les  valeurs  de  *  et  *  qui  en  résultent,  pour  avoir  successi- 
vement toutes  les  fractions  convergentes  dont  il  s'agit     ^Ù,  etc. 

Il  reste  à  voir  maintenant  ce  qui  arriverait ,  si  on  donnait  à  n  des  valeur* 
négatives  —  i ,  —a,  —3,  etc. 

* 

(71)  Or  j'observe  qu'on  a 


donc  la  supposition  de  n  négatif  revient  simplement  à  changer  *  de  signe; 


(1)  Cette  période  pourrait  contenir  moine  de  trois  termes ,  maie  alors  on  réunirait 
plusieurs  périodes,  afin  de  m  pas  donner  lien  i  exception  pour  ce  cas  particulier. 
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et  à  multiplier  les  valeurs  de  *  et     par  un  même  facteur  (=fc  i)",  cette 

quantité  ambiguë  d=i  venant  de  <p*— A\*  qui  en  effet  peut  être  -f-  i , 

ou  — i.  Mais  comme  la  fraction        n'est  pas  différente  de  ,  ou 

peut  faire  abstraction  du  facteur  (=fc  i  )%  ainsi  les  valeurs  négatives  de  n 

répondront  à  de  nouvelles  valeurs  de  j^jj  données  par  les  formules 

X")      + GéP-f- 

On  pourrait  croire  d'abord  que  ces  formules  ne  diffèrent  des  premières 
que  par  la  forme,  et  qu'elles  conduisent  réellement  aux  mêmes  valeur» 

mais  il  faudrait  pour  cela  que  deux  fractions  telles  que 


d%c«r 


pussent  être  égales  :  or  c'est  ce  qui  ne  peut  jamais  avoir  lieu,  car  en  les 
réduisant  au  même  dénominateur,  on  trouve  que  la  différence  des  nu- 
mérateurs est  Up'+gpq-hWiW '-f-W),  quantitéqui  ne  peut  jamais 
être  nulle. 

Donc  il  est  certain  que  les  formules  (b)  donnent  des  valeurs  de 

différentes  de  celles  que  donnent  les  formules  (a).  Mais  en  faisant, 

soit  dans  les  formules  (b),  soit  dans  les  formules  (a) ,  p(n)=j, 
q(n)=z,  les  valeurs  générales  de  /  et  de  s  satisfont  à  l'équation 
fj%-\-gjrz-\-hz%=±.D;  d'un  autre  côté,  D  étant  supposé  plus  petit  que 

\/A,  on  peutdémontrerque  toute  fraction qui  satisfait  à  cette  équation 

est  comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers  une  racine  de  l'équa- 
tion fj?-\-gx-\-h=o.  Donc  si  les  formules  (b)  donnent  des  fractions 

non  comprises  parmi  les  fractions  convergentes  vers  la  racine 
x  as  ^AJ*^  y  il  faut  que  ces  mêmes  fractions  soient  comprises  par- 
mi les  fractions  convergentes  vers  l'autre  racine 

-  •  ...        j  ^ 

On  ne  doit  pas  perdre  de  vue ,  que  parmi  les  fractions  convergentes 

qui  répondent  au  quotient-complet     y-  ,  ^  est  supposée  la  plus  simple, 

ou  celle  qui  est  comprise  dans  la  première  période.  Si  on  fait  »= — 1 
dans  les  formules  («) ,  ou  n  =  1  dans  les  formules  (*)  ,  la  fraction  qui  en 
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résulte  pourra  tomber  dans  les  parties  irrégulières  du  développement  de 
l'une  ou  de  l'autre  racine,  ou  même  ne  se  trouver  dans  aucune,  par  des 
raisons  qui  seront  exposées  ailleurs  ;  mais  si  on  fait  n  >  ï  dans  les  for- 
mules (A) ,  alors  la  fraction  qui  en  résultera  sera  certainement  Tune  des 

fractions  convergentes  vers  h  racine  mm 

(72)  Soit  donc,  en  supposant  n>x,  (<p-f-4v/^)'=*-f-*  \/A,  et 

P=p*  +  (\gp  +  hq)V 

on  aura  —  pour  l'une  des  fractions  convergentes  vers  la  racine.." 
af  =  "y/Apk".  Mais  si  on  fait  semblablement 

P  =  —  p'*  —  (Lgp'+hq*)* 

il  est  clair  que      et  ^  seront  pareillement  des  fractions  convergente! 

vers  la  même  racine.  Il  s'agit  maintenant  de  faire  voir  que  les  trois 

fractions  convergentes  ^ ,  ^ ,       ,  se  suivent  immédiatement  dans 

l'ordre  où  elles  sont  écrites. 

Et  d'abord  les  valeurs  précédentes  donnent  PQ9 — P*Q=z(p'q —p<f) 

^»)=±  1 ,  et  (PQ—PÇ)  =:—(PQ°—PaQ) }  conditions  toutes 

deux  nécessaires  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue;  mais  elles  ne  sont 

pas  encore  suffisantes. 

On  peut,  pour  fixer  les  idées,  supposer  que  la  valeur  de  »  est  un  peu 

p 

grande,  ensorte  que  la  fraction  convergente  -  réponde  à  une  période 

assez  éloignée  du  commencement  de  la  suite.  Comme  toutes  les  périodes 
sont  égales ,  il  importe  peu  quelle  est  celle  qu'on  considère  ;  et  la  forme 
qu'on  trouvera  pour  une  période  éloignée,  conviendra  également  a  toutes 
les  autres  périodes.  Or  lorsque  n  est  un  peu  grand ,  les  nombres  *  et 
sont  très-considérables,  et  comme  on  a  toujours*1 — y/^*=(±i)"=dbi, 
il  s'ensuit  qu'on  a  alors  à  très-peu  près  <&  =  ''$'"  y'  A  ;  substituant  cette  va- 
leur dans  celle  de  P ,  on  aura  P ( p }/ A '  +  ±gp  +  hq)=tir(\/ A f-H S) 
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(p  —  qx),  x  désignant  la  première  racine  VA—i$  dont  j  est  une  valeur 
approchée. 

On  trouvera  de  semblables  valeurs  pour  P*  et  P1,  et  si,  pour  abréger, 
on  appelle  R  le  facteur  constant       \/^"hîg)t  <>n  aura 

F  =  —  R(p'-q'x) 

F  =  —R(p°—<]'x). 
Soit  z  le  quotient-complet  qui  répond  à  la  fraction  convergente  £  dan* 

le  développement  de  la  valeur  de  or,  on  aura  i=^,,ou£=  />— <?x-  ^  ' 

or  z  doit  être  positif  et  plus  grand  que  l'unité  ;  donc  —  (p* —  q'x)  est 
plus  grand  que  p  —  qx  et  de  même  signe  ;  par  la  même  raison  ,  {p — qx) 
est  de  même  signe  et  plus  grand  que  — {p' — q'x);  donc  les  trois  nombres 
F,  P,  F  sont  de  même  signe ,  et  ils  se  suivent  par  ordre  de  grandeur  , 
ensorte  qu'on  a/>°</>>  jP<  F.  On  démontrerait  la  même  chose  des  trois 
nombres         Q,  Ç;  et  cela  posé,  si  les  deux  fractions  convergentes 

j-,  -  ,  ne  se  suivent  pas  immédiatement,  on  ne  peut  du  moins  couce- 

P  —  P° 

voir  d'intermédiaire  entre  elles  que  la  fraction  ^ — -p-i  car  comme  on  a 

déjà  PQ'—P'Qz=dz  i  ,  et  qu'en  représentant  par  ^-  la  fraction  conver- 
p 

gente  qui  précède  ~  ,  on  doit  avoir  aussi  PN —  MQ=d=  i ,  il  s'ertsuit 

qu'on  a  M=!cPzhF,  et  N  =  kQde:Q0,  k  étant  un  nombre  indéter- 
miné. Or  la  condition  que  M  soit  comprise  entre  P  et  F,  donne  À  =  i, 

MszzP — F  y  N=Q — Q°.  Ainsi  on  est  assuré  que  la  fraction  conver- 

p  p»  p  p» 

gente     est  précédée  de     ,  ou  qu'au  moins  elle  l'est  de 

(7 5)  L'incertitude  à  cet  égard  va  bientôt  être  fixée,  en  déterminant 

le  quotient-complet  qui  répond  à  la  fraction  ~.  Soit  z  ce  quotient-cora- 

P»  p 

plet  dans  l'hypothèse  que  —  précède  „- ,  alors  la  valeur  entière  de  la 

fraction  continue  serait  gqpyp  t  soitj  h  quotient-complet  dans  Fhypo» 

^  p  p*     ,  ■  x  .  P 

thèse  que  précède  — ,  on  aurait  la  valeur  de  la  fraction  continue 

__Py  +  P—P*__  —  P(y+Q-4-P« 
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Or  il  est  clair  que  cette  seconde  hypothèse  est  renfermée  dans  la  première, 

en  supposant  z= — -j — i;  donc  si  en  partant  de  la  première  hypothèse,  ou 

trouve  une  valeur  positive  de  3,  ce  sera  une  preuve  que  cette  bypo- 

•  P"  P 

thèse  est  légitime,  et  qu'en  effet  —,  t-  sont  des  fractions  convergentes 

V  Y 

consécutives.  Si  au  contraire  le  calcul  donne  pour  z  une  valeur  néga- 
tive, on  en  conclura  que  la  seconde  hypothèse  est  la  véritable. 

Or  je  dis  que  la  valeur  de  z  est  non-seulement  positive,  mais  qu'elle 

est  en  général  je  dis  de  plus  que  l'entier  compris  dans  cette 

quantité  est  u.  Si  ce  dernier  point  est  vrai,  il  faudra  donc  qu'on  ait 
Jy '= /jlP -f- P° t  Q=fiÇ-^Qti  et  c'est  en  effet  ce  qui  se  vérifie  immé- 
diatement par  les  valeurs  de  P,  Q,  P9,  Q*t  etc.,  puisqu'on  a  toujours 
p'=-  p+p%  et  q'=uq-\-q".  Au  reste,  la  seconde  partie  peut  se  prou- 
ver généralement  ainsi. 

On  a  d'abord  f=/j.D — /,  ce  qui  donne  1  z=zfJL-{-x/A~!  ;  d'ail- 
leurs la  valeur  de  q"  trouvée  n°  6a,  donne  2-  =  -f-  jj  •  Ç  »  el 
comme  -  est  déjà  une  valeur  fort  approchée  de  ■  ,  on  a  à  très-peu 
VrH£Li£=L  +  £.'-^£=£Lpl-,  d'où  Ion  «il 

égale  à   très-peu  près  à  —,  est  toujours  plus  petite  que  l'unité;  ainsi 

9  x/A.  t-/' 

On  a,  suivant  la  notation  accoutumée,  *-g —  =  ft-f-. 

Venons  à  la  première  partie  de  notre  assertion.  Si  V4pl  est  le  quo- 

'P 

tient-complet  qui  répond  à  la  fraction  convergente  -  ,  et  que  celle-ci 
P° 

soi U précédée  de  il  faudra  donc  que  la  seconde  racine  x'  de  l'équa- 
tion fx%^gx-i-h=: o,  ait  pour  valeur 

,      />(   j  +  p  +  P'P 

x  —  +/')+<?•£>' 

Mettant  au  lieu  de  F  sa  valeur  fiD — /,  et  observant  qu'on  a  fiP-\-P°=iP' 
pQ  -f-  Q°  =       cette  équation  deviendra 

,  _  Pi  y/A-n  +  P'D 
QÛ/A-I)  +  </D' 

Si  on  y  substitue  ensuite  les  valeurs  de  Pt  Q,  F,  <7,  et  que  dans  le 
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résultat  on  mette  au  lieu  de  p"  et  <f  leurs  valeurs  trouvées  n*  6a  , 


on 


y  _  HP}ÙLtÏM±bl±*  <.igfVA+hq\/A  +  AP) 
quantité  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


de  sorte  qu'en  supprimant  le  facteur  commun  aux  deux  termes ,  on  aura 

qVA—ïgq-fp' 

Mais  à  cause  de  A=\g*—fht  on  a  /»=Li£±i^Î£r-J^,  et  ainsi 

V  S/4 +\gP+ty  =  ^Lé^ïÛ  (fp+igy-.ç  tfj) .  donc  enfin  la  valeur 
de  x  se  réduit  à 

x  j  , 

ce  qui  est  la  seconde  racine  de  l'équation /c»H-^ar+As=o. 

(74)  Ce  résultat  justifie  pleinement  les  diverses  propositions  que 
nous  avons  avancées ,  et  il  en  résulte ,  pour  principale  conséquence  , 

que  ^Aq-  est  le  quotient-complet  qui  dans  le  développement  de  la 
seconde  racine  x'  répond  à  la  fraction  convergente        Par  la  même 
raison ,  le  quotient-complet  qui  répond  à  la  fraction  suivante  ~ ,  est 
* ,  celui  qui  vient  immédiatement  après  est  ^^g-ffj  etc.  ;  d'où 

l'on  voit  que  les  dénominateurs  Dt  D°y  D°*t  etc.  suivent  un  ordre  con- 
traire à  celui  qu'ils  ont  dans  le  développement  de  la  preinièré  racine. 

Au  reste  l'existence  du  quotient-complet  ^^*-  suffit  pour  prouver, 

celle  des  quotiens-complets  suivans ,  qu'on  en  déduit  par  l'opération  or- 
dinaire du  développement  en  fraction  continue.  En  effet,  on  a  déjà  vu 

que  l'entier  compris  dans  ^4~-  est       de  là,  et  des  relations  déjà 
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connues  par  U  développement  de  la  première  racine,  on  lire  la  suite 

— n  f*  1  n 


Mais  la  suite  des  quotiens  fi ,  u',  etc.  retombera  nécessairement 
•ur  le  quotient  fi  ;  ainsi  la  période  qui  règne  dans  le  développement 
de  la  seconde  racine  ,  est  composée  des  mêmes  termes  que  la  période 
de  la  première  racine ,  avec  cette  seule  différence  que  les  termes  y  sont 
rangés  dans  un  ordre  inverse. 

S'il  arrivait  que  la  période  qui  règne  dans  le  développement  d'une 
racine  fût  de  la  forme  u,  «.',  u.'...a't  u't  fit  A,  c'est-à-dire  fut  com- 
posée d'une  partie  symmétrique  ,  précédée  ou  suivie  d'un  terme  isolé  kt 
alors  le  renversement  donnerait  toujours  la  même  période ,  laquelle  par 
conséquent  serait  commune  aux  deux  racines  de  l'équation.  C'est  ce  qui 
s'observe  dans  un  grand  nombre  de  cas ,  et  alors  les  mêmes  quotiens- 
complets  se  trouvent  aussi  dans  le  développement  des  deux  racines,  et 
y  suivent  le  même  ordre. 
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§  XI.  Résolution  en  nombres  entiers  de  V équation 
Ly2-j-Myz-i-N2a=±H. 

(7.5)  Ii.  faut  distinguer  deux  cas,  selon  que^  et  z  sont  ou  ne  sont  pas 
premiers  entre  eux.  Pour  ramener  le  second  cas  au  premier,  soit  9  la 
plus  grande  commune  mesure  dey  et  des,  et  soit  yz=s9f>  2=  (ta', 
alors  le  premier  membre  étant  divisible  par  fl',  il  faudra  que  H  soit 
aussi  divisible  par  fl*.  Soit  donc  II=9%H',  on  aura 

équation  dans  laquelle^  et  z'  sont  maintenant  premiers  entre  eux.  Donc 
autant  il  y  aura  de  quarrés  8*  qui  peuvent  diviser  ff ,  autant  on  aura  à 
résoudre  d'équations  semblables  à  la  précédente ,  dans  lesquelles  les  in- 
déterminées seront  des  nombres  premiers  entre  eux. 

On  peut  supposer  que  cette  sorte  de  décomposition  a  été  faite  par  une 
opération  préliminaire  ;  nous  pouvons  donc  regarder  l'équation  proposée 
Ly*  Myz~\- Nz* =  =fc:  H  comme  l'une  de  celles  où  fl  faut  que  les  in- 
déterminées y  et  z  soient  des  nombres  premiers  entre  eux. 

Cela  posé ,  nous  distinguerons  encore  le  cas  où  3  et  H  sont  premiers 
entre  eux,  et  celui  où  ils  ont  un  commun  diviseur  ô.  Dans  ce  dernier 

cas,  soit  z  =  83',  //=6//',  il  faudra  que  ^  soit  un  entier;  mais  comme 

,7  n'a  aucun  diviseur  commun  avez  z,  ni  par  conséquent  avec  6,  cette 
condition  exige  que  L  soit  divisible  par  ê.  Soit  donc  L=BL',  et  l'équa- 
tion à  résoudre  deviendra 

L'y*  -f-  Myz'+  9Nz" ==fc  W, 

dans  laquelle  maintenant  on  peut  considérer  z'  et  J5T  comme  premiers 
entre  eux. 

Donc  autant  il  y  aura  de  diviseurs  communs  entre  Letff  (l'unité 
comprise),  autant  il  y  aura  d'équations  à  résoudre  dans  lesquelles  *'  et 
ff  seront  premiers  entre  eux.  Mais  U  est  facile  d'éviter  cette  multipli- 
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■cité  dé  cas  à  résoudre,  par  une  transformation  qui  consiste  a  mettre 
jr'-{-mz  à  la  place  de^',  et  à  déterminer  m  de  manière  que  Lm*-\-Mm-\-N 
n'ait  aucun  diviseur  commun  avec  H.  Alors  la  nouvelle  indéterminée 
y  ne  pourra  plus  avoir  de  diviseur  commun  avec  //.  Ainsi  toute  la 
difficulté  se  réduit  à  résoudre  l'équation 

dans  laquelle  2  et  y  sont  premiers  entre  eux  ,  ainsi  que  z  et  //.  Or  cette 
équation  présente  différens  cas  à  examiner,  selon  que  le  nombre. 
^LN  —  3f'  est  positif,  zéro  ou  négatif;  c'est-à-dire ,  selon  que  les  deux 
facteurs  du  premier  membre  sont  imaginaires ,  égaux  ou  réels. 


(76)  Soit  d'abord  ^LN — Bi*sst  à  un  nombre  positif  B  ;  si  on  multi- 
plie l'équation  proposée  par  ^L,  et  qu'on  fasse  iLj  -f- Ma  =  x ,  on 
aura 

x*  +  Bz*  =  +  ^LH. 

(Nous  mettons  -f-  seulement  dans  le  second  membre,  parce  qu'on  voit 
bien  que  le  signe  —  ne  pourrait  avoir  lieu).  Or  ayant  à  résoudre  l'équa- 
tion x'-^Bz*  —  C ,  la  méthode  la  plus  simple  est  de  calculer  successi- 
vement les  différentes  valeurs  de  la  quantité  C — Bz* ,  en  faisant 

z=zo ,  1 ,  a/3...  jusqu'à  z  =  \/  ^.  Si  parmi  ces  valeurs  il  se  trouve 

un  quarré ,  et  qu'en  même  temps  la  racine  x  de  ce  quarré  rende 

!-fz^-~  égal  à  un  entier,  on  aura  une  solution  de  l'équation  proposée. 

Mais  si  ces  deux  conditions  ne  peuvent  être  remplies  à-la-fois ,  on  en 
conclura  que  l'équation  proposée  n'est  pas  résoluble  en  nombres  entiers. 

11  est  évident  que  dans  ce  premier  cas  il  ne  pourra  jamais  y  avoir 
qu'un  nombre  limité  de  solutions  en  nombres  entiers.  Ce  cas  d'ailleurs 
est  si  simple ,  qu'il  n'exige  aucune  des  préparations  indiquées  dans  l'ar- 
ticle  précédent,  et  qu'on  peut  procéder  à  la  résolution,  comme  il  vient 
d'être  dit,  sans  s'embarrasser  sif,  z  et  H  ont  ou  n'ont  pas  de  com- 


(77)  Prenons  pour  exemple  l'équation  i57-*-f-45/'*-f-  3aa*=  aa3  ;  si. 
on  multiplie  les  deux  membres  par  60,  et  qu'on  fasse  3o/4-43a=^,  la 
transformée  sera 

x»-f- 712'=  i338o. 

■  '. 

Je  calcule  donc  les  valeurs  de  la  quantité  i338o— 715*,  en  faisant  sue- 
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cessivement  z=o,  i,  2,  3,  etc.,  jusqu'à  ce  que  la  quantité  dont  3 
&'agit  cesse  d'être  positive  ;  les  résultats  qu'on  obtient  facilement ,  au 
moyen  de  leurs  différences  uniformément  croissantes,  sont: 

Valeurs  de  x%. . .  i338o,  i33o9,  i3oq6,  12741,  12244,  n6o5,  10824» 
Différences   71,     2i3,     555,     497»     659,     781,  923, 

Valeurs  de  jr* .. .  9901,  8836,  7629,  6280,  47^9,  3i56,  i38i. 
Différences   io65,    1207,   1549,    i49>,    iG33,  1775. 

Or  parmi  ces  résultats,  il  n'y  a  que  883G  qui  soit  un  quarré  parfait,  ce- 
lui de  94  ;  ainsi  les  seules  valeurs  de  z  et  x  à  employer  sont  2  =  8  et 

j:  =  ±94;  mais  de  là  résulte  y  =±|(^~  ^f,  et  cette  valeur  ne  se  ré- 
duit pas  à  un  nombre  entier  ;  l'équation  proposée  n'est  donc  pas  réso- 
luble en  nombres  entiers  ;  on  peut  seulement  y  satisfaire  par  des  valeurs 
rationnelles  telles  que  a  =  8,  y  = —      et  une  infinité  d'autres. 

(78)  Si  on  a  ^LN — M'zszoy  ou  si  les  facteurs  du  premier  membre 
de  l'équation  proposée  sont  égaux,  il  faudra,  pour  que  cette  équation 
soit  résoluble,  qu'elle  soit  de  la  forme  (my  -f-7is)*s=À*,  et  alors  elle  se 
réduit  à  l'équation  du  premier  degré  /»/-f-n3  =  ±  A,  laquelle  sera  tou- 
jours possible,  si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux. 
'  Il  ne  reste  donc  phis  à  examiner  que  le  cas  où  ^LN — M*-  est  égal  it 
un  nombre  négatif  — B.  Et  d'abord  si  le  nombre  B  est  un  quarré  par- 
fait, les  facteurs  de  la  quantité  Ly%  +  Myz -f- Nz*  seront  rationnels,  et 
l'équation  à  résoudre  sera  de  la  forme 

(my-\-nz)  (fj  -f-^z)  =  rfc 

Or  il  est  visible,  que  la  résolution  de  cette  équation  se  réduit  à  celle  des 
deux  équations  déterminées 

8  étant  un  facteur  quelconque  de  H.  On  prendra  donc  successivement 
pour  8  tous  les  diviseurs  de  H ,  en  y  comprenant  l'unité,  et  on  ré- 
soudra relativement  à  ebacun  d'eux ,  les  équations  déterminées  qui  pré- 
cèdent. On  pourra  obtenir,  par  ce  moyen,  plusieurs  solutions,  si  toutefois 
les  valeurs  de  /  et  z  qui  en  résultent  sont  des  entiers  ;  mais  dans  aucun 
cas,  le  nombre  de  ces  solutions  ne  pourra  excéder  celui  des  diviseurs 
du  nombre  if. 
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(79)  Supposons  enfin  qu'on  ait  M*  —  ^LNsa^A,  A  n'étant  poh|t  un 
quatre  parfait.  Alors  l'équation  proposée 

présentera  deux  cas  à  examiner  ,  selon  que  H  est  <  y/  A  ou 
>S/A. 

Soit  d'abord  //  <  i/<^  ;  dans  ce  cas  il  suffit  de  développer  en  frac- 
tion continue  une  racine  de  l'équation 

Lx>  +  Mx  +  N  =  o} 

et  si  parmi  les  quotiens-complets  qui  résultent  de  cette  opéra- 

tion ,  on  en  trouve  un  dont  lo  dénominateur  D=ff,  on  en  conclura 
que  l'une  au  moins  des  deux  équations 

Lj*  4.  Mjrz  -H  iW  =  -f-  H 

est  résoluble ,  ou  même  toutes  les  deux ,  lorsque  les  conditions  néces- 
saires sont  remplies.  Nous  avons  donné  ces  conditions  dans  le  para- 
graphe IX ,  ainsi  que  les  formules  qui  contiennent  les  valeurs  complètes 
de  jr  et  a,  et  nous  avons  remarqué  que  ces  formules  renferment  le  ré- 
sultat du  développement  des  deux  racines  de  l'équation  Lx'+Mx+JSfsso, 
de  sorte  qu'il  suffît  d'en  développer  une. 

Le  nombre  //  peut  se  trouver  plusieurs  fois  parmi  les  valeurs  de  D 
dans  le  cours  d'une  même  période,  et  il  en  résulte  alors  autant  de  so- 
lutions différentes  de  l'équation  proposée.  Mais  s'il  ne  se  trouve  nulle 
part  parmi  ces  valeurs,  on  en  conclura  avec  certitude,  que  l'équation 
proposée  n'est  résoluble  ni  avec  le  second  membre  +J5f ,  ni  avec  le  se- 
cond membre  —  H. 

Ce  premier  cas  de  H<C  ^  A  se  résout  donc  immédiatement ,  et  avec 
beaucoup  de  facilité  par  le  seul  développement  d'une  racine  de  l'équa- 
tion Zjc,-f-Afr-f-iV=o  en  fraction  continue.  Il  faut  même  observer 
que  cette  solution  suppose  seulement  y  et  3  premiers  entre  eux 

(car^  étant  assimilée  à  une  fraction  convergente  E ,  doit  toujours  être 

une  fraction  irréductible,  puisqu'on  a pq* — ^  =  db  1^ ,  et  ainsi  elle 

n'exige  pas  que  3  et  //  soient  premiers  entre  eux.  On  peut  donc,  par  ce 
moyen ,  se  dispenser  de  faire  la  décomposition  relative  aux  façieurs  com- 
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muns  de  L  et  de  H ,  dont  on  a  fait  mention  n°«75,  et  on  aura,  par  une 
seule  opération  ,  la  résolution  de  toutes  les  équations  de  cette  sorte.  Mail 
il  faut,  comme  uous  l'avons  supposé,  que  H  soit  <\/A;  de  plus,  si  H 
contient  un  facteur  quarré  ô',  il  faudra,  comme  nous  l'avons  déjà  in- 
diqué, faire  j={f/,  zz=9z',  //  =  6'//',  et  résoudre,  par  la  même  voie, 
chaque  équation  Lf*  -f-  Mfz-\-  Nz* =dzlf  pour  chaque  facteur  quarré 
fl*  qui  peut  diviser  II. 

* 

(80)  Soit  en  second  lieu  ff>i/A,  alors  on  supposera  que  l'équa- 
tion est  préparée,  comme  on  l'a  dit  n°  75,  de  manière  que/  et  z  Soient 
premiers  entre  eux,  ainsi  que  s  et  //.  On  pourra  faire  alors 

J  =  nz  +  IIu, 

et  ajouter  même  la  condition  que  n  ne  surpasse  pas  1  //  ;  car  l'équation 
précédente  subsisterait  en  mettant  n — <tH  à  la  place  de  n,  et  u-j-as  à 
la  place  de  u;  or  il  est  clair  qu'on  peut  prendre  a,  de  manière  que 
« — a.H  soit  compris  entre  -f-  i-//"  et  — ±H.  Substituant  donc  la  valeur 
4e  j  dans  l'équation  proposée,  et  divisant  le  résultat  par  H,  on  aura 
-  -    •  •  '  » 

(  Ln%+^i+K ^jh(anL+]lf)3u+  LIIu*  ==fc  I  i 

et  puisque  s  et  H  sont  premiers  entre  eux,  cette  équation  ne  peut  avoir 
lieu ,  à  moins  que  Ln*+^n  +  IV  ne  soit  un  entier.  On  donnera  donc  à  g 

toutes  les  valeurs  en  nombres  entiers  depuis  — \H  jusqu'à  -f-ï/f ;  et 
s'il  n'en  est  aucune  qui  rende  la  quantité  Ln%  -j-Mn  +  N  divisible  par 
// ,  on  prononcera  avec  certitude  que  l'équation  proposée  n'est  pas  ré- 
soluble. Si  au  contraire  on  trouve  une  ou  plusieurs  valeurs  de  ri  qui 
remplissent  cette  condition,  il  faudra  prendre  successivèment  ces  diffé- 
rentes valeurs,  et  faire  un  calcul  séparé  pour  chacune,  comme  si  l'équa- 
tion proposée  était  transformée  en  autant  d'équations  différentes. 

Soit,  pour  abréger,  Ln*  +  Mn+N=fH ,  znL+M^g,  LIIs=h, 
l'équation  à  résoudre  pour  chaque  valeur  de  n  sera 

où  il  est  à  remarquer  qu'on  a  toujours  g* — ^ffi  ~M*  —  ^LN=  ^A. 

Nous  avons  donné  dans  le  paragraphe  IX  une  méthode  pour  résoudre 
cette  équation  lorsqu'elle  est  possible,  et  les  mêmes  remarques  que  nous 
avons  faites  lorsque  D  est  <  y[J,  sont  également  appbcables  dans  le 
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cas  présent  où  />  =  i  :  ainsi  nous  n'avons  rien  à  ajouter  suf  cet  objet, 
d'autant  qu'on  voit  bien  qu'ayant  trouvé  les  valeurs  générales  de  z  et  u , 
on  en  tire  immédiatement  celles  des  indéterminées  de  l'équation  pro- 
posée ,  exprimées  pareillement  en  nombres  entiers. 

Exemple  I. 

<■...-       ...       -  ■ .  • 

(81)  Soit  proposé  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation. .  .  .w 
ax*  —  a3^*=io5. 

Cette  équation  se  rapporte  au  cas  précédent;  elle  n'est  point  suscep- 
tible de  se  décomposer  en  plusieurs  autres,  parce  que  io5  n'a  point  de 
diviseur  quarré,  ni  de  commun  diviseur  avec  le  coefficient  3.  On  fera 
donc  a:  =  /y— io5s,   et  on  déterminera  /i<-4i  de  manière  que 

. — -  soit  un  entier.  Plusieurs  moyens  seront  donnés  ci-après  pour 

faciliter  de  semblables  recherches  ;  observons,  quant  à  présent ,  que 
comme  io5  est  le  produit  des  nombres  premiers  3,  5,  7,  il  faut 

chercher  séparément  trois  valeurs  de  n  telles  que  a"  ~a3  ,   a"  ^T*3  >, 
soient  des  entiers.  Ces  valeurs  sont  respectivement  n=3*dbi, 


7 

/i=5S=fca,  n  =  7),±i,  les  nombres  et,  6,  y  étantà  volonté.  Or  ces 
formules  sont  faciles  à  concilier  entre  elles,  et  comme  il  suffit  de  con- 
sidérer les  valeurs  de  n  positives  et  moindres  que  -4* ,  la  dernière  for- 
mule donnera 

n  =  6,  8,  i3,  i5,  ao,  aa,  a7,  a9,  34,  36,  41,  43,  48,  5o. 

•  . 

De  là  il  faut  écarter  tous  les  nombres  qui  ne  satisfont  pas  à  la  se- 
conde formule,  ou  qui  divisés  par  5  ne  laissent  pas  rfca  de  reste;  ainsi 
les  a4  valeurs  précédentes  se  réduisent  à  celles-ci  «  =  8,  i3,  aa,  37, 
43,  4S.  Enfin  pour  satisfaire  à  la  première  formule  ,  il  faut  encore 
supprimer  tous  les  nombres  divisibles  par  3,  ce  qui  ne  laissera  subsis- 
ter que  ces  quatre  valeurs  n  =  8,  1 3,  aa,  43. 
Soit  donc  i°.  tï==8,  et  x  =  8j — io5s,  la  transformée  sera 


r-Sajz+aioa^i. 
Toutes  les  fois  qu'on  parvient  ainsi  à  une  équation  de  la  forme 
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on  est  assuré  que  la  solution  est  toujours  possible,  parce  qu'en  faisant 
jr — Jz~u,  l'équation  devient  «*— -y/s*=i,  qui  est  toujours  résoluble. 
Dans  le  cas  présent,  on  trouvera  par  les  formules  du  a'  69, 

(34335  -f-  5588  v/46)'  =  *  4-^/46; 
d'où  résulte  pour  première  solution  de  la  proposée 

x  =  8*  ±  23* 

Soit  2\]nz=2  i5  et  jc=  i5^— .io5«,  la  transformée  sera 

5j»  —  5a/3  +  2io;s,=:  1. 

Pour  résoudre  celle-ci ,  il  faut  développer  en  fraction  continue  une  ra- 
cine de  l'équation  Sx*— Six  +  210  =  0.  Voici  l'opération  avec  le  calcul 
des  fractions  convergentes,  prolongé  seulement  jusqu'à  ce  qu'on  trouve 
,0=31: 

5 

V4S+4_ 

.     .  »° 

t/46±6  = 
1 

etc. 

Cela  posé,  les  nombres  à  substituer  dans  les  formules  du  n*  69  sont 
/>=n,  7  =  1 ,  a  =  3 ,  è= — 26,  c=2io,  A =^6;  d'ailleurs  on  a 
déjà  trouvé  dans  le  premier  cas,  que  les  moindres  nombres  qui  satis- 
font à  l'équation  4&^*==b  1  sont  p= 24335,  4=  3588,  lesquels 
donnent  »464>'s=+i  »  et  comme  on  a  en  même  temps  pç° — p'(j=z-\-i9 
.l'équation  proposée  5p"  —  52/24-21  03*=+i  sera  résoluble  (elle  ne 
le  serait  pas  si  le  second  membre  était  — 1);  faisant  donc  toujours 

(24335  +  35881/46)"  =«+iV46 , 

on  aura  par  les  substitutions /=siiO=b  76-^,  3=$  de        d'où  ré- 
sulte pour  seconde  solution 

x  sa  38*  db  253^ 


10  + 

1    :  0 

1  + 

10   :  t 

12  + 

n   :  1 

etc. 

- 
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PREMIÈRE  PARTIE.  : 
•  Remarquez  qu'on  aurait  pu  trouver  immédiatement  les  valeurs  dej- 
et  de 2  par  l'opération  seule  du  développement  en  fraction  continue; 

car  si  à  la  place  du  quotient-complet  ^  ■  qui  répond  à  la  fraction 
convergente       on  met  sa  valeur  approchée  et  si  ensuite ,  au 

moyen  de  ce  quotient,  considéré  comme  entier,  on  calcule  la  frac- 
tion  convergente  qui  suivrait  —  ,  on  trouve  que  cette  fraction  est 

'",  la  tp  clic  se  réduit  ii  Cet  1»  valeur  générale 

'(<>+?)  +  ' 

de  y-  ,  dans  laquelle  il  ne  reste  pin»  qn'à  donner  à  *  le  double  signe  dr. 

Il  serait  facile  de  démontrer  que  ce  procédé  ,  qui  dépense  de  recourir 
aux  formules  générales ,  s'accorde  entièrement  avec  elles,  et  peut  par 
conséquent  leur  être  substitué,  même  pour  une  valeur  quelconque  de  2>. 
Soit  3e.  n=aa,  et  xssaa/^  io5*,  la  transformée  sera         •  -J 

On  développera  donc  une  racine  de  l'équation  gx* — 8&r -f-  aio=so, 
jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  quotient-complet  dont  le  dénominateur 
soit  i  ,  et  on  calculera  à  mesure  les  fractions  convergentes 
il  suit  :  ' 


+ 


1  + 


.    •  10 


i 

1./ 

• 

• 

° 

5 

• 
• 

i 

6 

• 
• 

i 

■:-  » 

ii 

■  ■ 

2 

»7 

• 

6a 

• 

M 

 f 

79. 

• 

i4 

Celte  dernière  fraction  convergente  satisfait  à  l'équation  proposée, 
parce  qu'elle  est  de  rang  impair,  et  qu'ainsi  on  a  pç'—py 0=4-1. 
Maintenant,  suivant  la  remarque  qui  Ji  été  faite  dans  Je  cas  préceS 
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dent ,  on  supposera  que  le  quotient  qui  répond  à  la  dernière  frac- 
tion convergente  7—.  est  6  -f-  -  ,  et  on  en  conclura  la  fraction  suivante 

Z     ™V+*J  +  S'^&!±£**.  d'où  résultera  généralement  

■  ■«(«+;)+»  ,4°+35* 

,7  =  79*  ±536*,  2=  14*  =4=95*,  et  ainsi  la  troisième  solution  sera 

x=a68*db  1817^ 
■  :  f       j    jz=  79*db,536*\ 

Soit  4*.  n =43  et  ar  =  43/— io5a,  la  transformée  sera 

35jj—  170/2  -f-aioz's  1. 


11  faut  donc  développer  une  racine  de  l'équation  35**— 1.» 
soit  égal  à  l'unilé.  Voici  rop«raUon  : 


1/46+86  _ 

=  ■  35 

• 

• 

0 

V/46— 16 

a 

1 

9 

< 

3 

• 

1 

y/46-  1  _ 

1  + 

5 

a 

V46+  6  _ 
a 

6  + 

-  8 

• 

f 

3 

'  */46+  6  _ 

2  + 

53 

à 
m 

30 

V46+  4_ 
6  — 

1  + 

,14 

• 
• 

*/46+  a_ 
7 

1  + 

167 

• 

63 

» 

1/46+  5  __ 

5  + 

381 

t 

• 

106 

» 

i/46+4_ 

»  ■+■ 

IOIO 

• 
• 

38 1 

^46+ [g  _ 
1 

ia-f- 

• 

•  — 

1291 

• 
• 

487 

Cette  omième  fraction  convergente  satisfait  à  l'équation  proposée 
55^    ,  1 7a/a  -f.  4  1     mt  «+-  1 ,  puisqu'elle  est  de  rang  impair  ; 
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on  aura  la  solution  complète,  en  mettant  G -f-  -  à  la  place  du  quotient 
correspondant,  ce  qui  donnera 

y  _  la(>'(6  +  ;)  +  10'°_  .aq^  +  BySfi» 
487(e  +  ?)  +  38l  ~  #7*+™**'' 

d'où  résultera  la  quatrième  solution 

,r  =  4378*  ±20693* 
^  =  i29i<I>±  875O*. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  serait  parvenu  plus  promptement  et 
plus  simplement  à  cette  quatrième  solution,  en  développant  l'autre  ra- 
cine de  la  même  équation.  Voici  l'opération  .- 


•  1/46 — 86 
*=    -35    ^  a  + 

1  : 

0 

^46+16  _  3 

2  : 

1 

7  : 

3 

9  = 

4 

10    =  I-r 

54  : 

i5 

43  : 

'9- 

De  *  ^  •  %o!$)!.'= ses- et  on  * po" la  ** 

trième  solution 

ar=  1 46*  ±989* 
y—  43*  ±292*. 

Formules  qui  reviennent  au  même ,  et  qui  sont  plus  simples  que  celles 
qu'on  a  trouvées  par  le  moyen  de  l'autre  racine.  Cette  identité  au  reste 
se  démontre  ,  en  supposant  que  les  0  et  *  de  cette  formule  répondent 
à  une  valeur  de  n  moindre  d'une  unité  que  les  *  et  Y  de  l'autre  for- 
mule ;  de  sorte  qu'en  distinguant  ceux-ci  par  *'  et  "Y t  on  pourrait  (aire 
*  +  iV46  =  (*'-f-*V46)  (24335=t=  5588  y/ 46). 

ô 
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Rassemblant  ces  diflérens  résultats,  on  aura  toutes  les  solutions  de 
l'équation  proposée  zjc*  —  337*  =  io5  contenues  dans  les  formules  sui- 
vantes, où  l'on  suppose  (34335 -f- 5588 1/46)"=  *  +  *  1/46, 

x=    84>±    33*,  7  =  $  ±  1  G* 

x  =  580  =b  355*,  7=11*=*=  7G* 

x  =  a68<I>±  181 7*  ,  7  =  79$  =1=536* 

x=i46*=±=  989*,  7  =  4341=1=391*. 

La  même  équation,  ou  une  équation  équivalente  (p*—- 4%"  =  2,o ) 
est  résolue  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1767,  et  le  résultat 
donné  page  263  présente  huit  solutions. 

Ces  huit  solutions  se  réduisent  aux  quatre  précédentes;  et  en  géné- 
ral, le  calcul  peut  toujours  s'abréger  de  moitié,  en  observant,  comme 
nous  L'avons  fait,  qu'il  est  inutile  de  développer  en  fraction  continue 
les  deux  racines  de  la  même  équation ,  et  que  le  développement  d'une 
seule  suffit  pour  avoir  le  résultat  des  deux. 

(8  a)  Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 
677»— 33775 -f- 191s*  =  5, 

laquelle  étant  comparée  à  la  formule  générale  (n*  67)  donne  7  =  67, 

g  =  —  227,  h=  191 ,  D==5,  J=z£—fh=5-4±,  et  D<y/A.  Donc 

on  peut  résoudre  cette  équation  par  le  développement  d'une  racine  de 
l'équation  67X' —  337x4-191=0  en  fraction  continue.  Voici  l'opé- 
ration prolongée  jusqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  la  période  qui  se  répète 
à  l'infini  ; 
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67 

1  + 

1  : 

-46; -Kl/341 

1  + 

1  : 

1 

i5i  +  iv^4«  _ 
5  — 

4+ 

a  : 

1 

4  i  +  i  V^4i 

9  ! 

5 

i3 

1  — 

17+ 

11  ! 

.  6 

8  ;  +  i  v^4« 

196 

:  io7 

i3  — 

4  i  +  i  1/34- 
5 

a  4. 

207 

:  n3 

5  î  +  i  |/34i 
1 1 

610 

:  333 

5  i  +  -;  V^4i 

617 

:  446 

4  i  +  i  V34i 

i3  — 

»  + 

etc. 

Le  quotient-complet  V^»  étant  un  de  ceux  qui  ont  été  déjà 

trouvés,  l'opération  e6t  terminée,  et  on  voit  qu'immédiatement  après  les 
premiers  termes  1,  1,  4,  on  a  la  période  1,  17,  1,  a,  1,  %  laquelle 
se  répète  à  l'infini. 

Si  on  cherche  maintenant  le  nombre  5  parmi  les  dénominateurs  des 
quo tiens-complets,  on  verra  que  la  troisième  fraction  convergente,  la 
septième  et  la  neuvième,  peuvent  satisfaire  à  l'équation  proposée.  La 
septième  et  la  neuvième  comprises  dans  une  même  période,  satisfont 
en  effet,  parce  qu'elles  sont  de  rang  impair,  et  que  dans  la  valeur  de  x 
le  radical  a  été  pris  en  plus.  Quant  à  la  troisième ,  elle  satisfait  aussi  ; 
mais  nous  en  ferons  abstraction,  parce  qu'il  suffit  de  considérer  les  so- 
lutions données  par  les  termes  d'une  même  période,  et  que  toutes  les 
autres  doivent  y  être  contenues.  Voyez  à  pe  sujet  le  paragraphe  suivant. 

On  aura  donc,  par  la  septième  fraction  convergente,  j?=ao7, 
q  =  1 1 3 ,  et  calculant  à  l'ordinaire  la  valeur  de  la  période  comptée 
depuis  ce  terme  : 


Pe'riode  a,  1, 


17, 


„  1       a      3  u      iqb  aoG 

tfract.  converg.  -,    -,   -,   g,         —,  , 
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on  tnmve £ ss^jp  €"  =  71,  p=^-^-=  i38j,  4=^=  i5,  donc 

ou  aura 

Or  on  a  en  même  temps  <p* — y/.J,*  =  -f-i ,  ce  qui  prouve  que  l'équa- 
lion  proposée  est  résoluble  avec  le  second  membre  -f-5;  mais  elle  ne 
le  serait  pas  avec  le  second  membre  — 5.  Cela  posé,  en  substituant  les 
valeurs  trouvées  dans  la  formule  du  n9  G7  ,  on  aura  pour  première  so- 
lution de  l'équation  proposée 

^=ao7<ï>±3823.^ 
z=  n54>=fc  2087.^*. 

Procédant  de  la  même  manière  à  l'égard  de  la  neuvième  fraction  con- 
vergente        on  en  déduira  cette  seconde  solution: 

j  =  8i7*=fc  i5o87.J* 
3  =44G*=fc  8a56. i*. 

Ces  dernières  formules  sont  celles  qui  contiennent  la  solution  f  que 
nous  avons  remarquée  dans  la  partie  irrégulière  de  la  fraction  continue. 
En  effet  si  on  suppose  «=i,  4>  =  ~,  =fc*  = — i5,  on  trouvera 
y  =2,  3=1.  De  là  on  peut  présumer  que  la  seconde  solution  géné- 
rale est  susceptible  de  se  réduire  à  une  forme  plus  simple,  et  c'est  de 
quoi  on  s'assurera  aisément,  en  prenant  au  lieu  de  et  ^  les  quan- 
tités analogues  qui  répondent  à  une  valeur  de  «  différente  d'une  unité. 
11  en  résultera 

(85)  On  voit,  par  ce  qui  a  été  démontré  dans  ce  paragraphe,  que 
lorsque  les  équations  qui  en  font  l'objet  sont  possibles,  leur  résolution 
est  donnée  par  un  ou  plusieurs  systèmes  de  formulés  telles  que 

y  —  n<t>  H-  l>'* 

*  •  -  .  •  - 

les  nombres  a\  b',  a*)  V  étant  constaus,  et  les  quantités  *,  ♦  étant 
tirées  de  l'équation 
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dans  laquelle  n  est  un  nombre  indéterminé ,  et  où  Ton  a  toujours 
—  A\xz=  =fc  i  ,  et  par  conséquent  aussi  *'  —  A9*  =  (=fci)"  =  -f- 1 
bu  —  i . 

Dans  les  formules  générales,  on  peut  prendre*  négatif  ou  positif  à 
volonté ,  et  ainsi  affecter  du  double  signe  ±  i  ;  ce  qui  revient  à 
laisser  le  signe  de  déterminé,  mais  à  prendre  pour  «  des  valeurs 
quelconques  tant  positives  que  négatives.  En  effet  on  a     -\--\>^ A)~  ■ 

s=(<p*—  A*\>*)~'  (<p  —  4V^)*  =  (=*=  0"(*  —  *VM)  »  et  ainsiïc  chan- 
gement du  signe  de  n  revient  au  même  que  celui  du  signe  ;  car  d'ail- 
leurs le  signe  de  (zfci)'  qui  affecte  le  tout  est  indifférent,  puisque  par 
la  nature  de  l'équation  proposée  on  peut  changer  à-la-fois  le  signe  de 
y  et  celui  de  z. 

11  résulte  de  là  que  les  diverses  valeurs  de  y  et  z  comprises  dans  un 
système  de  formules,  tel  que  le  précédent,  forment  deux  suites  qui  s'é- 
tendent à  l'infini,  tant  dans  le  sens  positif  que  dans  le  sens  négatif,  et 
dont  chaque  terme  répond  à  une  valeur  déterminée  de  n  positive  ou 
négative,  en  cette  sorte  : 


y 


....  etc.  -! — 3,  — 2,  —i,  o,  i,  a  r  3  ,  etc. 
etc.  >,  >,  >,  j»,  p(i),rfa),  /»(5),  etc. 
etc.    wqt      'qy      '9,    7,7(i),9(2),  7(3),  etc. 


Au  reste ,  la  manière  la  plus  simple  de  calculer  les  valeurs  numé- 
riques de  ces  termes,  est  de  faire  usage  de  la  loi  trouvée  n°  62  ,  laquelle 
donnera  p(a)  =  2<pp(i)^zp  (le  signe  zp  étant  le  contraire  de  celui  de 
ç1  —  ^4*)-  Cette  formule  où/>,/>(i),  p(a)  désignent  en  général  trois 
termes  consécutifs,  peut  servira  prolonger  l'une  des  séries,  soit  à  droite, 
soit  à  gauche ,  et  la  même  loi  a  lieu  dans  l'autre  série. 
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§  XII.  Démonstration  d'une  proposition  supposée  dans  les 

paragraphes  précédent. 

(84)  No  u  s  avons  supposé  jusqu'ici  que  s'il  est  possible  de  satisfaire 
à  l'équation  ff+gjrs  -f-     =  =*=#,  où  l'on  suppose  y  et  a  premiers 

entre  eux,  et  H<  \  l/fe1  — 4/*)>  I»  fraction  2  est  toujours  comprise 

parmi  les  fractions  convergentes  vers  une  racine  de  l'équation. . 
./k'-t-g-x-f-Asso.  Cette  proposition  a  beaucoup  d'analogie  avec  celle 
du  n  10;  mais  il  n'est  pas  moins  nécessaire  de  démontrer  qu'elle  est 
vraie  généralement  ,  sauf  une  légère  exception  dont  nous  ferons 
mention. 

Soit  f  un  nombre  positif,  g  et  h  des  nombres  positifs  ou  négatifs  à 
volonté  ;  soit  E  une  fraction  donnée  dont  les  termes  sont  premiers 
entre  eux,  et  satisfont  à  l'équation 

je  suppose  qu'on  développe  £  en  fraction  continue,  et  que  les  quotiens 

qui  résultent  de  cette  opération  soient  a  ,£,....  A,  /».  Au  moyen  de 
ces  quotiens,  on  calculera  à  l'ordinaire  les  fractions  convergentes  vers 

|,  e,  «„  désignât  ^  '-'celle  précède  ^di.,emCB,  e,nc_ 

déjà  vu  (n*  9)  qu'on  peut  faire  à  volonté  p<f  —  p'y  = -f- 1  ,  on 

pr—p°q=—i- 

Cela  posé,  considérons  les  mêmes  fractions  consécutives  ^f  ?  comme 

appartenant  au  développement  de  x  en  fraction  continue;  soit  z  le 
quotient-complet  qui  répond  à  la  dernière,  il  faudra  donc  qu'on  ait 

jr  =  Eii£,  ou  3=££^|.\  Maintenant  la  supposition  faite  quejp,  £ 

sont  deux  fractions  consécutives  convergentes  vers  x ,  sera  légitime  r 
si  la  valeur  de  a  qu'on  vient  de  trouver  est  positive  et  plus  grande  que 
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Funîté  ;  car  telle  est  la  condition  à  laquelle  doivent  être  soumis  tons  les 
quotiens-complets  qui  résultent  du  développement  dune  quantité  quel- 
conque en  fraction  continue.  Il  s'agit  donc  d'examiner  si  cette  condi- 
tion est  remplie. 

De  l'équation  précédente  on  tire  z  -f-  C  =  pq°  ~  ES  .  0r  en  disant 

'  *"(?-*) 

toujours  ^  =  i^— y?i,  on  a  x  =  ~^v/^?  substituant  cette  valeur 
à  la  place  dex,  et  faisant  passer  le  radical  au  numérateur,  on  aura 

Dans  cette  équation,  on  peut  prendre  à  volonté  le  signe  de  \/At  parce 
qu'on  est  maître  de  prendre  pour  x  l'une  ou  l'autre  racine  de  l'équa- 
tion/x» -H^x-r- «=  o ,  et  la  valeur  de  3  est  différente  dans  les  deux 
cas;  en  même  temps,  puisqu'on  a  fp*+gpq  +  V  =  ±#,  cette 
equauon  donnera 

par  conséquent  on  aura 

a  +  £  =  .  _^  S±l. 

De  ces  diverses  indéterminations  de  signes  il  n'y  a  que  celle  de  =fc  vA/ 
qui  soit  arbitraire,  car  celle  de  H  dépend  de  l'équation  proposée, 
et  celle  de  y/  (a  d=££)  est  également  fixée  par  la  valeur  de 
Mais  comme  il  importe  de  considérer  la  valeur  la  plus  grande  de 
z,  on  prendra  le  signe  de  \/J  pareil  à  celui  de  j/  (  A-±l  £H  \  ,  et 

alors  le  second  membre  de  notre  équation  sera  nécessairement  de  la 
forme 


•  (pr—p-9) . 


Enfin  on  pourra  toujours  supposer  cette  quantité  positive,  puisqu'on 
peut  faire  à  volonté  W-^  =  +iou-,.  donc  on  aura  dans  tous 


,<>4  THÉORIE  DES  NOMBRES, 

les  cas 

9  " 


-  +  r  =  w 


(85)  Soit  i'.//>'+ot  +  V=+^.  et  on  aura 


1 

Le  second  membre  est  plus  grand  que  ^jf->  et  par  conséquent  >a, 

puisqu'on  a  H  <  y/ A  ;  d'ailleurs  90  est  <  q  ;  donc  la  valeur  de  z  est 

positive  et  plus  grande  que  l'unité.  Donc  la  fraction  donne'e  £,  qui 

satisfait  à  l'équation  fp%  -f-  gp<f-\-hfj%  =+  H ,  est  toujours  l'une  des 
fractions  convergentes  vers  une  racine  de  l'équation  /jc*  -f-gx-f-  /»  =  o, 
et  cette  conclusion  ne  souffre  aucune  exception  tant  que  le  second 
membre  H  est  positif. 

(86)  Soit  v.fp'-f-gpq  +  ht/'^  —  II,  on  aura 

a+î"=  77 

Or  on  voit  que  dès  que  7*  devient  suffisamment  grand  par  rapport  à 
,  (et  il  ne  peut  jamais  être  moindre)  la  valeur  de  esta  tris- 

peu  près  égale  à  ,  de  sorte  qu'on  aura  0=  ^77^—  J-  »  quantité 
positive  et  plus  grande  que  l'unité. 

Au  reste,  sans  négliger  le  terme  il  est  facile  d'assigner  la  limite 
de  <f ,  telle  que  s  soit  encore  positive  et  plus  grande  que  l'unité.  Pour 
cela  mettons  z  sous  la  forme 


à  cause  de  y/A  >  //,  <  !  ou  tout  au  plus  =  1 ,  il  est  clair  que 
s  sera  positif  et  plus  grand  que  l'unité,  si  la  quantité  \/{A  — c5t 
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plus  grande  que  y/  A  —|.  Soit  donc  \/  (a—¥?)>  y/  J—"i  de  là 
on  lire,  en  quarrant  et  réduisant, 

Donc  tant  qu'on  aura  q  au-dessus  de  cette  limite,  il  est  certain  que 

la  valeur  de  z  sera  toujours  plus  grande  que  l'unité  ;  mais  si  on  a 
e  j  ff 

q  <  jpr^  9  on  ne  peut  plus  affirmer  en  général  que  s  soit  plus  grande 
que  l'unité.  ' 

(87)  Quel  que  soit  7,  l'exception  n'aura  jamais  lieu,  lorsque / étant, 
comme  nous  le  supposons ,  un  nombre  positif,  h  est  un  nombre  néga- 
tif, car  alors  l'équation  proposée  aura  la  forme 

fP%  "+•  SP9  —  h'q%z=  —  H9 
laquelle  est  la  même  que 

h'f-gpq =  + H. 
Cette  équation  étant  ainsi  ramenée  au  premier  cas ,  il  s'ensuit  que  î  est 
une  fraction  convergente  vers  une  racine  de  l'équation  h'x* — gx—fc=zo  ; 
donc  (en  mettant  i  à  la  place  de      £  sera  une  fraction  convergente 
vers  une  racine  de  l'équation/x» -f- gx  —  H  ===0. 

(88)  Si  on  a  à  résoudre  l'équation  fj%  -f-  gyz  -f-  hz*  =  — H  dans  la- 
quelle f  et  h  sont  positifs ,  on  pourra  toujours  (n°  58)  transformer  cette 
équation  en  une  autre  a/%-\-byz' — 0^»  =  — H  dans  laquelle  a  et  c 
seront  positifs ,  et  où  l'on  aura  bb-{-/^ac=gg — i^fii  —  ^A.  Cetteéqua- 
tion  sera  donc  dans  le  cas  du  n"  précédent,  et  si  d'ailleurs  on  a  //<j/^/, 
toutes  ses  solutions  seront  données  par  les  fractions  convergentes  vers 
une  racine  de  l'équation  ax*  -j-bx— c  =  o. 

On  voit  par  là ,  que  l'exception  dont  nous  avons  fait  mention ,  et  qui 
d'ailleurs  n'a  lieu  que  très-rarement  et  pour  de  très-petites  valeurs  de 
p  et  q ,  peut  être  entièrement  évitée  par  les  transformations  déjà  indi- 
quées. U  est  donc  vrai  de  dire  généralement ,  que  lorsque  H  est 
<  »  V{fi>8~ '4fl)f  toutes  les  solutions  de  l'équation 

«4 
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sont  données  par  les  fractions  convergentes  vers  une  racine  de  Te'qu«- 

tion  fx%  -f-  gx  -f-  h  =  o. 

(89)  Il  ne  sera  pas  inutile,  au  reste,  d'apporter  un  exemple  sujet  à 
l'exception  mentionnée  ,  et  qui  nous  fournira  de  nouvelles  remarques. 
Soit  pour  cet  effet  l'équation 

18017*  —  599173+  aaiia'rs —  3, 

dans  laquelle  on  a  Jz=±g%-—fk=¥>  et  par  conséquent  //<v///; 

on  satisfait  à  cette  équation  en  faisant  7=  3i  et  3  =  28  ;  cependant  la 
fraction  |£  n'est  point  comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers 
une  racine  de  l'équation 

i8oijc*  —  399ix-f-  221 1  =r o.  '  ' 

En  effet,  le  développement  de  la  plus  grande  racine  donne 

+  8,  :73 

etc.  etc. 
et  celui  de  la  plus  petite  racine  donne 

9+ 


9 


3      ■  =a+  ïi    :  19 

-•'  +  1  ES— 5  +  5,  =47 

etc.  etc. 

On  ne  trouve  donc  ni  d'un  côté  ni  de  l'autre  la  fraction  convergente  fj  ; 
c'est  au  reste  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  l'art.  86,  car  ici  28 , 

qui  est  la  valeur  de  7,  est  plus  petit  que  £±J qui  est 
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Pour  éviter  cet  inconvénient ,  et  pour  faire  ensorte  que  la  solution 
soit  donnée  par  les  fractions  convergentes  ,  il  suffit  de  réduire  la  quan- 
tité 180 y*  —  3991/3 -f-aai  is*,  si  ce  n'est  à  l'expression  la  plus  simple, 
au  moins  à  une  forme  où  les  termes  extrêmes  soient  de  signes  contraires. 
C'est  ce  qu'on  obtient  immédiatement  en  faisant 

j  =  1  oy'  — 5 12' 
3  =  9/'— 46/; 

car  alors  l'équation  proposée  se  réduit  à  cette  forme  très-simple 

//-hA-9^'==-5. 

Développant  donc  une  racine  de  l'équation  x»-f-x —  9  =  0  en  fraction 
continue,  on  aura 


a    ;  1 

5  :  1 
5    :  a 

*  a8  : 

etc.  etc. 

A  l'inspection  des  quoticns-complets,  on  voit  que  la  fraction  conver- 
gente -  peut  être  prise  pour*?,  car  en  faisant  y  vm  a ,  a'=:  1 ,  on  a. .. 

y f  ~ 93Y  =  —  3  ;  de  là  résulte  .y»—  3 1  et  s  =  —  a8;  c'est  la 
solution  qu'il  s'agissait  de  trouver  par  les  fractions  convergentes. 

Au  reste,  la  solution  générale  de  l'équation  en  y  et  t£  déduite  du 
développement  qu'on  vient  de  faire ,  est  comprise  dans  les  formule» 
suivantes  : 

i\  Si  l'on  fait  (6+  v/37)»»=.F-f-  G|/57,  on  aura 

/  =  a.Fdbi6G 
a'=  Fzt  5G; 

d'où  résulte 

(^.a8^=p860. 
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a*.  Si  l'on  &it  (6  H-  ^Z-j)^'  =  F+  Gy57,  on  aura 


el  il  en  résultera 


a'  =  Fzh  7G', 

y  =  —  a  iF  qp  207  Ér 
3  =  —  igF'^  187C 


(90)  Si  on  réfléchit  maintenant  sur  le  proce'dé  que  nous  venons  de 
suivre  dans  cet  exemple,  [on  verra  qu'après  avoir  simplifié  la  forme  de 
l'équation  à  résoudre,  les  solutions  les  plus  simples  ont  dû  se  présenter 
les  premières  parmi  les  fractions  convergentes  ;  et  de  ces  premières  solu- 
tions on  a  conclu  par  les  formules  ordinaires  la  solution  générale,  qui  n'est 
autre  chose  que  l'expression  des  diverses  fractions  convergentes  qui  sa- 
tisfont à  la  question,  ces  fractions  étant  prises  successivement  à  la  même 
place  dans  toutes  les  périodes.  Or  l'expression  générale  ainsi  trouvée , 
par  quelque  moyen  qu'on  y  soit  parvenu ,  est  une  ;  elle  serait  la  même 
au  fond,  quand  pour  la  trouver  on  serait  parti  des  valeurs  particulières 
de  p  et  q  dans  une  autre  période  que  Ta  première.  Pour  nous  faire  mieux 
entendre,  prenons  l'équation  y1—  3s'c:  1 ,  à  laquelle  on  satisfait  par 
les  valeurs  successives 

X  —  1    l  SZ  etc 

*—  1  »  V  T5'  56»  a^'  etC' 

L'expression  générale  de  ces  valeurs,  en  partant  de  la  première  solu- 

tion  y,  serait  jrz=zF)  zz=zG,  F  el  G  étant  déterminées  par  l'équation 

(2  -f-  i/Zy=F+G\/5.  Mais  on  peut  partir  également  de  la  valeur  par- 
ticulière       et  l'expression  générale  se  tirerait  de  l'équation  

.y-f-V3  =  (26-f  iSl/î)  GF=fcGy/3),  laquelle  donne 

a  =  i5Fzh  26G. 

Or  cette  expression  contient  non-seulement  les  nombres  supérieurs  à 
26  et  i5,  mais  tous  les  inférieurs  qui  peuvent  satisfaire;  et  en  effet,  si 
on  prend  F=a,  Gz=  1 ,  et  qu'on  emploie  le  signe  inférieur,  oit  aura 
7  =  52  —  45  =  7,  et  a=3o— 26  =  4,  c'est  la  solution  qui  précède  vf; 
de  même  en  faisant  /i=a,  ou  F=jf  G =4,  et  prenant  encore  le 
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signe  inférieur,  on  aora 

j=  18a  — 180  =  2,       a=io5  — 104  =  1. 

Donc  toutes  les  solutions,  en  grands  ou  en  petits  nombres,  sont  égale- 
ment comprises  dans  l'expression  générale,  quelles  que  soient  les  valeurs 
particulières  qui  ont  servi  à  composer  ces  formules. 

Cela  pose,  il  n'est  nécessaire,  dans  aucun  cas,  de  transformer  l'équa- 
tion proposée  //'-hgJZ'j-  As*==b  77,  et  on  peut  se  borner  à  suivre  la 
méthode  ordinaire  indiquée  dans  le  paragraphe  précédent  :  après  avoir 
développé  en  fraction  continue,  conformément  à  «ette  méthode,  une 
seule  racine  de  l'équation  fx%  -f-  gx  -f-  4  =  0 ,  et  avoir  continué  le  déve- 
loppement ,  jusqu'à  ce  que  la  première  période  de  quo tiens  soit  com- 
plète ,  la  considération  de  cette  première  période  suffit  pour  avoir  l'ex- 
pression générale  des  diverses  fractions  convergentes  qui  dans  les  pé- 
riodes successives  peuvent  satisfaire  à  l'équation  proposée.  Et  on  peut 
être  assuré  que  les  formules  ainsi  trouvées  contiennent  absolument  toutes 
les  solutions ,  même  celles  qui ,  à  cause  de  l'irrégularité  de  la  fraction 
continue  dans  ses  premiers  termes ,  ne  se  trouvent  point  comprises  parmi 
les  premières  fractions  convergentes. 

(91)  Ainsi, pour  résoudre  l'équation  1801/* — 3991/3 +32112»= — 5, 
on  développera  simplement  une  racine  de  l'équation  1801X1  —  3991X 
+  2211=0.  Voici  l'opération  continuée  jusqu'à  ce  que  le  retour  du 
même  quotient-complet  manifeste  l'étendue  de  la  période  : 

tt±JJ!35=8  + 

i±±JJ&.—S  + 

V*»».+  95.  :857 

etc.  etc. 

On  voit  que  la  période  qui  se  répète  sans  cesse  est  1,  1,  5;  et  en 


1 

:  0 

1 

:  x 

10 

î  9 

81 

:  73 

9» 

:  82 

72 

:  i55 

no  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

appliquant  les  formules  du  paragraphe  IX,  on  trouvera  que  la  solution 

déduite  de  la  fraction  §3  est,  en  supposant  (6-f-  y/fy)'*  =F-f-G y/37, 

* 

z  =  73Fq=4i9G, 
et  la  solution  déduite  de  la  fraction       sera,  en  supposant  

^  =  9iF=p577G' 
z  =  8iF  =p5ioG'. 

Si  dans  cette  dernière  on  fait  F  =  6  et  G'=s  i,  on  aura,  en  prenant 
le  signe  supérieur, ^= — 5i ,  *= — 38. 

Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  formules  s'accordent  avec  celles  . 
qu'oit  a  trouvées  na  89.  11  suffit  pour  cela  de  mettre ,  au  lieu  de  F  et  G', 
leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  F-+-G'\/S7  =  (6=b  \Z^7)(f^"0\/57), 
savoir  F=z6Fz±Z7G,  G'=6G=fcF. 
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§  XIII.  Réduction  ultérieure  des  formules  Lya-r-Myz-r-Nz2 
lorsque  M* — 4LN  est  égal  à  un  nombre  positif. 


(92)  Supposons  d'abord  que  le  coefficient  Af  est  pair,  et  soit  la  for- 
mule proposée  pj  *  4-  aqjrz  -f-  rz*  ;  nous  avons  vu  (n*  54)  que  si  q* — pr 
est  égal  à  un  nombre  positif  A,  cette  formule  peut  toujours  se  réduire 
à  la  forme  ay%~\-*byz — cz%  dans  laquelle  a  et  c  sont  tous  deux  positifs, 
non  moindres  que  ai,  et  où  l'on  a  b*-\-acz=zA.  Nous  nous  proposons 
maintenant  de  réduire  au  plus  petit  nombre  possible  les  diverses  for- 
mules ay%  -f-  aijz—  cz*  qui  pour  un  nombre  donné  A  satisfont  aux  con- 
ditions précédentes.  Faisons  voir  d'abord  comment  on  trouve  ces  for- 
mules. 

Soit  par  exemple  A  —  ^^=.bx-\-acf  on  donnera  à  b  les  valeurs  suc- 
cessives o,  1,  a,  3,  sans  aller  plus  loin,  parce  que  b  doit  ctre<v/V- 
Chaque  valeur  de  b  en  fera  connaître  une  de  ac  ==  79 —  b*,  mais  celle-cî 
ne  peut  être  utile  qu'autant  qu'elle  pourra  se  décomposer  en  deux  fac- 
teurs qui  ne  soient  pas  moindres  que  2b.  Voici  le  détail  du  calcul  où  l'on 
a  supposé  constamment  a  <  c  : 


a'. 


3'. 


4%  <  ac  = 


6  =  0 

00  =  79 
a>  O 

a=  1  > 

e  =  79 

*=i 
ac  =  78 
a>a 

a  =  a, 

3 
6 

c=  39 
26 
i3 

bz=2 

ac  =  75 

«>4 

«  =  5, 

c=  \5 

*=3 

ac=  70 
a>6. 

a  =  7, 

c=  10 

na        "  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

De  là  on  voit  que  toute  quantité  indéterminée  pj%  4-  *<jy2  4~  > 
dans  laquelle  <]*—•  /"*=79>  doit  se  réduire  à  l'une  des  douze  formes 
suivantes  : 

J%  —  79*"  797*  —  =" 

3/  -f-  2J3  —  39s*  397  *       2/3  —  33» 

5j*  4-  273  —  26a'  267»  -f- 2/3  —  3z» 

Çr*  +  2J'5  —  1 33*  1 5r*     3j3  —  6s* 

5r*  4-         1 5s1  1 5jT  4-  5z* 

IJT  4-  6;  3  —  1  os*  1  o/1 4-  G73  —  72V 

De  ces  douze  formes  il  y  en  a  six  qui  ne  sont  antre  chose  que  les  six 
autres  prises  avec  des  signes  contraires,  car  d'ailleurs  la  forme.... 
aj%  4-2^/3  —  cz*  ne  diffère  pas  de  aj*  —  ibyz  — .  es*,  puisqu'on  peut 
prendre  indifféremment  3  positif  ou  négatif. 

(()5)  Il  pourra  arriver  pour  certaines  valeurs  de  A ,  qu'une  formule 
ay*  4-  2^3  —  cz*  soit  identique  avec  son  inverse  cy*  4-  2A/3  —  aa%  et 

c'est  ce  qui  a  toujours  lieu,  si  on  peut  satisfaire  à  l'équation  

m* —  An1— — 1.  En  effet,  si  l'on  a  m* — An*  —  —  1,  et  qu'on  fasse 
«7*4-  *byz —  cz*s=Z=cz'*-\-2b/z' —  a/*,  ces  deux  valeurs  de  Z,  l'une 
donnée,  l'autre  hypothétique,  étant  multipliées  par  a,  on  aura,  après 
avoir  fait  pour  abréger,  ay  4- £3=0:,  af  -\-bz's=.x' 

aT,  =  x*  —  A  z* 
—  aZ  =  x'*  —  Az'*, 

d'où,  à  cause  de  —  i=m* —  An*,  on  tire 

x"—  Az'*  =  (m*  —  ^/*»)  (x* — ^3'). 

Pour  satisfaire  à  cette  équation,  on  peut  la  décomposer  en  ces  deux 
autres  : 

x'+z'\/A=:(m  —  ny/A)  (x  +  z\/A) 
x'  —  Jt/A^tm  +  n  y/A)  (x  —  3  {/A)  ; 

desquelles  résultent 

x'  =  mx  —  nAz 

z'  se  mz  —  «x  =  (m  —  in)  3  —  a/7. 
Donc  en  premier  lieu  z'  est  un  entier  ;  ensuite  si  à  la  place  de  x  et  x', 
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on  met  leurs  valeurs  aj-\-bzt  ay*  ~\-bz\  on  aura,  après  les  ré  duo 
lions, y  =  (m-\-bn)jr — cnz.  Donc  y  est  aussi  un  entier,  et  ainsi  la 
formule  aj*  -\-ibjz — cz%  est  la  même  que  son  inverse  cz'%-\-*bfz'—a/m. 

Lorsque  A  ne  surpasse  pas  1 5g ,  l'inspection  de  la  Table  X  fera 
voir  si  l'équation  m%  —  An?  = — i  est  possible;  elle  le  sera  toujours 
(n°  43)  lorsque  A  est  un  nombre  premier  4^~f- 1  »  et  en  général  il  faut 
que  tous  les  diviseurs  premiers  de  A  ou  de  soient  de  la  forme 
4*-f-i;  mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante,  puisqu'elle  est  remplie 
à  l'égard  de  34,  146,  ao5,  etc.,  sans  néanmoins  que  l'équation  dont 
il  s'agit  soit  possible. 

(g4)  Cela  posé,  voici  la  méthode  pour  découvrir  parmi  toutes  lei 
formules  qui  résultent  d'un  même  nombre  A ,  celles  qui  sont  identique! 
aune  formule  donnée  aj%  -f-  *byz — cz*. 

Si  la  formule  Z  sa  aym  -f-  zbjz — cz*  est  identique  à  une  autre  for- 
mule a'y*-\-  îb'yz1  — dz'*y  il  faudra  que  celle-ci  résulte  de  la  première 
par  quelque  transformation.  Or  la  transformation  la  plus  générale  con- 
siste à  faire  (n*  53) 

z=qjr'  + 

les  nombres  pt  q  t  p*r  q*t  n'étant  pas  entièrement  arbitraires  (1),  mais 
devant  satisfaire  à  la  condition  pq' — p'q  =  =fc  1.  Supposons  donc  que 
h  substitution  de  ces  valeurs  donne  Z  =  a'f%  -f-  ab'/d  —  c'a",  nous 
aurons 

a  =  ap'  -f-  nbpq  —  cq* 
b'  ss  app*  -+-  b  (pq*  -f-  p'q)  —  cqq" 
—d  =  ap"  +  tbp'q*  —  cq". 

■ 

Maintenant  si  l'on  veut  que  d  et  — d  soient  réellement  de  différent 
6ignes,  afin  que  la  transformée  soit  semblable  à  la  formule  proposée, 
il  faudra  qu'une  racine  de  l'équation  ax*-\-  *bx  —  c  =  o  tombe  entre 

les  deux  fractions  d'ailleurs  comme  on  a  b'b'^d==bb+ac==A , 

et  qu'ainsi  l'un  des  nombres  d  et  d  est  nécessairement  <  y/Ày  il  faut 
que  l'une  au  moins  des  deux  fractions  précédentes  soit  comprise  parmi 


(1)  Les  lettre!  p  et  q  n'ont  aucun  rapport  avec  le*  coefuciensde  la  forme  primitire 
avions  représentée  par  /y»  -f  aqyt  +  n*. 

t5 
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4cs  fractions  convergentes  vers  la  raciue  x(§  XII.).  Soit  £  cette  frac- 

tiou,  et  soit  prise  pour  ^  la  fraction  convergente  qui  précède  E ,  alors 

les  quatre  nombres  9,  y»  seront  déterminés  par  deux  fractions 
successives  résultantes  du  développement  de  ht  racine  x  en  fraction 
continue.  Mais  j'observe  qu'il  n'est  pas  même  nécessaire  de  calculer  ces 
fractions  pour  avoir  les  transformées  successives  dy'%  -f.  ihfj'4  —  c'«". 

'En  effet,  soit  ^^^y-  le  quotient-complet  qui  répond  à  la  fraetfon  con- 
vergente C,  on  aura,  comme  il  a  été  trouvé  ci-dessus  (n»5t)) 

app'  -f-  b  (pq*  +p'q)  —  c77»  =  —  /  (pf  —p'q) 
ap»  -f-  sbpy  ~  07°'  =  —  Z>°  (w»  —/>•?). 

Doné  la  transformée  Z  sera  simplement 

Z  s        —  p'9)  (Df  —  zI/z'—D'z'*)  ; 

ainsi ,  de  chaque  quotient-complet  on  déduit  immédiatement  et  sans 
calcul,  la  transformée  correspondante.  Il  est  inutile  d'ajouter  que  le 
facteur  pf — p"q  aura  pour  valeur  — 1,  dans  la  première  transformée, 
-f- 1  dans  la  seconde ,  et  ainsi  alternativement. 

(o5)  Cherchons,  par  exemple,  les  transformées  dont  est  susceptible 
la  formule  Z=/* —  795»;  il  faudra  faire  la  même  opération  que  pour 
changer  en  fraction  continue  une  racine  de  l'équation  x% — 79=0:  voici 
cette  opération  et  les  transformées  qui  en  résultent  : 


xx=  v/79  =  8-f- 
^=  ■  + 


Transformées. 
—  J  5/7  4-16/5 -f-» 

a//  —  i4/S—  i5zz 

JJ—  1673—  i5xg 
etc. 


11  est  inutile  de  continuer  l'opération  plus  loin,  parce  que  le  retour 
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des  mêmes  quoticns  ramènera  les  mêmes  transformées.  Cm  voit  donc 
que  de  la  formule  proposée  V  —  793'  il  ne  résulte  que  quatre  transfor- 
mées, lesquelles  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

2/1  —  i4js—  «5a* 

Si  ensuite  on  ramène  celles-ci  à  la  forms^ordinairc  où  2*  soit  <«  et  e 
elles  deviendront  * 

sy*  —  ars  —  3g  s* 

y— 793*; 

et  comme  l'une  des  deux  n'est  autre  que  la  formule  proposée ,  il  n'y  a 
véritablement  que  a;*»  —  *jr%  —  5çp*  qui  en  soit  une  transformée. 

Pour  réduire  les  autres  formules  trouvées  (n°  92  )  dans  le  cas  de 
J  —  considérons  une  d'entre  elles  3/*-f-  2/5—263',  et  développons 
«n  fraction  continue  une  racine  de  l'équation  Sx*  2X  —  26  =  0;  nous 
trouverons  les  transformées  suivantes: 


li+i^a-f. 

Transformées. 

—  lo^-f-nj/s-f-  3s* 

7/*—  6>s  — ioa» 

;■     -  9r+  872+  7*' 

^79+5  , 
6     — 2t" 

67"— io/s  —  g** 

*^±Z  =  3  + 

—  o^-f-i^-f.  6a» 

^  =  5  + 

10 

etc. 

Ces  six  transformées  réduites  à  la  forme  ordinaire,  seront 

5r*-f-2js  —  26a» 

tt*  — 6ja  — 103* 

77'~67JS~,oa4 
6/*  -f-  2jz  —  1 3s» 

rety"  -f-  4/*-f- 1 5s' 
5/*  -f-  a/s  —  26a*. 


n6  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

Pc  là  il  résulte  que  Jes  douze  formes  trouvées  ci-dessus  pour  la  quan- 
tité indéterminée  py*-\-  a^ya-f-ra',  lorsque  q*—pr=jgf  se  réduisent 
aux  quatre  suivantes  : 

y  —  79**  79J*  —  s*- 

5jr*  -f-  yrz  —  z6z*  afy*  —  a/a  —  3z\ 

Donc  toute  équation  de  la  forme  pj*  -f-  îqjz+rz*  =:rk:  H  t  dans  la- 
quelle y» —  />/  =  79,  pourra  toujours  être  ramenée  à- l'une  des  deux 
équations 

(9G)  C'est  d'après  ces  principes  que  nous  avons  construit  la  Table  I, 
où  Ton  trouve  pour  chaque  nombre  non  quarré  A  depuis  a  jusqu'à  i56, 
les  diverses  formes  principales  auxquelles  peuvent  toujours  se  réduire 
les  formules  indéterminées  Ljr*  -\- iMyz N z%  >  dans  lesquelles.... 
M*  —  LN  =  A.  Les  signes  rfc  qui  affectent  la  plupart  des  formules,  in- 
diquent deux  formes  également  possibles,  mais  qui  s'excluent  mutuelle- 
ment. Lorsque  les  formules  ne  sont  pas  précédées  d'un  signe  ambigu , 
elles  Ont  lieu  telles  qu'elles  sont  indiquées,  mais  elles  auraient  également 
lieu  avec  des  signes  contraires. 

On  trouve ,  par  exemple,  à  côté  de  g3la  formule  réduite  db(j*-~ 93s*); 
cela  signifie  que  toute  formule  proposée  py%  -f-  %qjz  -f-  rz%>  dans  laquelle 
tj* — pr=zçfî,  se  réduira  toujours  à  la  forme  y* — 93s'*,  ou  à  la  forme 
93s'*— y,  mais  jamais  aux  deux  à-la-fois. 

Au  contraire,  vis-à-vis  de  97  on  trouve  la  formule  j1  — 973*  sans 
ambiguïté;  cela  signifie  que  toute  formule py* -f-  ^<jyz -f- rs*,  dans  la- 
quelle q*  —  ^=97,  se  réduira  toujours  à  la  forme  y —  97s'*.  Mais 
elle  se  réduirait  aussi,  si  on  voulait,  à  la  forme  97  s'1 — f%,  parce  que 
dans  ce  cas  l'équation  m*  —  07n*=  —  1  est  possible. 

■ 

(97)  Considérons  maintenant  la  formule  indéterminée  Lym~\-Myz~\-Nz*> 
dans  laquelle  M  est  impair,  et  où  la  quantité  M1  —  ^LN  est  égale  à  un 
nombre  positif  B.  Cette  formule  peut  toujours  être  réduite  à  la  forme 
ay%-{-byz — cz*t  où  l'on  aura  à-la-lbis  a  et  c  positifs,  £<<i  et  c,  et 
b%-+-4ac  =  B.  Au  moyen  du  seul  nombre  B,  supposé  connu,  il  est  fa- 
cile de  trouver  toutes  les  formules  <y*-f-  byz-ycz%  qui  satisfont  aux  con- 
ditions précédentes;  mais  ensuite  il  s'agit  de  réduire  ces  formules  au 
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moindre  nombre  possible,  en  supprimant  celles  qui  sont  inutiles  on  com- 
prises dans  les  autres.  . 

Pour  cela,  conside'rons  l'une  de  ces  formules  ay%  -f-  byz  —  cz*t  ou 
plutôt  son  double  a<y*  -f-  ibjz — acs*;  et  alors  le  coefficient  du  terma 
moyen  étant  pair,  on  pourra  procéder,  par  la  méthode  précédente,  à 
la  recherche  de  ses  transformées  successives.  Il  faudra  à  cet  effet  déve- 
lopper en  fraction  continue  une  racine  de  l'équation  ao«r*-f-34jc— ac=o, 

cette  racine  étant  x  =  ""  ~^~V  .  Les  transformées  seront  également  de 

la  forme  zdj*  -f-  îb'jrz  —  acV,  laquelle  résultera  toujours  de  l'ex- 
pression 

et  le  multiplicateur  a  commun  aux  unes  et  aux  autres ,  n'empêchera  pas 
de  reconnaîlre  avec  une  égale  facilité  les  formes  identiques. 

Il  n'y  a  donc  véritablement  aucune  différence  essentielle  dans  la  ma- 
nière de  traiter  le  cas  de  itf"  pair  et  celui  de  M  impair.  Mais  les  résultats 
de  ce  dernier  cas  doivent  être  consignés  dans  une  Table  particulière  qui 
offrira  pour  chaque  nombre  B  de  la  forme  4"  +  1  >  les  formes  essen- 
tiellement différentes  auxquelles  se  rapportent  toutes  les  formules  indé- 
terminées Lj*  Mjrz  -J-  Nz*t  dans  lesquelles  M  est  impair  et.... 
M* — /{LN = B. 

»  * 

(98)  Pour  donner  un  exemple  du  calcul  de  cette  Table,  soit  2?=:  181. 
Nous  chercherons  d'abord  les  diverses  valeurs  de  a,  b ,  c  qui  satisfont 
à  l'équation  £*-f-4<rc  =  181 ,  et  comme  en  vertu  des  autres  conditions 
le  nombre  impair  b  doit  être  <v/ir1,  on  fera  successivement  4=  1  , 
3,  5;  ce  qui  donnera,  en  supposant  a<<?, 

C  b  =  t  a  =  1 ,  cs=45 

i*.  <  ac  —  45  3  i5 

(  a  >  1  5  9 

a*.  <  ac  s=  45  :  non  décomposable. 
/  <*>  5 

( i=5  •  - 

3*.  <  ac  =  3g  :  non  décomposable  en  facteurs  >5. 
(  «  >  5. 

Donc  toutes  les  formules  indéterminées  Ljr'+Mjrz+Nz*,  dans  lesquelles 
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M%  —  /+LN=  181 ,  peuvent  se  réduire  à  l'une  de  ces  six  forme»  : 

db  (3p*        —  1 5a') 

D'ailleurs  puisque  181  est  un  nombre  premier  ^"f*1»  l'équation... 
M*  —  1 8 1 7i' = — i  est  possible  (n°  4^)  ;  ainsi  les  si*  formes  précédentes 
se  réduisent  à  trois ,  en  ôtant  le  signe  ambigu.  H  ne  reste  doue  plus  qu'à 
examiner  si  ces  trois  formes  peuvent  se  réduire  à  un  moindre  nombre. 

Pour  cela ,  je  cherche  les  transformées  de  la  formule  ij*-\-iyz— çoz*, 
ce  qui  se  fera  en  développant  une  raciue  de  l'équation  fictive.!' 
or*     xc  — 90  =  o  par  le  calcul  suivant  : 

Transformées. 

—•  fy*  -f-      -f*  as' 
lO^H-aap»—  6s» 

—  io/*-+- i8/3-f- ios* 
fy*-f  -  aa/z —  io3* 

—  a/*  -f-  aô^z  -f-  6z* 

6^4-36^—  as' 
etc. 

• 

de  ces  transformées ,  et  les  réduire 
à  la  forme  ordinaire,  en  diminuant  le  coefficient:  or  j'observe  que  cela 
peut  se  taire  de  deux  manières,  tant  que  le  coefficient  moyen  est  plus 
grand  que  chacun  des  extrêmes.  Par  exemple,  dans  la  première  trans- 
formée — 3/»  -f-  i3/z  s»,  on  peut  substituer  7 — a»  à  la  place  de_y,  ce 
qui  donne  — 5y*  -+-JZ+  i5s%  ou  bien  on  peut  mettre  s  —  à  la  place 
de  zt  ce  qui  donnera  z*  -f-^s— '^5jr%.  Traitant  ainsi  les  deux  premières 
transformées,  et  observant  que  par  la  nature  du  nombre  i8r,  il  est  per- 
mis de  changer  tous  les  signes  de  chaque  résultat ,  on  trouve  qu'elles 
comprennent  à  elles  seules  les  trois  formes 

Sjr*—  jz— «  i5z» 


11  faut  ensuite  prendre  les 
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Donc  il  est  inutile  d'avoir  égard  aux  autres  transformées ,  et  on  a  acquis 
la  certitude  que  la  seule  forme  y*  +yz — 4^*  renferme  toutes  les  autres. 
Donc  toute  équation  indéterminée  Ly%-\~  Mjrz^-Nz*  =  ±/jT,  dans  la- 
quelle M% — 4ZiV=i8i,  pourra  toujours  se  réduire  à  la  forme... 
7*-+-/*  —  45s*  = /T. 

(99)  La  Table  II  offre  les  réductions  de  ce  genre  pour  tous  lès 
nombres  B  de  forme  »  depuis  5  jusqu'à  3o5.  Cette  Table,  indé- 

pendamment de  ses  autres  usages,  pourra  faciliter  beaucoup  la  résolu- 
tion des  équations  de  la  forme  précédente,  dans  lesquelles!?  ne  surpasse 
pas  5o5. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  montrer,  par  un  exemple,  comment 
ces  réductions  s'effectuent  dan«  les  cas  particuliers. 

Soit  proposée  l'équation  333/* — 719/3 -h  38oV=/f  ;  pour  avoir  par 
une  opération  uniforme  la  transformée  du  premier  membre,  je  développe 
en  fraction  continue  une  racine  de  l'équation  333x* —  719x4-388=0  , 
et  je  calcule  en  même  temps  les  fractions  convergentes  qui  en  résultent. 
Voici  le  détail  de  l'opération  qu'il  suffit  de  continuer  jusqu'à  ce  que  les 
quotiens-complets  cessent  d'être  irréguliers  ;  mais  on  l'a  prolongée  pen- 
dant une  période  entière,  parce  que  cette  période  n'est  composée  que 
de  trois  termes: 


*=— m  1  + 

j  : 

0 

-53-f-v/.45_10  . 
—4 

1  : 

1 

'3  +  »/M5_   /  , 

6      —  4  + 

1 1  : 

10 

*      n  +               5  + 

45  : 

4» 

.9  +  V'45_  .  _, 
16  ^ 

etc. 

7+.l"<5_  3  + 

*      11  +  V/'45_  5., 

De  là,  et  des  articles  94  et  97,  on  conclut  que  si  l'on  fait 

s  =  41/ +  10a, 
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on  aura  pour  transformée  du  premier  membre  : 

-(a//-ii/*'--3zV). 

Cette  transformée  — if/ -f- 1  \f  z'  -f-  5zV  n'est  pas  encore  réduit» 
à  la  forme  convenable ,  et  pour  faire  ensorte  que  le  coefficient  moyen 
ne  soit  pas  plus  grand  que  les  extrêmes  ,  il  faut  prendre  f  =  U  -f-  53% 
ce  qui  donnera  —  au" —  uV-f-  i&Y»;  donc  il  faut  faire 

_r  =  45«'-f-i46Y 
z  =  4i«'-f- 133*% 

et  la  transformée  de  l'équation  proposée,  réduite  à  la  forme  la  plus 
simple,  sera 

auV-f-uV—  18^=— H. 
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§  XIV.  Développement  en  fraction  continue  des  racines  des 
équations  d'un  degré  quelconque. 

(100)  Soit  proposé  de  développer  en  fraction  continue  une  racine 
réelle  de  l'équation 

*x*  -f  bx*~ '  -f-  car"—  -f-  -f-  k  =  o  , 

dont  les  coefliciens  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  D'abord 
on  peut  supposer  que  cette  équation  n'est  divisible  par  aucun  facteur 
rationnel ,  car  autrement  on  pourrait  supprimer  le  facteur  étranger  a 
la  racine  qu'on  veut  développer,  et  l'opération  en  deviendrait  beaucoup 
plus  simple  :  par  la  même  raison ,  l'équation  proposée  ne  pourra  avoir 
des  racines  égales;  car  si  elle  en  avait,  elle  serait  divisible  par  un  fac- 
teur rationnel  qu'on  trouverait  aisément  par  les  méthodes  connues. 

Cela  posé,  la  racine  dont  il  s'agit,  étant  choisie  entre  toutes  les 
autres,  sera  connue  à  moins  d'une  unité  près.  Soit  a  le  plus  petit  des 
deux  entiers  prochains  entre  lesquels  elle  est  contenue,  on  fera,  si  x 

est  positif,  xz=tt-\-^jt  ou  s'il  est  négatif,  x  = — et — -A-,  et  on  sera 

sûr  que  la  valeur  de  x'  est  positive  et  plus  grande  que  l'unité.  Substi- 
tuant cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  on  aura  la  transformée 

fl'jc"  -+■  b'x'—1  -f-  c'x'—  -f-  k"  =  o  , 

qui  servira  à  déterminer  x'.  Or  on  sait  déjà  que  la  valeur  de  x'  dont 
on  a  besoin,  est  positive  et  plus  grande  que  l'unité  ;  il  peut  même  y 
avoir  plusieurs  valeurs  dex'  qui  remplissent  ces  deux  conditions,  parce 
qu'il  peut  y  avoir  plusieurs  racines  de  l'équation  proposée  qui ,  sans 
être  égales,  soient  comprises  entre  et  et  a-f-i.  On  essaiera  donc  pour 
x'  les  nombres  successifs  i ,  a,  3,  etc.  jusqu'à  ce  que,  par  les  carac- 
tères connus,  on  trouve  les  nombres  entiers  les  plus  proches  entre  les- 
quels tombe  la  valeur  de  x*.  Soit  C  le  plus  petit  des  deux,  on  fera 

x'=  et  en  substituant  cette  valeur,  on  aura,  pour  déterminer 

16 
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x',  une  nouvelle  transformée 

„'jc'<  +  b'x'"-'  +. . .  .-f-  A'=o, 

qu'on  traitera  comme  la  précédente.  En  continuant  ainsi  aussi  loin  qu'on 
voudra ,  il  est  clair  que  la  valeur  de  x  sera  exprimée  par  cette  frac- 
tion continue 

y  etc. 

Et  au  moyen  de  ces  quotiens  connus ,  on  calculera  à  l'ordinaire  les  frac- 
tions convergentes  vers  x. 

(101)  Soient^,  deux  de  ces  fractions  conse'cutives  et  z  le  quo- 
tiemVcomplet  qui  répond  à  la  dernière,  on  aura,  par  la  propriété  con- 
nue, jc  =  ^^0;  donc  on  peut  trouver  directement  une  transformée 

quelconque ,  en  substituant  cette  valeur  au  lieu  de  x  dans  réquation 
proposée.  Soit  cette  transformée 

A#  -+-  Bz"~l  -f  Cz—* . . . .+ J5T  =  o, 
et  on  aura  par  conséquent 

A=zap*  -{-bp'-'q  -f-c^"-»<7*  

K  =  ap**+        y-f-  cp°—*(/at . .  .-f-  kf  , 

de  sorte  que  suivant  nos  notations  ordinaires ,  on  aurait  en  général 
K  =  A" ,  ou  K'  =  A.  Mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  déduire 
successivement  chaque  transformée  de  la  transformée  précédente  , 
comme  on  l'a  déjà  expliqué.  Pour  rendre  à  cet  égard  le  calcul  aussi 

simple  qu'il  est  possible ,  observons  qu'en  faisant  z^=fi  ^,  l'équation 
précédente  en  z  devenant 

J'z"  4-  BV— '  +  Cz'-* . . . .+  K'  =  o, 

«n  aurait 

A'  =  An*  +  Bfi*->  -f-  (V-  -f-/T 

B  =  nApL—>  -f-  (n  —  i )  SftT^ + (»  —  a)         +  etc. 

C  =  ï^=!         H-  n-'a"-?  ^-3  +  etc. 

•  ♦ 
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Donc  si  la  fonction  Az* -\- Bzn~l -\-  Cz"—  . . .  -+-K  est  désignée  par 
<p  :  a  ou  <p  ,  et  qu'on  forme  successivement  par  la  difTérentiation  les 

quantités  <p ,  ^  ,         ,  ^j->  etc- >  qu'ensuite  on  substitue  au  lieu 

de  z  sa  valeur  approchée  u,  ces  quantités  deviendront  respectivement 
les  valeurs  des  coefficiens  A' ,  R7  C,  etc.  de  la  transformée  suivante. 

Telle  est  la  méthode  que  Lagrange  a  le  premier  proposée  pour  le 
développement  des  racines  des  équations  en  fraction  continue;  mais 
cette  méthode  serait  d'une  longueur  rebutante  dans  la  pratique  ,  si  le 
même  auteur  n'eût  indiqué  un  moyen  fort  simple  de  continuer  sans 
tâtonnement  la  suite  des  entiers  « ,  £,  y ,  «T,  etc.  lorsque  quelques-uns 
des  premiers  termes  sont  déjà  connus.  Voici  en  quoi  consiste  ce  per- 
fectionnement. 

(ioa)  La  formule  x=pz~^p'oy  donne  a=2jfZ^.  ou 

'  qz+q°>  p-qx  » 

» 

7  q(p—<i*Y 

x  désignant  toujours  la  racine  qu'oft  veut  développer ,  soient  x, ,  x, , 
xs,  etc.  les  autres  racines  de  la  proposée,  et  soient  a,  ,  a,,  a3,  etc, 
les  valeurs  correspondantes  de  a;  alors,  outre  l'équation  précédente, 
on  aura  les  « —  i  équations  qui  suivent  : 


—p'q 


q  q(p—qxt) 

z   i  W'—P'l 

-  i  p<r-p'i 

etc. 


Ajoutons  toutes  ces  équations ,  et  observons  que  l'équation  en  a  étant 
^a-  +  iîa"-'  +  etc.=o,  on  a  a-f-z.  +  a.  +  5, -f- etc.  =—  ^  ,  la 


somme  sera 

i:. 


où  l'on  a  fait  pour  abréger  : 


* 
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Maintenant  si  la  quantité  £5  est  assez  petite  pour  pouvoir  élre  négligée  ; 

il  est  clair  que  la  valeur  de  a  sera  donnée  d'une 
exempte  de  tâtonnement,  par  la  formule 


Il  faudra  donc  prendre  pour  ft  l'entier  le  plus  grand ,  contenu  dans  celte 
valeur ,  et  cet  entier  fi  sera  le  quotient  qui  répond  à  la  fraction  con- 
vergente     Au  moyen  de  ce  quotient  on  calculera  la  fraction  suivante 

f  «  la  Lnsformée  Sui™,e  «  <t  de  «.rte  que  1'opér.Uoa  pourr. 
être  continuée  aussi  loin  qu'on  voudra  sans  aucun  tâtonnement. 

(io3)  La  quantité  A  varie  suivant  les  différentes  fractions  ^  auxquelles 

elle  se  rapporte  ;  elle  ne  peut  devenir  infinie ,  parce  qu'il  faudrait  pour 

cela  qu'un  dénominateur  tel  que  jj — x, ,  fût  zéro,  et  par  conséquent 

que  l'équation  proposée  eût  un  diviseur  rationnel  p — qx,  ce  qui  est 
contre  la  supposition. 

<  Néanmoins  cette  quantité  A  pourra  quelquefois  être  un  nombre  asses 
oonsidérablc  ,  et  cela  aura  lieu,  s'il  y  a  peu  de  différence  entre  la  racine  x 
et  une  ou  plusieurs  des  autres  racines  x,t  x,,  etc.  Au  reste,  comme 

les  fractions  convergentes^  approchent  rapidement  de  la  valeur  de  x, 

il  est  clair  que  les  quantités  A  s'approcheront  non  moins  rapidement  de 
la  limite 

T= — !  1  !  1  !  h  etc. 

X  X,         X— X,     1    X—  Xj 

Donc  si  on  continue  par  la  première  méthode,  le  calcul  des  termes  de 

ta  fraction  continue  et  celui  des  fractions  convergentes,  jusqu'à  ce  que 
I  * 

—  soit  plus  petit  qu'une  fraction  déterminée  -,  ou  qu'on  ait  q>^Tm 

(T  étant  pris  positivement),  il  est  clair  que  la  valeur  de  2  trouvée  ci- 
dessus,  savoir  : 

ne  sera  en  erreur  que  d'une  quantité  moindre  que  ^.  Donc  une  corn- 
naissance  assez  imparfaite  des  racines  de  l'équation  proposée,  et  seule- 


Digitized  by  Google 


PREMIÈRE  PARTIË.  ia5 
ment  de  celles  qui  sont  très-peu  différentes  de  la  racine  qu'on  développe, 

suffit  pour  déterminer  la  limite  après  laquelle  on  peut  continuer  l'opé- 
ration sans  aucun  tâtonnement,  par  le  moyen  de  la  formule  précédente. 

Parmi  cçs  racines  peu  différentes  de  la  racine  donnée,  il  faut  com- 
prendre même  les  racines  imaginaires;  car  analjrtiquement  parlant,  une 

racine  et-f-Cv/— i,  dans  laquelle  -  est  très-petit,  est  censée  peu  dif- 

férente  de  a.  Si  donc  on  a  une  racine  imaginaire  a\=*-f-Ci/— : 1  » et 
par  conséquent  une  autre  ar.=*  —  C\/ — i,  il  résultera  de  ces  deux 
racines  substituées  dans  la  valeur  de  T  les  deux  termes 

!         ■  1 

jc—x  —  Cy—i  ~  x—x+C  i/— 1  9 

lesquels  se  réduisent  à  la  quantité  réelle]  Tg^j^jj-gfr  Cette  quantité 
ne  peut  excéder  son  maximum  'c,  cependant  elle  peut  être  encore  assez 

grande  lorsque  G  est  très-petit,  ainsi  que  x —  a. 

Si  la  différence  de  la  racine  je  avec  chacune  des  autres  racines  (dif- 
férence qui  se  convertit  en  somme  lorsque  les  deux  racines  sont  de  signes 
Contraires)  est  plus  grande  que  l'unité,  alors  il  est  clair  que  T  sera 
moindre  que  n  —  i,  et  la  limite  de  q  sera  y>  V(« — l)m  ,  valeur  , 
comme  on  voit ,  assez  petite  ;  de  sorte  qu'on  pourra  employer  la  for- 
mule presque  dès  le  commencement  de  l'opération  ,  et  alors  il  n'y  aura 
presqu'aucun  tâtonnement. 

Si  au  contraire  la  racine  x  diffère  très-peu  d'une  ou  de  plusieurs  ra- 
cines réelles  ou  imaginaires  de  l'équation  proposée,  alors  la  première 
méthode  doit  être  employée  dans  un  certain  nombre  de  termes  ;  mais  on 
ne  tardera  pas  à  atteindre  la  limite  <j>  y  Tmy  après  quoi  l'opération 
se  continuera  sans  le  moindre  tâtonnement.  Au  reste ,  on  peut  observer 
que  s'il  y  a  réellement  deux  ou  plusieurs  racines  peu  différentes  entre 
elles,  l'équation  , 

nax*-  »  -f-  (« — i  )  bx*-*  -f-  (n — a)  ex— 3  -f-  etc.  =  o 

qui  est  vraie  lorsqu'il  y  a  des  racines  égales,  aura  lieu  d'une  manière 
approchée  lorsqu'il  y  a  des  racines  peu  inégales,  ce  qui  pourra  aider  k 
trouver  les  premières  figures  de  ces  racines. 

(104)  Lorsque  l'opération  du  développement  est  avancée  jusqu'à  un 
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certain  point,  et  que  les  dénominateurs  q  des  fractions  convergentes" 
commencent  à  être  un  peu  grands,  la  formule  z=(n — i)  ~  —  - 

donne  non-seulement  le  quotient  p  correspondant  à  la  fraction  £  ;  mais 

en  développant  cette  valeur  de  s  en  fraction  continue,  les  quotiens 
qu'on  obtient  de  ce  développement  peuvent  être  employés  à  la  suite 
des  quotiens  déjà  trouvés,  et  sont  exacts  jusqu'à  une  limite  que  nous 
allons  déterminer. 

La  valeur  exacte  de  z  étant 


le  terme  négligé  -5  occasionne  dans  x  une  erreur  qui  sera  dormée  par 

ri*  ^  * 

l'équation  rigoureuse  p  —  qx  =  qt  +  q»  >  en  meltant  z  à  la  place 


de  a,  et  ir  + <Tx  à  la  place  de  x.  De  cette  manière,  on  trouve 

Soient  donc  /ty  /»',  /te',  »  les  quotiens  qui  résultent  du  développe- 

ment  de  la  quantité  (n — —  — ,  et  supposons  qu'en  continuant  par 
le  moyen  de  ces  quotiens  le  calcul  des  fractions  convergentes  vers  x , 

on  parvienne  à  la  fraction  ^,  cette  dernière  sera  encore  (ne  9)  une 

P  1.  * 

fraction  convergente ,  si  l'on  a  —  —  x  <       ;  donc  tant  qu'on  aura 

XF > 7&T7r »  ou à p*u  près  Q<vït>1il  fr*clion £ sera  encore 

l'une  des  fractions  convergentes  vers  x.  D'où  il  suit  qu'à  partir  de  la 

fraction  convergente  2  ,  la  valeur  de  s  correspondante ,  développée  en 

fraction  continue,  fournit  les  quotiens  nécessaires  pour  prolonger  les 
fractions  convergentes  vers  x,  jusqu'à  ce  qu'elles  aient  environ  deux 

fois  autant  de  chiffres  que  celle  d'où  l'on  est  parti. 

......  .  ... 

Exemple    I.  *t\  ,.i 

•  I      m  ■ 

(io5)  Soit  proposée  l'équation  x3— x» — ax-f-i  =0,  dont  on  sait  que 
les  racines  sont  x=  2  cos±*,  x=—  acosftf,  xssacosftf,  *  étant 
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la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  ï  .  On  aura  donc  à  peu  près 
a ?c=  i ,  boa;  x= —  i ,  347;  x  =  o,  445.  Pour  développer  d'abord  la 
première  racine,  on  observera  que  les  différences  de  cette  racine  avec 
les  deux  autres  étant  x — <  i  =  3,049,  x — JC2=i ,  35y  ,  on  a  la  limite 

7*  =  3  043"^"  1  357  =  1  *  Peu  P"s  »  *ms*     ^ormu^e       de-nne  la  va- 
leur de  z  sera  exacte  à  moins  de  -~  lorsqu'on  aura  y>^/io  ou  y>  3, 
et  à  moins  de  ~  lorsqu'on  aura  q>  10.  Il  n'y  aura  donc  dans  ce  cas 
aucun  tâtonnement.  Voici  au  reste  les  détails  de  l'opération. 
La  valeur  de  x  qu'on  veut  développer  étant  comprise  entre  1  et  a, 

je  fais  x  =  1  -f-  - ,  et  j'ai  la  transformée 

—  s3  —  a*-f-  az-f-i  =0. 
Dans  celle-ci  il  est  aisé  de  voir  que  la  valeur  positive  de  z  est  encore 
comprise  entre  1  et  2 ,  ainsi  on  fera  z  =  1  +  4  ,   ou   simplement  on 

mettra  1  -f-  i  à  la  place  de  s  ;  car  il  est  inutile  de  distinguer  par  des 

accens  les  inconnues  des  transformées  successives ,  et  on  sait  bien  qu'elles 
doivent  être  différentes.  La  transformée  sera  donc 

z*  —  5a*  —  43  —  1  =  o. 
Dans  cette  dernière,  la  valeur  des  est  comprise  entre  4et5,  de  sorte 
qu'il  faut  mettre  4  -f-  £  à  la  place  de  z.  Mais  pour  faire  cette  substitu- 
tion suivant  la  méthode  qui  a  été  indiquée  (n°  101),  je  forme  successi- 
vement les  quantités 

<p  =  z*  —  3ss  —  4a  —  1 
|=3a» -G, -4 
^=5*-3 

Je  substitue  ensuite  dans  ces  quantités  la  valeur  z=4>  ct  ja'  le*  quatre 
nombres  —  1 ,  20 ,  9 ,  1 ,  d'où  résulte  la  transformée  suivante  : 

—  s3  +  203*  4-  gz  -f- 1  =  o. 
l'opération  est  plus  avancée  qu'il  ne  faut  pour  être  continuée 
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sans  tâtonnement  ;  et  d'abord  au  moyen  des  quotiens  trouvés  i ,  i ,  4  i 

je  forme  les  fractions  convergentes  comme  il  suit  : 

Quotiens   i ,      i ,  4 

Fract.  converg.  j-,  5, 

eft  la  quantité  a  déterminée  par  la  dernière  transformée  sera  le  quo- 
tient-complet qui  répond  à  la  fraction  2.  Mais  en  vertu  de  la  for- 
mule z  =  ^-  —  3  >  on  a  a  =  |-|-  ao,  donc  ao  est  l'entier  compris  dans  a. 

Au  moyen  de  ce  nouveau  quotient  ao ,  on  avancera  d'un  terme  le  cal- 
cul des  fractions  convergentes,  savoir  : 

1 ,    1 ,    4 ,  20 

1         1         a         q  183 

S>'   7»     7»     5»  TÔT 
Et  pour  avoir  la,  transformée  suivante,  on  formera  les  quatre  quantités 

<p  s  —  a3  -+-  aoa*  +  95  -(-  1 
g  =  —  3a*-Moa-r-9 

on  y  substituera  la  valeur  a=ao,  ce  qui  donnera  les  quatre  nombres 
181,  —391,  — 40,  — 1  ;  partant,  la  nouvelle  transformée  sera 

i8iaJ  —  391a*  —  40z  —  1=0. 

La  valeur  approchée  de  a  dans  cette  transformée  sera ,  suivant  la  for- 
mule, a  =  ^-r-Y!^  =  a-f~,  de  sorte  que  a  est  le  quotient  suivant. 

En  procédant  ainsi,  on  trouvera  les  résultats  exposés  dans  le  tableau 
suivant  : 
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Développement  de  la  racine  comprise  entre  i  et  a. 


* 

Equation  proposée ,  et  ses  transformées 

Entier 

Fractions 

successives. 

«le  la  racine. 

convergentes. 


x5  —  x* —  2.r-f-  i  =o 

1 

1  :  0 

t       — ±>  — ->  -f- 2«-f-  i  — -  u 

1 

•  -  I    .  I 

s'  —  ^s*  —  /s  —  i  —  o 

A 
*f 

2   J  I 

—a  — f—  20s  — j— f)»i— f—  i  —  o 

20 

9  •  a 

i8is3  —  Sqis* — 4°3 — i=o 

2 

182  :  101 

—  1 97='  -f  5G8G*-f-  Gc)5s  -j- 1 8 1  =o 

3 

3y3  :  207 

2059S3  iaiGs*  !205s  197  =0 

I 

i3oi  :  72a 

— 559s1  -f-  2540s* -f- 49^  1 3     3059  =  0 

6 

1G74  :  929 

a5ais3 — 2493  is*  —  75225 — 559  =  0 

10 

11 345  :  6296 

— 478793ï4-25oi58s,-f-5oG993-,r252i  =0 

n5ia4  :  C588g 

etc. 

1  etc. 

La  dernière  transformée  a  pour  racine  approchée 

  ia5qa  a5oi58 

Z  —  SS^"*"  47879 ; 

quantité  qui  étant  réduite  en  une  seule  fraction,  et  développée  en  frac- 
tion continue,  donne  les  quotiens  5,  a,  a,  1,  a,  a,  1,  18,  1,  1,  5,  etc. 
On  pourra  donc,  au  moyen  de  ces  quotiens  mis  à  la  suite  des  quotiens 
déjà  trouvés,  continuer  le  calcul  des  fractions  convergentes,  jusqu'à  ce 
que  leurs  termes  aient  1 1  ou  1 2  chiffres.  Par  des  opérations  semblables, 
on  développera  les  deux  autres  racines,  comme  on  le  voit  dans  les  deux 
tableaux  suivans  : 
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Développement  de  la  racine  comprise  entre  o  et  t. 


Equation  proposée 

Entier 

Fractions 

et  ses  transformées. 

de  la  racine. 

convergentes. 

- 

a  *  —  x  —  2.r  -f-  i  —  o 

A 
O 

1  : 

0 

*J  33*  —  3-4-1=0 

2 

0  : 

1 

A 
t 

1 

a 

i3  — 201*  93—  I  =0 

20 

4 

:  9 

3 

81 

:  18a 

Suivent  les  mêmes  trans- 

5 

166 

:  373 

formées  ,  et  par  conséquent  les 

t 

579 

:  ï5oi 

mêmes  quotiens  que  dans  le 

6 

745 

:  >674- 

développement  de  k  première 

10 

5049 

:  n345 

racine. 

5 

5i255  ' 

:  n5ia4  ' 

■ 

a 

a6iaa4 

:  586965 

etc. 

etc. 

Développement  de  la  raci 

ne  comfmse  entre  —  1  ef  —  2. 

  «y*  — _ fc  n  Y*  ■  1      »    -   — 

x^— -x  —  aj  "-(—  1  —  0 

— 1 

:  0 

S3  — 33* — 43 —  1  =° 

4 

:  1 

—  33  +  303*  +  Q3-f-  l  SB  O 

ao 

—5 

:  4 

a  . . 

— 101 

:  81 

Suivent  encore  les  mêmes 

3 

— 207 

:  166 

transformées   et   les  mêmes 

1 

— 72a 

:  579 

quotiens  qu'on  a  trouvés  dans 

6 

— 9a9 

:  745 

le  développement  de  la  pre- 

10 

— 6296 

:  5049 

mière  racine. 

5 

—6388g 

:  5i235 

etc. 

etc. 

Dans  cet  exemple,  il  est  très-remarquable  qu'on  trouve  un  rapport 
entre  les  trois  racines,  au  moyen  duquel  le  développement  de  la  pre- 
mière racine  suffit  pour  donner  celui  des  deux  autres.  Ce  rapport  est  tel, 
que  si  on  appelle  €  une  même  racine  de  l'équation  s3 — 33* — 43 — 1=0, 
celle  par  exemple  qui  est  entre  4  et  5,  les  trois  racines  de  la  proposée 
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i  H — - 1  =  - 


aC+i 


ou  si  on  appelle  *  la  première  valeur  dex,  le»  deux  autres  seront  : 

x  ,     _  *  ~ 1 

Ces  proprié te's  se  vérifieraient  aisément  par  les  formules  des  sinus, 
puisqu'on  a  x  =  acos£ir,  x,=  acos^,  o\  =  2cos£ir= — acos'jr. 
IVous  remarquerons  au  reste  que  l'équation  dont  il  s'agit  tire  son  origine 
de  l'équation  r'  — i  :=o,  où  l'on  a  fait  /^-f-rx-f- 1  =0  ;  elle  servirait  aussi 
à  inscrire  le  polygone  régulier  de  7  et  celui  de  14  côtés ,  car  on  a  le  côté  do 

l'heptagone  régulier  satin}  «se:  |/(4 — jc')=  ~  (x  +  a)  (x  —  1  )  ,  et 

celui  du  polygone  de  14  côtés  =a  cos|-7f=x,. 

Toutes  les  équations  relatives  à  la  division  du  cercle  sont  telles, 
qu'une  de  leurs  racines  suffit  pour  déterminer  rationnellement  toutes  les 
autres  ;  mais  il  en  existe  une  infinité  d'autres  qui  offrent  la  même  faci- 
lité, et  entre  toutes  ces  équations,  on  doit  distinguer  surtout  celles  dont 
une  racine  développée  en  fraction  continue  suffit  pour  donner  le  de vc- 
loppemeni  de  toutes  les  autres  racines. 

Exemple  II. 

(106)  L'équation  x* — x' — Sx'-f-ax-f- 1  =0  aurait  pour  racines 

jc  =  acos^,  x=2 — acos  — ,  x=acos—  ,  x= — acos—:   mais  en 
9  9  9  9 

excluant  la  racine  acos--^  qui  se  réduit  à  l'unité,  on  a  l'équation.. 

9 

x4  —  3x — 1=0  dont  les  racines  sont  x  =  acos'T,x  = — acos—: 

9  9 

x=^  —  acosïp  Voici  le  développement  de  la  plus  petite  —-a  cos  il. 


i3a 

;  ■  • 
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1 

x1  —  3.r — i  =o 

—  0 

—  1  • 

0 

— 334-3s* — i  =o 

2 

—  0  : 

1 

OZ*  33—1  =  O 

1 

-—  1 

.  2 

 33  -f-  6o*  -j-  ()3  +  3  =  o 

17s1  —  5  js' —  i5s — 1  =  0 

7 

—  1 

:  5 

wm 

—  8 

:  25 

—  7  33 3  4- 1 203*4-9934- 17  =  0 
1 1 133 — 2973*  —  5 1 83 — 75  =  0 

2 

 '  2D 

•  72 

5 

—  58 

:  1C7 

—  7o3s14- 8973' 4- 70234- 111=0 

1 

~  '99 

:  575 

10073*4-3873' — 12123 — 705  =  0 

.  •  1 

—  257 

:  7*° 

— 52 1 334-25853*4-34o834-ioo7  =  0 

6 

—  456 

:  i3i3-, 

190731 — 218G431— 67903  521  =0 

,  11 

-2993 

:  8618 

etc. 

etc. 

etc. 

'  -        .  i 

La  dernière  transforme'e  aura  pour  racine  approchée 

i3i5  .  ai864   63a5q74  • 

•   .,  4309^  1907  —  11  8a<7a(i3»  , 

Ct  le  développement  de  cette  fraction  donnera  à  la  suite  de 
quotiens  1,  5,  2,  1,  9,  1,  2,  5,  etc.,  au  moyen  desquels  Yt 
tion  des  fractions  convergentes  peut  être  poussée  jusqu'à  ce  que 
nominateurs  n'excèdent  pas  (861 8)». 

Développement  de  la  racine  x  =  2COS^. 


11  les 
oxima- 
les  dé- 


x3  —  3a:  —  1=0 

1 

1:0 

—  531  4-  33  4-  1  =  0 
ss  —  6z*  — 93  —  5  =  o 
—  i7334- 543"  4-  1534-1  =  0 

t    '                       •  -  ■  ' 

,  Les  autres  transformées  sont 
les  mêmes  que  dans  le  déve- 

.  loppement  de  la  première  ra- 
■cine. 

•   *                       •  î 
•                                 -               *               *  •  * 

,  ,  •  l  -,  H 
7 
5 

2 

...  3 
1 

6 
1 1 
etc. 

1  :  1 

2  :  1 
i5  :  8 

47  :  *5 
109  :  58 

374  :  '99  . 
483  :  257 

857  :  456 

5625  :  2993 

-  . . . -  etc. 
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Développement  de  la  racine.  x  =  —  acos  — 


jr'  —  Sx  —  I  =:  0 

— -i 

—  1  : 

1 

0 

s3  —  3r> —  i  =  o 

1 

— 1 

1 

1 

—2  : 

1 

3J— 63*—  93—  5  =  o 

7 

—3 

3 

3 

—23 

.  i5 

Les   autres  transformées 

2 

•  —72 

:  47 

comme  dans  la  racine  précé- 

3 

— 167 

•  109 

dente. 

1 

— 573 

:  574 

1 

—74« 

:  483 

• 

G 

— i3i5 

:  857 

1 1 

— 8618 

:  5625 

• 

etc. 

-  etc. 

■ 

Ces  rapports  entre  les  racines  pourront  se  vérifier  aisément  par  les 
formules  connues  des  sinus. 


(107)  Nous  avons  déjà  remarqué  (n4  99),  que  si  l'équation  propo- 
sée est 

ax*  -f-  bx"-'  -f»  ex—*  +  k  =  o, 

et  qu'une  de  ses  transformées,  correspondante  à  la  fraction  conver- 
gente ^ ,  soit 

Ai'  -f-  Bz"—  -f-  Cz—  +  À"  =  o, 

on  aura 

^  =      -f-  bp"~'q  «f-  cpn~%q*  -f-  ty". 

De  là  il  suit  que  si  on  a  à  résoudre  l'équation  indéterminée 

af  -f-  bi— 'u  -f-  ct—%u%  -f-  kum  =  A  , 

et  que  le  nombre  A  se  trouve  coefficient  du  premier  terme  de  Tune 
des  transformées  successives  données  par  le  développement  de  x  en 

fraction  continue,  la  fraction  correspondante  £  sera  une  valeur  de  i 

et  donnera  une"  solution  de  l'équation  proposée.  On  aura  donc  ainsi 
autant  de  ces  solutions  particulières  qu'on  trouvera  de  fois  le  nombre  A 
parmi  les  coefficient  dont  il  s'agit  ;  mais  il  faudra  en  outre  que  le  signe 


,^4  THÉORIE  DES  NOMBRES, 

de  ce  coefficient ,  tel  qu'il  est  donné  par  la  série  des  opérations ,  s'ac- 
corde avec  celui  de  A  dans  le  second  membre  de  l'équation  proposée. 

Pour  passer  de  l'équation  proposée  à  sa  transformée  en  2,  on  peut 
faire  directement  x  =C|jl£.  ;  réciproquement  pour  revenir  de  la  trans- 
formée à  la  proposée  ,  il  faut  faire  z=  jzÎ7j7>  ce  T"  donnera 

=fc  a  =  A  (-  ff  +  B  (—  <f)'->q  4-  C  (—  f)-y  +  Kf  ; 

de  sorte  que  si  on  avait  à  résoudre  l'équation  indéterminée 

a = jf+Bjr-u  -f-  Cjr^vr  4-  

on  y  satisferait  en  prenant  Et  le  rapport  que  nous  établissons 

ici  entre  l'équation  proposée  et  chacune  de  ses  transformées,  a  égale- 
ment lieu  entre  deux  transformées  quelconques,  pourvu  que  les  fractions 
convergentes  soient  calculées  d'après  les  quotiens  intermédiaires. 

Ainsi  dans  l'exemple  premier,  on  peut  comparer  directement  la 

seconde  transformée  x*  —  3x»  —  4x  —  1=0  à  la  neuvième  

—  4707933 -f-25oi 58s*  +  506993-1-2521  =  0;  mais  pour  cela,  il  faut 
calculer  les  fractions  convergentes  vers  une  racine  de  l'équation... 
x3  —  3x*— fyx—  1  =0,  ce  qui  se  fera  au  moyen  des  quotiens  trouvés 
4,  20,  a,  3,  1,  6,  10;  voici  ce  calcul  : 

Quotiens  4,  20,    3  ,     3   ,     1    ,     6  ,  10 

Jrract.  converg.  -,  7  ,  -  ,         ,    7^,    T&4  »    ïa47>  7^54* 

Oo  aur.  donc  *=^|±£g.  ou  »=-^|. 

On  voit  en  même  temps  que  si  on  avait  a  résoudre  l'équation 

47879*'  -f-  25o  1 58**u  —  5oG99*i*'  4-  25a  1  a3  =  1 , 

on  y  satisferait  en  faisant  t  =  1 247 ,  "  =  1 2654. 

Une  telle  réduction  entre  de  si  grands  nombres  parait  remarquable  ; 
cependant  pour  peu  qu'on  y  réfléchisse,  on  verra  que  toutes  les  trans- 
formées comprises  dans  le  développement  de  la  même  racine  jouissent 
de  la  même  propriété,  c'est-à-dire  que  si  l'une  quelconque  de  ces  trans- 
formées est  représentée  par  At3  -t-2?**-f-C«-f-J9=  o,  les  nombres^, 
B,  Ct  D  pouvant  s'élever  à  une  grandeur  quelconque,  on  satisfera  to«- 
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jours  à  l'équation 

Âfi  +  Bfu+  Ctiâ  +Diï  =i , 

en  prenant  /= — q%  uz=q,  C  étant  la  fraction  convergente  à  laquelle 

répond  le  quotient-complet  z. 

Si  l'on  considère  de  plus  que  la  proposée  x1 — x* —  ax-f-i  =  o 
et  ses  trois  premières  transformées  ont  à  leur  premier  terme  i'umté 
pour  coefficient,  et  que  chacune  do  ces  quatre  équations  peut  être  re- 
gardée comme  l'équation  principale  qui ,  par  le  développement  de  sa 
racine,  fournit  toutes  les  autres  transformées,  on  en  conclura  qu'il  y 
a  toujours  au  moins  quatre  manières  de  réduire  à  l'imité  la  quantité 
Af  +  BPu  +  Cue  +  Dit.  Par  exemple,  si  l'on  se  propose  encore 
l'équation 

47879^  -f-  35oi567*u—  50699m* 4-  a5aiaJ=  ï, 

on  y  satisfera  de  ces  quatre  manières  : 

/  =  63C)6  h  =  6388g 

*  =  5o4q  «  =  5ia35 

*=  1347  m  =13654 

/=    61  u=  619. 

(108)  Mais  on  peut  encore  trouver  d'autres  solutions  par  le  déve- 
loppement des  deux  autres  racines  de  la  même  équation.  En  effet,  puis- 
qu  en  partant  de  1  équation 

47879a5  4.  a5oi 58z»  —  506993  -f-  a5a  1  =  o , 
et  faisant  on  a  la  transformée 

x3  —  x* — ax-f- 1  =  0, 

on  peut  supposer  qu'on  est  parvenu  à  ce  résultat,  en  développant  en 
fraction  continue  une  racine  de  l'équation  en  3 ,  comprise  entre  o  et  1 . 
Voici  l'opération  qui  serait  l'inverse  de  celle  de  l'exemple  I  : 
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o  ss  a5a  ij1 — 50699  >■*-+• 3  5oi  58r-t-47®79 
o  =  55o  y* — 7522;  '-}-a493 1  >-j-a5a  1 
o  =2059  j3— 4y6i^-"H-354qr+559 
o  =  197  y3—  1  ao5/*-H  21674-2059 
o  =  18 1  j1— 695^+568?    1 97 

o  =      y3 — 4°/'+-*)  lJ  '"+" 1  ^  » 
o  =  x1— 97*4-20?  -f  - 1 
0=  f— 4j*4-5;-4-i 

*  0=     7S— 27  *—J+l 

0=  —Z3—2Z'+Z-\-i 


o 
1 

6 

7 
27 

61 

1247 


1 

10 
61 

7» 

619 
12654 


5o4g  :  5i255  . 
6296  :  63889 

11345  :  n5i24 


Arrivé  à  celte  transformée,  on  aurait  5=  "^y"*"^!?  ;  ainsi  en  met- 
tant  —  -  à  la  place  de  Z,  on  voit  que  la  substitution  de  la  valeur 

%  =  63889^— "  sfa4  donne  en  e^et  'a  transformée  jcs  — x*  — 2jt  4-  1  =  o. 
Mais  le  développement  précédent,  qui  est  exact  jusque  dans  l'avant- 
dernière  transformée,  cesse  de  l'être  dans  la  dernière,  et  par  cette  raison, 
nous  avons  séparé  par  un  trait  les  derniers  résultats  qui  ont  besoin  d'être 
rectifiés. 

L'avant-dernière  transformée  o  =/s  —  27^  — y  4-  1  a  deux  racines 
positives,  l'une  comprise  entre  o  et  1  ,  l'autre  entre  2  et  3.  Si  on  fait 
d'abord  usage  de  la  dernière,  il  faudra  prendre  2  pour  racine  appro- 
chée, au  lieu  de  1*  qui  a  été  mis  dans  le  tableau  précédent,  alors  le 
calcul  se  continuera  ainsi  : 


5049  : 

5i235 

*  o=js— 271— j4-i 

2 

6296  : 

63889 

0  =  —j5  4-  3j*  4-4  j4- 1 

4 

17641  : 

179013 

0  = j3  —  20?" — 9  y  —  i 

20 

76860  : 

77994' 

0  =  — 1 8 1^^59^4^0/4-1 

2 

1554841  : 

15777833 

Suivent  les  mêmes  transfor- 

etc. 

etc. 

mées  et  les  mêmes  quotiens 

> 

que  dans  l'exemple  I. 

Et  comme  on  trouve  ici  deux  nouvelles  transformées  dont  le  premier 
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terni e  a  pour  coefficient  i ,  il  s'ensuit  que  l'équation  indéterminée 

47879^  -f-  s5oi 58fu  —  50699m'  -f-  3531a»  =  =fc  1 

est  susceptible  de  deux  nouvelles  solutions  ,  savoir  : 

t  =  17641  ,     11  =  179015,     3d  membre  —  1 
t  =  76860,     u  =  77994 1  t     3<1  membre  -f-i. 

Si  ensuite  on  fait  usage  de  la  racine  comprise  entre  o  et  1  ,  il  faudra 
de  plus  rectifier  le  quotient  mis  devant  la  transformée  précédente... 
o  =7* — 4/**  "f- 5?* -H  1  »  et  on  aura  les  résultats  suivans,  qui  présentent 
le  développement  d'une  seconde  valeur  de  3  : 


» 

1347  *• 

13654 

o=r— 4r-r-5/+» 

a 

5049  : 

5i335 

0  =  — t3— y+yr+ 1 

1 

11545  : 

1 i5is4 

4 

16394  : 

166359 

0 = — js H-  207*  4-97  + 1 

30 

76931  : 

780560 

0=  1817'— 591/'— 407—  1 

3 

1554814  : 

i 5777559 

3 

etc. 

Le  reste  comme  ci-dessus. 

1 

etc. 

On  aura  donc  encore  trois  nouvelles  valeurs  qui  satisfont  à  l'équation 
iudéterminée,  savoir: 

t  =  ii345,  u  s=  n5i34,  3d  membre  —  1 
t  sa  16394,  «  =  i6635g,  3d  membre  -f-i 
t  =  76931 ,     u  =  780560,     3d  membre  — 1. 


(109)  Pour  éclaircir  davantage  cette  théorie,  considérons  en  général 
une  équation  proposée  X  —  o,  et  supposons  qu'en  développant  una 
de  ses  racines  en  fraction  continue,  on  parvienne  à  une  transformée 
quelconque  Z  =  o;  soit*,  etc.  la  série  des  quotiens  trouvés, 

et  £  la  fraction  convergente  qui  répond  tant  au  quotient  entier  ft  qu'au 

quotient-complet  2  donné  par  l'équation  Z  =0.  Voici  l'opération  figu- 
rée du  développement  : 

 •  -       -  • 

18 


.58 
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X  =  o 

et 

I 

:  o 

a 

:  i 

• 

y 

• 

• 

• 

• 

r 

P' 

/ 

•  •  • 

Z  =  o 

D 
r 

g 

Z  =  o 

* 

P' 

/ 

• 

* 

• 

• 

Cela  posé,  la  transformée  Z  =  o  résulte  directement  de  la  proposée, 

en  y  substituant,  au  lieu  de  x,  la  valeur  x  =^iL;  réciproquement 

la  proposée  X  =  o  résulterait  d'une  quelconque  de  ses  transformées 
o,  en  substituant  dans  celle-ci,  au  lieu  de  z,  la  valeur... 

Le  même  rapport  peut  être  établi  entre  deux  transformées 

quelconques,  pourvu  que  les  fractions  convergentes  soient  calculées  au 
moyen  des  quotiens  intermédiaires ,  en  partant  de  celui  qui  répond  à  la 
première  transformée ,  et  qui  en  est  une  racine  approchée. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  formule  x  =  pz*pa 


p  —  qx 


ment  toutes  les  racines  de  l'équation  proposée  ,  car  on  peut  imaginer 
qu'on  substitue  successivement  à  la  place  de  z  les  différentes  racines  de 
l'équation  Z  =  o ,  et  il  en  résultera  autant  de  différentes  valeurs  de  x. 

Réciproquement  la  valeur  de  s  =  p°  renferme  toutes  les  ra- 
cines de  la  transformée  Z=o.  L'une  de  ces  racines,  qui  est  positive 
et  plus  grande  que  l'unité,  est  donnée  par  la  continuation  du  dévelop- 
pement, ensorte  que  l'on  a 

Z—fX-\  r  ,  i 

"^f?  etc.  à  l'infini. 


est  censée  répondre  à  la  racine  x  qu'on  a  développée  en  frac- 
tion continue.  Les  autres  racines  de  la  transformée  (au  moins  lorsque 
le  développement  est  devenu  régulier,  et  que  la  transformée  n'a  pas 
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â-la-fois  deux  racines  positives  et  plus  grandes  que  l'unité)  sont  toutes 
négatives  et  plus  petites  que  l'unité;  en  effet,  si  on  désigne  par  x, 
celle  des  autres  racines  de  la  proposée  à  laquelle  répond  une  autre  ra- 
cine de  la  transformée,  désignée  serublahleinent  par  s, ,  on  aura 

p-^qx,  p  p^p—qx^ 

Or  on  a  pq'  —  p'q  =  dtz  i,  et  comme  p  va  en  augmentant,  ainsi  que 
p  —  qx,  ,  puisque  £  n'est  pas  une  fraction  convergente  vers  x, ,  il  est 
clair  que  la  valeur  de  z,  approchera  d'autant  plus  de        que  p  sera  plus 

P 

grand.  Ce  résultat  a  lieu  également  pour  toute  racine  de  la  transformée 
autre  que  a  ;  d'où»  l'on  voit  que  toutes  ces  racines  tendent  continuelle- 
ment à  être  égales  entre  elles,  et  à  avoir  pour  valeur  commune 
quantité  négative  et  plus  petite  que  l'unité. 

(110)  D'un  autre  côté,  on  sait  (n*  xi)  que  la  quantité^-  est  égale 
4  la  fraction  continue 


composée  des  quo tiens  qui  précèdent  p.  dans  l'ordre  rétrograde,  jus- 
qu'au premier  *  inclusivement.  Donc  tandis  qu'une  racine  z  de  la 
transformée  Z  s=  o ,  donne  dans  son  développement  les  quotiens  pt , 
pt9  fi  y  etc. ,  toutes  les  autres  racines  de  la  même  transformée  donnent 
dans  leur  développement  les  quotiens  précédons  /t*°,  jt00,  jx."*,  etc.  dans 
l'ordre  inverse.  Ces  racines  sont  donc  en  effet  d'autant  plus  près  de 
l'égalité,  qu'il  y  a  un  plus  grand  intervalle  entre  la  proposée  et  la  Iran* 
formée  dont  il  s'agit.  Mais  quelque  approchée  que  soit  cette  égalité, 
elle  ne  devient  jamais  rigoureuse,  et  on  peut  toujours  développer  sé- 
parément les  différentes  valeurs  de  s,  correspondantes  aux  valeurs 
analogues  de  x,. 

Car  si  on  reforme  la  fraction  - ,  an  moyen  des  quotiens  qui  la  com- 
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posent,  en  cette  sorte 

f*>      J*003   c/« 

o       i  q"  ff 

î9  F   *'  F' 

si  ensuite  on  met  * — x,  à  la  place  de  *,  il  est  clair  que  la  fraction  con- 
tinue deviendra  p  ~~q  J|,  et  qu'ainsi  on  aura  — s,  =p'~q  x'  :  donc  la 
valeur  exacte  de  — 3,  développée  en  fraction  continue  sera: 

'  Il  ne  s'agit  plus  que  de  substituer  à  la  place  de  x,  sa  valeur  expri- 
me aussi  en  fraction  continue.  Pour  cela,  il  y  a  différons  cas  à 


i°.  Si  x,  est  négatif,  et  que  sa  valeur  développée  commence  ainsi 

— -x,  =<t,  -f-^-  -  i  ,  alors  il  est  clair  que  la  jonction  des  deux 

Ç'  +  y,  +  «c. 

fractions  continues  se  fera  sans  difficulté,  et  donnera 


\  . 

3e.  Si  la  valeur  de  x,  est  positive  et  moindre  que  a,  on  fera 
x,  =  *, -f  -  ,  ce  qui  donnera  «— x,  sas  a  —  et,  —  i  -f- -~-     i  .Dans 

le  cas  où  *— <x,  =  i,  il  faut  remonter  au  quotient  qui  précède  *, 
et  on  aura  €  -f-  j^T,  *=  C  +  1  +  ^^r? 

5e.  Si  la  valeur  de  x,  est  positive  et  plus  grande  que  a,  il  faudra 
encore  remonter  au  quotient  6,  et  on  aura 


y 
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Soit  d'abord  et,  =  et,  cette  valeur  se  réduit  à  € — y,  et  on  se  con- 
duira à  1  égard  de  € — jrt  comme  on  l'a  fait  pour  et—  x. 
Soit  ensuite  a — et,  =  — m,  on  aura 

e  +ï^=<  -  ÏT+l >  +  TT-Î-, , 

De  là  on  voit  que  dans  tous  les  cas  la  substitution  de  la  valeur  de  X, 
peut  se  faire  dans  la  fraction  continue  égale  à  z, ,  sans  occasionner 
d'autre  changement  que  sur  quelques-uns  des  derniers  termes  de  la 
suite  fi%  fjf. . . .  6,  et,  ou  sur  quelques-uns  des  premiers  de  la  suite 
*!>  6i>  etc.  venant  du  développement  de  x,.  D'ailleurs  la  suite 
infinie  a,,  G, ,  y, ,  etc.  (sauf  peut-être  quelques  premiers  termes) 
sera  également  comprise  dans  le  développement  de  la  racine  a,.  Donc 
une  racine  quelconque  de  la  transformée  offre  toujours  dans  son  déve- 
loppement en  fraction  continue  les  mêmes  quoliens  que  la  racine  cor- 
respondante de  la  proposée ,  sauf  les  premiers  termes  qui  sont  différens , 
tant  à  cause  de  la  partie ji%  ft°%  etc.  qui  est  propre  à  la  transformée, 
qu'à  cause  de  la  jonction  des  deux  fractions  continues  qui  peut  opérer 
un  changement  dans  les  premiers  termes. 

(m)  Pour  rendre  ces  résultats  encore  plus  sensibles,  reprenons 
l'exemple  I,  où  l'équation  proposée  est  x3 — x» — ax-f-  i  =o,  et  con- 
sidérons une  de  ses  transformées,  telle  que 

—        H-  566V  -f-  6953  -f-  181  =  o  ; 

la  racine  positive  et  plus  grande  que  l'unité  sera  donnée  par  les  quo- 
ticns  qui  naissent  de  la  continuation  du  développement,  et  qui  sont 
3,  1,  6,  10,  5,  a,  a,  1,  a,  a,  1,  18,  1,  1,  3,  etc.  ;  de  sorte  qu'on 
aura  pour  cette  première  racine, 


,0+5  +  etc. 


Pour  avoir  les  deux  autres  racines  de  la  même  équation,  il  faut,  con- 
formément à  ce  que  nous  avons  dit,  prendre  . 
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et  substituer  au  Heu  de  x,  successivement  les  deux  autres  racines  de 
l'équation  proposée.  La  racine  négative  étant  celle  dont  la  substita* 
tion  est  la  plus  facile ,  nous  prendrons  d'abord  sa  valeur  développée, 
qui  est 

^3-f-etc. 


d'où  résultera 

_  i 

ao  + 


a+ao  +  -  a 

»  +-  ■  1 

ao-4--  i 


Prenons  ensuite  la  troisième  racine  positive 

,nao  +  etc. 

si  on  fait,  pour  abréger,  x,  =  -  ^ ,  on  aura  la  troisième  racine  de 
la  transformée 

Pour  faire  disparaître  l'irrégularité  dans  cette  valeur,  il  faut  changer 
ainsi les  derniers  termes  de  la  fraction  continue  : 


i   y  +  i  i  i 

ï  +  -     i     t~~3y+a  —  a  +  -2—  —  a  +  -  ,  i 

Donc  on  aura,  sans  aucun  terme  négatif, 


i 

a  4-  — » 


a-f--  ,  » 


ao-f-  .  î 

3  +  3  +  etc. 
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k*  quotiens  «uivans  étant  comme  dans  la  première  racine  1,  6,  10, 
5,  a,  a,  ij  a,  a,  j,  18,  1,  1,  3,  etc. 

Au  reste,  si  on  applique  cette  théorie  aux  équations  du  second  degré, 
et  qu'on  considère  l'équation  transformée  qui  donne  la  valeur  du  quo- 
tient-complet dans  une  période  éloignée,  on  trouvera  que  la  seconde 
racine  de  cette  transformée  est  exprimée  par  les  quotiens  précédera  pris 
dans  l'ordre  inverse  ;  d'où  il  suit  que  la  période  qui  a  lieu  dans  le  dé- 
veloppement de  cette  seconde  racine,  est  la  même  que  celle  de  la  pre- 
mière ,  mais  prise  dans  l'ordre  inverse.  Résultat  entièrement  conforme 
avec  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé  pour  les  équations  du  second  degré 

(S  X). 

(x 1  a)  Quoiqu'on  ait  supposé  dans  ce  qui  précède,  que  les  coefficiens  de 
l'équation  proposée  sont  des  nombres  entiers,  cette  condition  n'est  pas 
cependant  absolument  nécessaire ,  et  on  peut ,  au  besoin ,  convertir  en 
fraction  continue  la  racine  de  toute  équation  proposée,  soit  algébrique, 
soit  même  transcendante.  Pour  cela,  il  faut  chercher,  par  une  méthode 
quelconque,  la  valeur  approchée  de  la  racine  dont  il  s'agit,  puis  con- 
vertir cette  valeur  en  fraction  continue,  en  ayant  soin  d'arrêter  le  dé- 
veloppement et  le  calcul  des  fractions  convergentes  au  point  où  l'on 

présume  que  l'exactitude  doit  cesser.  Si  la  fraction  £  à  laquelle  on  s'ar- 
rête ,  est  une  fraction  convergente,  il  faut  se  rappeler  que  la  différence 
de  cette  fraction  avec  x  doit  être  moindre  que  ^;  et  ainsi  le  degré 

d'approximation  de  la  valeur  de  x  étant  supposé  connu,  on  connaîtra 
la  limite  de  q.  Au  reste ,  une  approximation  ultérieure  servirait  à  re*- 
dresser  l'erreur,  s'il  y  en  avait. 

Supposons  donc  qu'en  vertu  de  la  première  approximation ,  on  a 
trouvé  les  quotiens  et  les  fractions  convergentes  vers  x  comme  il 
•uit  : 

Quotiens  a,  £,       y  /x» 

Fract.  converg....  i,  ^   £ ,  J. 

f 

Pour,  continuer  le  développement',  on  prendra  l'équation  proposée 
i^(x)  =  o,  et  on  substituera  dans  le  premier  membre,  au  lieu  dex, 

la  valeur  £-f-a».  On  suppose  que  a»  est  une  correction  assez  petite 
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pour  qu'on  puisse  négliger  les  puissances  de  a»  supérieures  à  la  pre-ï 

mière,  et  alors  en  faisant  ■^=F',  le  résultat  de  la  substitution  sera 

P:  (-)  =  o,  d'où  l'on  tire 

 îi(L) 

Soit  maintenant  z  le  quotient-complet  qui  répond  à  £ ,  on  aura .... 
jc  =  ^^;  =  2_|.û>)  Ce  qui  donnera,  en  substituant  la  valeur  4e 

Si  l'équation  est  algébrique  ,  et  qu'on  ait 

F  :  (x)=axm  +  bxH-l  +  cx—*  +  4-* 

F'  *.  (x)  =  /u»x—  -f-  (n—  1)  ix—  -f-  («— a)  ex— 3  -f-  etc. 

il  en  résultera 

 <7"  ■  P<1°—P°<1    nap—  +  (jt—i)bp—*q  +  (n—a)cp—*q'  etc. 

g"*"       ?        '     ap*  +  bp—>q  +  cp—'tr  +  +  kq"  9 

ce  qui  revient  à  la  formule  du  n*  102.  * 

En  général,  il  est  à  remarquer  que  la  valeur  de  z  donnera  par  son 
développement  divers  quotiens  ft,  /tt',  fi*t  etc.  qui  feront  suite  avec 
les  quotiens  déjà  trouvés,  et  permettront  de  continuer  le  calcul  des 
fractions  convergentes  jusqu'à  ce  que  l'erreur  de  la  première  approxi- 
mation soit  réduite  à  sou  quarré.  Et  s'il  arrivait  que  la  valeur  de  z  ne 
fût  pas  positive  et  plus  grande  que  l'unité ,  ce  serait  une  preuve  qu'un 
ou  plusieurs  des  quotiens  précédens  fi*f  ft°*,  etc.  sont  fautifs,  et  doivent 
être  corrigés  au  moyen  de  la  valeur  de  s.  Alors  on  réduirait  en  une 

seule  fraction  /A°-f-->  et  si  la  somme  était  positive  et  plus  grande  que 

l'unité,  il  n'y  aurait  que  le  dernier  quotient  /*'  à  changer.  Dans  le 


contraire,  il  faudrait  substituer  la  valeur  de  z  dans  ^°°-{™  ,  1  ,  ou 

même  dans  fj.°°9  +  ^  ,  j_    t ,  ainsi  en  rétrogradant,  jusqu'à  ce  qu'on 

h'+z 
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parvint  k  un  résultat  positif  et  plus  grand  que  l'unité.  Cette  valeur 
étant  développée  en  fraction  continue,  donnerait  à-la-fois  les  quotiens 
qu'on  doit  substituer  aux  quotiens  défectueux  et  quelques-uns  de  ceux 
qui  les  suivent ,  selon  le  degré  de  la  première  approximation. 

Il  est  clair  que  par  des  opérations  semblables,  réitérées  autant  qu'il  est 
nécessaire,  on  peut  parveuir  à  développer  en  fraction  continue,  et  jus- 
qu'à un  nombre  de  quotiens  quelconque ,  toute  racine  d'une  équation 
proposée ,  de  quelque  nature  qu'elle  soit. 

(n 3)  Quant  à  la  méthode  pour  obtenir  la  première  approximation, 
on  peut  proposer  comme  l'une  des  plus  simples  et  des  plus  convenables 
pour  cet  objet,  la  méthode  de  Daniel  Bernoulti,  fondée  sur  la  théorie 
des  suites  récurrentes,  et  dont  Euler  a  donné  une  exposition  détaillée 
dans  son  Introd.  in  Analjs.  Inf.  Cap.XVII.  Cependant  comme  cette  mé- 
thode est  sujette  à  quelques  difficultés  dans  les  applications,  il  ne  sera 
pas  inutile  de  la  présenter  ici  avec  une  modification  qui  peut  faire  dis- 
paraître une  grande  partie  de  ces  difficultés. 

Soit  x"-f-arm-'  -f-àr"-*  -f-cr"-3  -j-  etc.  =  o,  une  équation  proposée 
dont  les  racines  sont  a,  €,  y9  etc.  ;  si  on  prend  pour  z  une  van 
riable  quelconque  ,  on  aura  l'équation  identique 

i  -f-  az  -f-  bz*  -f-  cz*  etc.  =  (i  — az)  (i  —  Çz)  (i  — yz)  etc.; 

d'où  résulte,  par  la  diûerentiation,  cette  autre  équation  pareillement 
identique  :  , 

— a  —  abz — 3«*  —  etc.         «      .      C      .      y      ,      J  ,at„ 

Soit  A  +  Bz  +  Cz*  -f-  Dz' . .  .-f-  Afa— ■  -f-  Aa*  -f-  etc.  la  série  qui  vient 
du  développement  du  premier  membre,  on  aura,  d'après  la  loi  connue 
des  suites  recurrenies  , 

* 

A  =  —  a 
B  =  —  aA  —  2b 
C  =  —  aB  —  bA  —  5c 
D=  —  aC  —  bB  —  cA  —  ^d 
E  =  —  aD  —  bC  —  cB  —  dA  —  5e 
■  ■    •  etc.  (  , 

11  faut  par  conséquent  que  la  suite  ainsi  trouvée  A+Bt+Cz*+  etc. 

*9 
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soit  identique  avec  celle  qui  résulte  du  second  membre ....... » 

-~H-— ^«f- etc.  Or  on  a  — =  *  -f-  **3  -f.*V-f-  etc.,  et  le* 

autres  fractions  partielles  donnent  des  résultats  semblables  ;  doua  en 
réunissant  tous  ces  résultats,  on  aura 

^  =  et-r-C-f-3,-f-<T-f-É-f-etC. 
Z?  =  a*  -f-  C1  -f-  >*  4-  ^  *  H- 1*  +  etc. 
C  =  a3  +  es -f- >3 -f- *T3  +  *3 -f- etc. 


et  en  général       iV  bb  a»  -f-    -f-  j,"  -f-  / •  -f-  «"  -f-  etc. 

(les  formules  sont  celles  qui  servent  à  trouver  la  somme  des  puissance* 
des  racines  d'une  équation  donnée;  mais  il  est^évident  qu'elles  sont  ap- 
plicables aussi  à  la  résolution  approchée  des  équations;  car  si  a  est  la 
plus  grande  des  racines,  et  que  l'exposant  n  soit  suffisamment  grand, 
ou  aura  à  fort  peu  près  Nz=tt":  on  aurait,  par  la  même  raison, 

A' 

Ms=*— donc  la  racine  cherchée  *  =  ^. 

Donc  pour  avoir  par  approximation  la  plus  grande  racine  de  l'équa- 
tion proposée ,  il  faut  calculer  les  coefficiens  successifs  A ,  B ,  C , 
D. . . .  3ft  J\. . . .  par  la  loi  générale  des  suites  récurrentes;  puis  ou 
divisera  le  dernier  coefficient  trouvé  par  l'avant-dernier ,  et  le  résultat 
sera  la  valeur  de  la  racine  demandée:  valeur  d'autant  plus  approchée, 
que  l'opération  aura  été  poussée  plus  loin ,  et  qu'il  y  aura  plus  d'inéga- 
lité entre  les  racines. 

11  est  aisé,  par  une  transformation,  de  faire  ensorte  qu'une  racine 
quelconque  devienne  la  plus  grande  des  racines,  ainsi  cette  méthode  peut 
servir  à  trouver  indistinctement  toutes  les  racines.  Dana  un  grand  nombre 
de  cas  l'approximation  sera  plus  rapide  par  cette  voie  que  par  aucune 
autre  connue;  quelquefois  elle  sera  lente,  quelquefois  aussi  les  résul- 
tats seront  absolument  fautifs  ;  mais  il  est  facile  de  prévoir  et  d'éviter 
ces  inconvéniens,  si  l'on  a  une  première  notion  de  la  grandeur  re- 
lative et  delà  nature  des  racine». 

... 

(n4)  Appliquons  ces  méthodes  à  l'équation  xs—  3jr»-f  i  =o;  pour 
avoir  la  valeur  approchée  de  1»  plu»  grande  .racine,  il  ftudra  dévelopf 
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pcr  en  série  la  fraction  -  _~  g ,  ce  qui  donnera  3+93-4- a^s'-Hx)*" 
4-i98^-f-57035H-i64i3s-f-47253'H-i36o53g4-3gi7439-f-etc.  En  s'arrêtant 
ainsi  au  dixième  terme ,  on  aura  la  racine  cherchée  x  =  75^. 

Maintenant  si  on  développe  cette  valeur  en  fraction  continue,  on 
aura  les  quotiens  2,  1,  7,  3,  2,  3,  1,  a,  6;  et  pour  juger  jusqu'à  quel 
point  ils  peuvent  être  exacts ,  on  développera  semblablement  la  frac» 

tion  qu'on  aurait  eue  en  s'arrêtant  au  neuvième  terme  ;  il  résulte 

de  celle-ci  les  quotiens  2,  1,  7,  3,  a,  5  ;  d'où  il  parait  qu'on  peut  re- 
garder comme  exacts  les  quotiens  a,  1,  7,  3,  a,  3.  Au  moyen  de 
ceux-ci  on  calculera  les  fractions  convergentes  comme  il  suit  : 

  3>  «  >  7>  5  »  a>  5- 


Fract.  converg  -,  -t  -,  -g-,  ^,       ,  — . 

Pour  continuer  le  calcul  de  ces  fractions  d'après  la  méthode  du  n*  112, 

faisons  ^  =         -  et  soit  toujours  e  le  quotient  complet  qui 

9  t  '.99 

répond  à  cette  dernière  fraction  ,  nous  aurons ,  en  observant  que 

q'      1       3/>*  —  6pq  a6oo5i 

*  —  ~  7  ■*■  9  •  7-W4-T~"  «39897' 

• 

Cette  valeur  étant  positive  et  plus  grande  que  l'unité ,  il  s'ensuit  que  tous 
les  quotiens  déjà  employés  sont  exacts,;  et  pour  avoir  ceux  qui  viennent 
à  la  suite ,  il  faut  développer  la  valeur  de  a  en  fraction  continue ,  ce 
qui  donnera  les  nouveaux  quotiens  1,1,6,11,1,  1,1,. 3,  etc.  ,  de 
sorte  que  l'opération  du  développement  se  continuera  ainsi  ; 

Quotiens   1,    1,    6,     11,  r. 

_      .  167    573    74o    i3i3    8618    96111  104729 

Fractions  converg  "§8  >  T99  »  557»  "456*  *  âgp  '  33379  >  36377  »  et* 

a  .  -      ....  » 

On" s'arrête  à  cette  dernière,  parce  que  36373  a  autant  de  chiffres  que 
le  quarré  de  199,  et  que  la  fraction  suivante  pourrait  n'être  plus  du 
nombre  des  fractions  convergentes. 

(11 5)  Les  méthodes  qu'on  vient  d'exposer  ne  .concernent  que,  les 
racines  réelles  des  équations.  A  l'égard  des  racines  imaginaires,  il  peut 
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être  utile  aussi  d'en  avoir  un  -  expression  approchée  indéfiniment,  et 
l'analyse  indéterminée  ofre  des  cas  où  Ton  a  besoin  de  convertir  en 
fraction  continue  la  partie  réelle  de  ces  racines.  Nous*  saisirons  cette 
occasion  de  présenter  quelques  vues  nouvelles  sur  l'approximation  de* 
racines  imaginaires,  objet  jusqu'à  présent  assez  négligé  des  Analystes. 

On  sait  que  toute  raciue  imaginaire  d'une  équation  peut  être  repré- 
sentée par  et  -f-  G  y/—  i  ,  *  et  Ç  étant  des  quantités  réelles  ;  on  sait 
aussi  que  la  quantité  et  peut  être  déterminée  directement  par  une  équa- 
tion du  degré  "("  —      n  étant  le  degré  de  l'équation  proposée.  Ayant 

trouvé  * ,  il  n'est  pas  diflicile  d'avoir  £  ;  car  comme  l'équation  proposée 
doit  être  divisible  par  x*  —  air  -t-  a»  -f-  si  on  exécute  la  division  et 
que  le  reste  soit  Ax-\-  Bt  il  faudra  qu'on  ait  J  =  o  et  2?  =  o,  équations 
au  moyen  desquelles  on  pourra  avoir  une  valeur  rationnelle  de  €*  en 
fonction  de  et.  Tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  de  et  par  l'équation 
dont  elle  dépend,  et  qui  résulte  de  la  combinaison  des  équations  A— © 
et  B  =  o  ;  mais  dès  que  n  surpasse  4  ,  le  degré  de  cette  équation  devient 
trop  élevé  pour  qu'elle  soit  de  quelqu'utilité  dans  la  pratique,  et  il  faut 
absolument  recourir  à  d'autres  moyens  pour  avoir  les  valeurs  approchées 
de  a  et  6.  Or  quels  que  soient  et  et  Ç,  on  peut  toujours  supposer 
et  =  r  cos  0  ,  C  =  r  sin  <p,  ce  qui  donnera  x  =  r  (cos  p  -|-  \/—  i  sin  <p) , 
et  en  général  x*  =  r"  ( cos  tmp  -f-  \/ — i  sinwp).  Ces  formules  dont 
l'emploi  a  été  indiqué  par  Euler ,  sont  propres  à  simplifier  beaucoup 
dans  certains  cas  la  recherche  des  racines  imaginaires. 

(116)  Soit  d'abord  l'équation  ax*  -f-  bx  -f-  c  as  o ,  à  laquelle  peut  se 
réduire  toute  équation  à  trois  termes  (car  on  ne  suppose  pas  que  m  soit  un 
nombre  entier).  Si  on  met  au  lieu  de x  la  valeur  r(eosÇ-f-  y^— - 1  sinf )y 
l'équation  proposée  se  décompose  en  ces  deux  autres 

•  •  •  • 

o  =  ai"cosmp  -f-  breosç  -f-  e 
o  =  or"  sin  mfy  -f-  brs'm  ç. 

Multipliant  la  première  par  sm  mp ,  la  seconde  par  —  roswî,  et  ajou- 
tant les  produits,  on  aura  o  =  c  sin  mp  -f-  br  sia  ( m  —  1  )  p  ,  d'où  l'on 
tire 

e        tinmy  . 
~~       ï'«ii(m — t)p' 

Substituant  celte  valeur  dans  la  seconde  des  équations  précédentes,  o» 
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aura  pour  déterminer  <p,  l'équation 

 nin"  (mj)   c  /—  b\m 

*in  <t  sinm-'  (  m— •!  )  <p       a  \  c  ) 

Or,  après  quelques  essais,  on  reconnaîtra  bientôt  entre  quels  degrés 
voisins  tombe  l'angle  <p;  ensuite,  par  les  fausses  positions,  on  achèvera 
de  déterminer  <p  avec  toute  l'exactitude  que  les  tables  comportent,  c'est- 
à-dire  ,  ordinairement  avec  six  ou  sept  chiffres.  Q  étant  connu ,  r  le 
deviendra;  ainsi  on  connaîtra  la  racine  imaginaire  r(cos<p-|-v/—  i  sin<p) 
assez  exactement  pour  la  plupart  des  applications. 

(117)  Prenons  pour  exemple  l'équation  x" —  x+iaO;  en  faisant 
x  =  r  (cos  $  -f-  y/ —  1  sin  q>) ,  on  aura  r  ss  ,  et  l'équation  pour  dé- 
terminer <p ,  sera 

•in  ;  sin' .  3f 

Si  l'on  fait  p  =  3o" ,  le  premier  membre  se  réduira  à  | ,  ainsi  l'erreur 
=  -f-  si  l'on  fait  p  =^  3i*,  le  premier  membre  sera  0,921 ,  ce  qui 
donne  l'erreur  =  —  0.07g.  De  *a  on  trouve  Q  =  3o°  36'  à-peu-près. 

Soit  donc  <p  =  3o'  36' ,  le  premier  membre  aura  pour  logarithme 
9,999933 ,  et  Terreur  sera  par  conséquent  de  —  67  unités  décimales  du 
sixième  ordre.  Faisant  p=3o°  35',  l'erreur  logarithmique  devient -f-i 394; 
de  là  on  tire  la  vraie  valeur  de  <p  approchée  autant  que  le  permettent 
des  tables  à  six  décimales  > 

<p  =  5o°  35'.  954. 

Ensuite  on  aura  log  r = 9 . 9267 39 ,  log  *  =  9,86 1 6 1 5,  log  £  =  9 . 63348* ; 
donc  enfin  la  racine  cherchée 

x  =  0.727136-1-0.430014  \/~  1. 

(118)  Considérons  maintenant  l'équation  générale 

or"  -f-  bx—  '     ex—  •  -f-  -f-Ax-f-*  =  o; 

si  on  substitue  la  valeur  x  =  r(cos<p-f-  y/ — 1  sinç),  et  qu'on  fasse 
pour  abréger 

i>=:ar"cos/wp-f-  6r*-lcos(n—  i)?-f-  -f- hr cos Q  -f- kt 

Ç=s  ar»  sin»q>  sin  (/»  —  i)p -|-  -f- Arsin  ^ , 
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le  résultat  de  la  substitution  sera  P-+-Q  \/—~  i  =  o,  desorte  qu'on  aura 
pour  déterminer  r  et  <p  les  deux  équations  /J  =  o,  Q  —  o.  Mais  comme 
la  résolution  effective  de  ces  équations  n'e6t  possible  que  dans  un  petit 
nombre  de  cas  qui  ne  s'étendent  guère  au-delà  du  théorème  de  Côtes,  il 
faut  se  borner  à  les  résoudre  par  approximation. 

Supposons  donc  qu'après  quelques  tentatives  on  a  trouvé  des  valeurs 
de  <p  et  /•  qui  rendent  P  et  Q  très-petites  ;  pour  avoir  des  valeurs  plus 
approchées,  on  désignera  celles-ci  par  <p  -f-  d$ ,  r  -f-  dr;  il  faudra  donc 
que  la  substitution  de  r  -f-  dr  et  <p  d<p  à  la  place  de  r  et  $ ,  dans  les 
fonctions  P  el  Q,  rende  ces  fonctions  égales  à  zéro.  Or  en  négligeant 
les  puissances  de  dr  et  dp  supérieures  à  la  première ,  la  quantité  P  de- 
vient en  général  par  la  substitution  dont  il  s'agit,  P  -f-  -y  •  —  +  -jy  dp , 
et  on  a  les  coefliciens  : 

* 

dP 

r-j-r=     /uV'cos  -  i)£r— 'cos(«—  i)<p  +  ..  ..  +  Arcos<p, 

=  —  n/tr" siu wp  —  {»—  i)6r*~'  sin(n — i)<p— ....  — -hrsitup, 


De  même ,  la  quantité  Q  devenant  Q  +  r      .  £  +  ffi  4  ,  on  a 

r^=s/w^sinwp-f-(«— siu(i«— i)<p  -f-Àrsiup,  . 

=  nat* cos n$-£-(n  —  i)^-'  cos(«  —  i)f . ....  -f-/i/-cosp. 

Donc  il  suffit  de  prendre  deux  auxiliaires  AT  et  iV  d'après  les  valeurs  : 

AT  ==  na/'cosnip  -f-  (« —  i)       1  cos(«—  \)p  -f-  hrcos<p  , 

JV  =  7W/*  sin  n<p  +  (n  —  i)  &r*-*  sin  (« —  i)<p  -f-  /irsin<p  , 

■ 

et  on  aura  pour  déterminer  dr  et  dp,  les  deux  équations  : 

P  +  AI±-.Ndp=o, 

Q  +  N't  +  Mdi^oî  . 

d'où  l'on  tire 

r  ~~  JI/.V  -f- —  MM+M 

On  connaîtra  ainsi  les  valeurs  corrigées  de  r  et  p  qui  sont  r  (i  -f~) 
et  <p  -f-  ^ ,  où  il  fout  observer  que  la  valeur  de  d<p  donnée  par  la  formule 
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est  exprimée  en  parties  du  rayon ,  et  que  ponr  la  réduire  en  minutes 
ou  secondes ,  il  faut  la  multiplier  par  le  nombre  de  minutes  ou  de 
secondes  contenues  dans  le  rayon.  Enfin  on  pent  rendre  ces  formules 
encore  plus  commodes  pour  le  calcul  trigonométrique  ,  en  prenant  des 
angles  A  et  fi ,  et  des  nombres  F  et  G  ,  d'après  les  valeur» 

M       -,      Ht  N 

d'où  résulte 

7:  =  —  -£cos(A  —  p),    <ip=£sin(A  —  fi). 

D'ailleurs  il  est  bon  de  remarquer  que  les  quantités  M  et  N  se  forment 
aisément  par  le  moyen  des  mêmes  termes  qui  servent  à  composer  les 
valeurs  de  P  et  Qf  car  tandis  qu'on  a 

P  =  A  +  B+C-\-D  +  etc.  ; 

les  termes  successifs  A  t  B ,  etc.  étant  fw*cosnp,  ir"-'  cos(n —  etc., 
ta  valeur  de  M  est  exprimée  par  la  suite 

nA      (a  —  i)  £  +  («  —  a)  C  +  (n  —  3)  D  +  etc. 

La  valeur  de  N  se  forme  de  même  à  l'aide  des  termes  qui  composent  Q, 
!  Ayant  trouvé  par  cette  méthode  des  valeurs  plus  approchées  de  r  et  <p, 
on  peut  s'en  servir  comme  d'une  première  approximation  pour  en  trouver 
de  nouvelles  qui  soient  plus  approchées  encore ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
ce  qu'on  obtienne  tout  le  degré  d'exactitude  dont  les  tables  sont  sus- 
ceptibles. •  , 

,  (119)  Il  est  indispensable  pour  l'usage  de  la  méthode  précédente, 
d'avoir  une  première  valeur  approchée  de  la  racine  imaginaire  que  l'on 
cherche  :  or  jusqu'à  présent  on  n'a  point  de  méthode  générale  et  prati- 
cable qui  Conduise  à  ce  but;  c'est  pourquoi  j'espère  que  les  Analystes 
verront  avec  plaisir  celle  que  je  vais  proposer ,  dont  l'usage  est  fort  simple, 
et  qui  ne  semble  sujette  à  aucune  exception. 

Représentons  l'équation  à  résoudre  par  F(.r)^=ot  et  supposons  qu'on 
fasse  x  =  a  -(-  ''  \.  —  1  »  *  et  C  étant  des  quantités  réelles  quelconques, 
jnais  qu'il  convient  de  prendre  moindres  que  la  limite  des  racines  réelles 
déterminée  comme  si  l'équation  en  avait  ou  pouvait  en  avoit.  . 
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Cette  valeur  hypothétique  de  x  étant  substituée  dans  F(x),  supposons 
qu'il  en  résulte  F(x)  =  P-\-Q  \/—  i ,  P  et  Q  étant  réels.  Supposons 

encore  qu'ayant  fait       =  F" ,  on  substitue  la  même  valeur  de  x  dans 

la  fonction  F*,  et  qu'on  ait  pour  résultat  F' (x)  =p  M  -+-  iV  v/ —  I.  Si 
l'on  prend  une  indéterminée  a  réelle  ou  imaginaire ,  mais  très-petite 
par  rapporta  v/(**+  6*),  "*  est  clair  qu'en  faisant  x=  tt  -f.  i  -f-  », 

et  rejetant  les  puissances  supérieures  de  a» ,  on  aura 

Maintenant  a  étant  à  volonté,  on  pourra  faire 

m  {M  +    v/~  «  )  =  -  »    +  <?  V/-  0  > 

n  étant  une  fraction  positive  plus  ou  moins  petite,  dont  la  quantité  pourra 
être  fixée  postérieurement.  On  aura  ainsi 


Et  la  valeur  corrigée  x  —  <t  -f-  6  \/ —  i  -f-  » ,  donnera  d'une  manière 
approchée 

F(*)  =  (i-»)(/>-r-<?l/-t)j 

quantité  moindre ,  dans  la  proportion  de  i  —  n  à  i ,  que  le  résultat 
obtenu  en  supposant  x  =  *  H-  £  i/—  i.  Quant  à  n,  il  peut  être  pris 
à  volonté,  de  manière  cependant  que  »  soit  toujours  assez  petit  par 
rapport  à  "+"  ^*)«  Si  P  et  Q  étaient  déjà  très-petits  par  rapport  a 

M  et  N  t  on  pourrait  prendre  n  =  i ,  et  la  seconde  valeur  approchée 
tt  £  |/ —  i  -f-  »  s'accorderait  avec  celle  qu'on  trouve  par  la  méthode 
ordinaire  (n*  118),  en  supposant  que  a-\-Ç  t/—  i  est  une  première 
.valeur  approchée  de  x.  Mais  lorsque  P  et  Q  ne  seront  pas  très-petits 
par  rapport  à  M  et  N,  on  ne  prendra  pour  n  qu'une  quantité  moindre 
que  l'unité,  et  assez  petite  pour  que  o»  soit  contenu  plusieurs  fois  dans 
et  -f-  £  ♦/ —  i  ,  ce  qui  laisse  beaucoup  de  latitude  dans  le  choix  (i). 


'  (i)  Quand  on  compare  en  grandeur  deux  quantités  imaginaires  telles  que  «  -f-  C  [/—  y, 

_|_  r  y/  1 1  la  comparaison  doit  s'entendre  seulement  des  quantités  réelles  \/(<t*  + 

l/(f**  +  »*)  »  qui  lear  «rriraient  de  facteurs,  ai  elles  étaient  réduite»  à  la  forme 
r(cos?  -f-  V'—  »  »inf)- 
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La  valeur  ainsi  corrigée  de  x  étant  représentée  de  nouveau  par 
a  +»  V —  i ,  si  on  la  substitue  dans  les  fonctions  F  et  F ,  on  en  dé- 
duira semblaLIement  une  seconde  valeur  corrigée ,  au  moyen  de  laquelle 
le  nouveau  résultat  />  +  <?  y/—  »  «era  encore  diminué  dans  le  rapport 
i  — n  à  i  ;  et  on  continuera  ainsi  indéfiniment  jusqu'à  ce  que  F(x) 
se  réduise  à  une  quantité  très-petite,  auquel  cas,  on  pourra  faire  n  =  i  , 
et  l'approximation  deviendra  très-rapide. 

11  faut  bien  observer  que  par  la  nature  des  quantités  imaginaires ,  la 
diminution  progressive  de  F(n)  ne  pourra  être  sujette  à  aucune  limite  ; 
en  effet,  quand  même  on  aurait  M  =  o  et  N  =  o ,  c'est-à-dire 
dF 

=  o  ,  la  substitution  de  x  =  et  -f-  €  y/ —  i  étant  faite  dans  les  fonc- 

ddF     tPF  5  ;  *  .       .  ,  '. 

adx'  '  â"  idP*  etc"  »  on  Parvienara  nécessairement  à  un  terme  qui 

ne  s'évanouira  pas.  Alors  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

*•(.  +  C  /-  !+*)  =  />+  Q  y/—  (T+r  y/-  i) , 

où  l'on  pourra  faire  »»  (  T  -f-  V y/—  i  )  =  —  n(P  -f-  Ç  0-  Pour 
déduire  de  là  la  valeur  de  «,  soient  déterminés  r  et  /x  de  manière  qu'on 

ait  r(cos/*-f-y/—  i  $m/i)=-«(^|^),  on  aura  donc... 

*'  =  r(cos/*-f-  y/— -i  sin^),  d'où  résulte  a>  =  r*  (cos  £  +  y/— i  s»n£)« 
Ainsi  en  faisant  x  =  «  -f-  6  y/ —  i  +  »,  on  aura  à  très-peu  près 

Donc  en  diminuant  continuellement  F{x)  par  des  opérations  semblables 
répétées  convenablement ,  il  est  clair  qu'on  parvièndra  à  une  valeur  de 
F(x)  aussi  petite  qu'on  voudra,  et  alors  la  valeur  de  x  sera  connue. 

11  est  démontré  ainsi  d'une  manière  tout-à-la-fois  simple  et  directe  , 
qu'une  valeur  de  x  de  la  forme  «4-£y/ — i  peut  toujours  satisfaire  à  l'équa- 
tion proposée  F(x)  =  o  ;  et  cette  valeur  se  réduit  à  une  quantité  réelle 
lorsqu'on  a  €  =  o.  • 

Mais  en  général  x  doit  être  supposée  de  la  forme  *  -f-  €  y/—  i ,  ce 
qui  fournit  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  concernant  la  forme 
des  racines  imaginaires  des  équations  ;  démonstration  qui  a  lieu  pour 
toutes  sortes  d'équations  algébriques  ou  transcendantes. 

»  -  .  . 

2p 
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§  XV.  Résolution  en  nombres  entiers  dcTèquationinàêterminée 
Ly"  4-  My— z  -h  Nj—V. , . .  -h  Vz°  =  ±H. 

•  '•«I  |(  •  ... 

(iao)  Nôus  supposerons  que  cette  équation  a  été  préparée  de  la 
manière  indiquée  n°  j5 ,  et  qu'en  conséquence  on  peut  considérer  et 
z  comme  premiers  entre  eux ,'  ainsi  que  a  et  //.  Cela  posé ,  on  pourra 
faire  semblablement  y  =  03-}- Hu,  M  étant  un  nombre  compris  entre 
—  i  H  et  +\Hi  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  et 
divisant  tout  par  II,  on  aura 

'  '■±1_^l  +  «8|-'-rW^....4-r^=. 

(nlA"-'  4-  («—0  Mâ"—  +  etc.)  a"-« 
....     .  +  ÇL£=l  ifi—  h-  Jrt-»+ttç.)  A— .  . 

-f-etc.     .  • 

Mais  z  et  H  étant  premiers  entre  eux ,  cette  équation  ne  peut  subsister, 

a  moins  que   ■  ^   ne  soit  un  nombre  entier;  c  est 

la  condition  qui  sert  a  déterminer  9.  On  essaiera  donc  successivement 
pour  8  tous  les  nombres  entiers  compris  depuis — {H  jusqu'à  -f-î#» 
et  s'il  n'en  est  aucun  qui  rende  U'  + M^-'-j-Nd'-' +  etc.  divisible 
par  II,  ou  en  conclura  avec  certitude  que  l'équation  proposée  n'est 
pas  résoluble  en  nombres  entiers;  mais  si  on  trouve  un  on  plusieurs 
.nombres  qui  satisfont  à  cette  condition,  on  aura  à  résoudre  ultérieu- 
rement, pour  chaque  valeur  de  6,  la  transformée  en  t  et  u,  qui  sera 
de  la  forme 

«»  -f-  hT-'ù  H  -M»"  =  3b  i  ; 


—  «  » 


et  il  est  évident  que  chaque  solution  de  celle-ci  en  nombres  entiers  en 
donnera  une  de  la  proposée. 

Tout  se  réduit  par  conséquent  a  résoudre  une  équation  de  même 
forme  que  l'équation  proposée ,  mais  dans  laquelle  le  second  membre 
SsSfei. 

/ 
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On  doit  supposer  que  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
(avant  même  d'y  appliquer  aucune  réduction)  n'est  divisible  par  aucun 
facteur  rationnel  i  car  s'U  pouvait  se  partager  en  deux  facteurs  de  celte 
sorte,  l'un  du  degré  »,  l'autre  du  degré  «—  m,  l'équation  proposée 
se  décomposerait  en  deux  autres  de  la  forme 

L'y  4-  Mf—'z  4-  N'y***  +  etc.  bps  * 

L'y  —  -f-  ATy—r'x  -f-  lTjr-k:V  -h  etc. 

*  étant  un  diviseur  de  H  *de  sorte  qu'alors  le  problème  deviendrait 
entièrement  déterminé. 

II  s'ensuit  évidemment  de  cette  supposition,  que  le  premier  membre 
os" -+-£*"-' «4- es— *a'-f-etc,  de  la  transformée,  n'est  point  non  plus 
décomposable  en  facteurs  rationnels.  Donc  il  n'y  aura  aucunes  valeurs 
de  H  et  ■  en  nombres  entiers  qui  pourront  rendre  ce  premier  membre» 
égal  à  zéro;  et  ainsi  la  valeur  rfc  i  est  absolument  la  plus  petite  de  toute» 
celle»  qu'il  peut  recevoir  en  «ubstituant  pour  j  et  »  de»  nombres  en- 
tier» quelconques  positifs  ou  négatifs. 

Celaposd,  nous  ailon»  chercher  e»  général  quelles  doivent  être 
le»  valeurs  de  t  e t  u  pour  que  la  fonction  homogène 

op  -4-  bt—u  •+>  rf"*-*a'  +ktâ 

soit  la  plus  petite  possible.  Pour  cela,  imaginons  qu'en  re'so  Wrt  l'aqua- 
tion  déterminée 

0  =  ox" 

on  trouve  les  facteurs  simples  réels  x— »,  x — *— etc.  et  le» 
tacteùrs  doubles  imaginaire»  Cf>  4->%  («W  €')*■>♦"»'%  «"T<î  **>n 
U  mnetie»  pitiiK^^+^-'^prrV  +  eU;.  que  je  désigne  par 
F(t,  u),  sera  égale  au  produit 

Supposons  que  les  valeurs  de  <  #t  U  qui  répondent  »u  minimum  de  cette 
fonction  soient  t=p ,  u  =  <jt  ensorte  que  ce  minimum  soit 

11  faudra  donc  qu'en  prenant  pour  I  et  m  de»  valeur»  en  nombres  en- 
tiers différentes  de  ^  et  f  (au  moine  jusque  une  céetaiue  ipmt«>,  ««ait 


■ 
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F(p,  </)<F(l,  u).  C'est  ce  qui  ne  pourrait  avoir  lieu,  si  chaque  fac- 
teur de  F(l,  u)  était  égal  ou  plus  petit  que  le  facteur  correspondant 
de  F(p,  tj).  Donc  il  y  aura  au  moins  un  facteur  de  F(tt  u)  qui  sera 
plus  grand  que  le  facteur  correspondant  de  F(p,  q).  Ce  facteur  sera, 
ou  l'un  des  facteurs  simples  réels,  ou  l'un  des  fadeurs  doubles  ima- 
ginaires. 

i*.  Soit  t —  au  le  facteur  simple  plus  grand  que  son  correspondant 
p  —  «y  ;  comme  les  nombres  t  et  u  ont  été  pris  à  volonté ,  et  qu'on 

peut  supposer  par  conséquent  que  -  différé*  très-peu  de  £,  il  en  ré- 
sulte que^  doit  être  une  fraction  très-approchée  de  a,  et  on  peut  même 
conjecturer  dé  là  que  ^  doit  être  l  une  des  fractions  convergentes  vers 

la  racine  «.  En  effet,  si  £-  .  sont  trois  fractions  consécutives  con- 

vçrgentes  vers  a ,  il  a  été  démontré  n*  8 ,  que  quels  que  soient  le* 
nombres  t  et  u,  pourvu  -seulement  que  u  soit  moindre  que  </' ,  la  quan- 
tité t — cru  sera  toujours  plus  grande  que  p  —  euf  t  ce  qui  satisferàit'à 
la  condition  observée. 

a°.  Soit  (f  —  Çuy+y'u*  le  facteur  double  imaginaire  plus  grand 
que  sort  correspondant  (p  —  €ç)%  -f- nous  supposerons  qu'on  a  pris 
«<</,  alors  il  faudra  à  plus  forte  raison  que  t—€u  soit  plus  grand 

que  p—Gç.Or  c'est  ce  qui  aura  lieu,  si  "  est  l'une  des  fractions  con- 
vergentes vers  la  quantité  Ct  partie  réelle  de  la  raeine  imaginaire 


ait 


(taz)  Revenons  à  la  considération  du  premier  cas,  et  supposons  qu'os 

t  pris  t=p*t  u~zft  ?!  étant  la -fraction  convergente  qui  précède 

P»       ''|  j  :*  .  i  'i 
et  qui  est  donnée  par  le  développement  de  celle-ci  en  fraction  con- 

»  f  * 

tinue.  Il  faudra  donc  que  p" — soit  plus  grand  que  p—  *q ,  ou 
que  yr~^  soit  plus  grande  que  1  unité*  :  mais  d'ailleurs  cette  quantité 
peut  être  négative  ou  positive. 

Soit  d'abord  p  — r,  on  en  déduira  «=^"1*^*  :    donc,  à 


M?  positif  et  plus  grand  que  l'unité,     et  £  seront  deux  frac 


Digitized  by  Google 


PREMIERE  PARTIE.  1^7 
tions  consécutives  convergentes  vers  et,  et^'  sera  le  quotient-complet 
qui  répond  à  la  seconde. 

En  second  lieu,  soit  p         =-f-r.  on  aura  a.=py^plt  ;   mais  il 

p—*9        J  Vf— 9 

faut  subdiviser  ce  cas  en  deux  autres,  selon  que  y  est  >îou  <x 

Si  l'op  a  j  >  a ,  on  fera  ^  =  1  -f  -  z ,  z  étant  >  1  ,  et  on  aura . . . 

et.  —       f    p„:  donc  -seront  encore  deux  -fractions  consécu-k 

9^  +  9  —  9°'  1—9°*  9 

tives  convergentes  vers  a ,  et  z  sera  le  quotient-complet  qui  répond 

à  la  dernière. 

Dans  ces  premiers  cas,  qui  présentent  déjà  une  grande  latitude ,  il 
est  donc  prouvé,  d'une  manière  directe  et  fort  simple ,  que  £  est  une 
fraction  convergente  vers  la  racine  et. 

Il  reste  à  examiner  le  dernier  cas  où  l'on  a^<2.  Soitalors_7-:=i-f--, 
s  étant  toujours  >  1  ,  on  aura 


1  *  *  " 


.  (9  -  9°>*+9      (9-  9e)  C*  +     +9"  ' 

donc  ^,  ^^~0  seront  deux  fractions  consécutives  convergentes  vers  et  (1), 

et  le  quotient-complet  qui  répond  à  la  dernière  sera  z  -f- 1 ,  quantité 
plus  grande  que  a. 

Il  faudrait  que  le  quotient' fût  seulement  1  plus  une  fraction,  pour 

que  £  fût  la  fraction  convergente  qui  suit  q~^°>  et  puisqu'on  a  z-f-i>  a, 
il  s'ensuit  que  dans  ce  dernier  cas  £  ne  peut  plus  être  une  fraction 
convergente  verset;  mais  au  moins  puisque         en  est  une,  et  que 

la  différence  entre  -  et  p~p'a  n'est  que    ,  '      ,  on  voit  que  -  est  tou- 
:  9     >9-»9  n  9(9— 9  )  '  ,  9 

jours  une  valeur  fort  approchée  de  la  racine  et. 

•  Soit  p — p'zsiit,  q—~ q'sszf,  nous  pourrons  représenter  par  —af  -, 

-    .  9  9 

îr  1   - — ;  

''    (1)  .On  suppose  p— p»>n«,  et  en  effet  le  développement  de  °  en  fraction  con- 

donne  une  niite  de  qootienï  dont  le  dernier  peut  être  supposé  à  volonté  pins 
que  l'unité  ou  égal  à  l'unité.  Or  si  on  le  prend  plus  grand  que  l'unité  ,  p  ne 
pas  moindre  que  ap°+p<*,  et  ainsi  on  aura  p—p*>p*.  . 
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^ ,  trois  fractions  consécutives  convergentes  vers  *  ;  et  parce  que  q 

tombe  entre  <p  et  <p',il  est  clair  qu'on  aura  (n#8)  p — «ty><7r — eup. 

Mais  en  faisant  t=.KJ  «=<p,  il  faut  qu'on  ait  F(k,  <p)>  F(p  t  7), 
puisque  celle-ci  est  un  minimum;  donc  il  y  aura  dans  la  valeur  de 
F(it,  <p)  quelqu'autre  facteur  *— -et'<p  plus  grand  que  le  facteur  cor- 
respondant p — et'q. 

t— .«t'a 

Or  de  ce  que   J;  est  plus  grand  que  l'unité ,  et  peut  être  d'ailleurs 

positif  ou  négatif,  on  conclura  comme  ci-dessus  que  E  est  une  fraction 

convergente  vers      ou  qu'au  moin,  on  a  «'  =  ,  *  étant 

positif  et  >  i  ;  de  là  résulte,  en  substituant  les  valeurs  de  *  et  <p, 
„,  _  Pm(*+ 1  )  +  P-P*  __  P»»  +  P  _  P°(*4-Mô)+ P°° 

(car  on  suppose  toujours  p— p.'p'^p'").  Donc  ~-a ,  C  seront  deux 
fractions  consécutives  convergentes  vers  aff  et  la  fraction  suivante  sera 
ffii|+£°j+g»»>  ou  fflf*  y  *  «tan»  l'entier  compris  dans  z.  Et  puisque  f 

tombe  entre  q*  et  qfk-j-q,  il  s'ensuit  qu'on  aura  pm— <  />— ■•'y. 

Le  même  raisonnement  s'applique  aux  autres  racines  «*,  etc.  et 
même  aux  quantités  € ,  C,  £*,  etc.;  il  en  résulte  pour  conclusion  gé- 
nérale, que  la  fraction  qui  répond  au  minimum  de  la  fonction  pro- 
posée, doit  être  comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers  l'une 
des  racines  «t,  *',  **,  ou  vers  l'une  des  quantités  £,  €'t  etc.  Car 
si  elle  n'est  pas  comprise,  il  faudra  que  les  conditions  suivant*!  soient 
réunies. 

i*.  Que  la  quantité  ^=^1  relaUve  a  une  racine  déterminée  «,  soit 
comprise  entre  +  i  et  -+-  a. 

a\  Que  toutes  les  quantités  analogues  ^Erfq>  J=^'  «c'  J=?f> 
^*3l^T'  etc*  relatives  aux  autres  racines,  soient  plus  petites  que  l'unité. 

Mais  cela  posé ,  il  parait  impossible  que.  la  qm«"i»té  qui  est 

du  produit  de  tous  les  facteurs 


P*—*?  P'  —  «Y  p»  — «V         (p*—  W-r>V 


> 
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soit  plus  grande  que  l'unité,  comme  elle  doit  l'être,  si  F{p,  y)  est  un 


En  effet,  puisque  la  différence  entre  C  et  ^  n'est  que  ~,  et  que 
est  une  fraction  convergente  vers  et,  il  suffit  que  parmi  les  racines  a  t 


etc.  et  les  quantités  6,  etc.  il  y  eu  ait  une  ou  d'un  signe  contraire 
de  «t,  ou  dont  la  différence  avec  a  soit  sensiblement  plus  grande  que 

alors  si*'  est  cette  racine  ,1e  facteur  p*  ~~,q  sera  à  peu  près  2- et  ainsi 
sera  moindre  que  ■  ;  et  si  £  est  une  quantité  assez  différente  de  et ,  le  facteur 
(p  —  Cq)*.+  >Y  se  reduira  encore  a  tres-peu  près  a  ,  et  sera  par 
conséquent  plus  petit  que  J.  Donc  te  la  valeur  de  ,  U  n'y 

aurait  qu'un  facteur  plus  grand  «que  l'unité  ,  mais  moindre  que  a  ;  tandis 
que  tous  les  autres  facteurs  seraient  plus  petits  que  l'unité,  et  que  parmi 
ceux-ci  il  s'en  trouverait  au  moins  un  plus  petit  que  ~ ,  ou  même  plus 

petit  que  i;  donc  cette  quantité  F£Ç'  ^  serait  plus  petite  que  l'unité  * 

ce  qui  est  contraire  à  la  supposition  faite  que  F(p,  7)  est  un  minimum. 

Donc  enfin  (1)  la  fraction  c  est  toujours  une  fraction  convergente  vers 

l'une  des  quantités  ,  a,  «',  et'. . .  £,      . .  etc.  ' 


(ia5).  La  condition  qu'on  vient  de  démontrer,  ne  détermine  point 
le  minimum  qu'on  cherche ,  eDe  indique  seulement  un  ordre  de 


quantités  parmi  lesquelles  il  faut  chercher  la  fraction  2  propre  à  donner 

ce  minimum.  Voici  en  conséquence  le  procédé  qu'il  faut  suivre. 

Développez  en  fraction  continue  successivement  chacune  des  racines 
réelles  et  de  l'équation  ax*  -f-  bx—  -f-. . .  k :  =  o. 

Développez  de  même  chacune  des  parties  réelles  Ç  des  racines  imagi- 
naires de  la- 


(1)  On  trouve  cette  proposition  dans  les  additions  à  l'Algèbre  d'Euler,  n°  28 ,  mais 
le  savant  auteur  n'est  point  entré  dans  le  détail  de  la  démonstration.  Il  en  a  donné 
âne  pour  le  cas  où  le  minimum  est  1  ,  dan*  les  Mém.  de  Berlin  «an.  1768;  mais  il 
y  a  quelque  différence  dan*  l'énoncé,  en  ce  qui  concerne  le*  quantités  C,  C,  etc. 
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Prenez  successivement  pour  £  toutes  les  fractions  convergentes  qui  ré- 
sultent de  ces  diverses  opérations,  et  substituez  les  valeurs  de  p  et  q 
dans  la  fonction  proposée.  Vous  aurez  autant  de  résultats  qui  chacun 
dans  son  genre  sont  une  sorte  de  minimum;  le  plus  petit  de  tous  ces 
résultats ,  ou  le  minimum  minimomm ,  sera  donc  celui  qu'il  s'agissait  de 


Remarque  I. 

(ia4).  Si  la  racine  réelle  a  ,  ou  la  partie  réelle  S  d'une  racine  imagi- 
naire est  négative ,  on  fera  son  développement  en  fraction  continue , 
comme  si  elle  était  positive  ;  mais  ensuite  on  affectera  chaque  fraction 

convergente  du  signe  —  avant  de  la  prendre  pour  £. 

Ici  se  présente  la  question  de  savoir  lequel  des  deux  termes  p  et  q 
sera  pris  négativement.  Cette  question  est  facile  à  résoudre  :  si  l'expo- 
sant n  de  l'équation  proposée  est  un  nombre  pair ,  il  est  indiffèrent  de 
foire  porter  le  signes-  sur  l'un  ou  sur  l'autre  des  deux  termes  p  et 
y,  et  la  quantité  ap*  -f-  fyj'-'y-f-etc.  restera  absolument  la  même.  Si 
au  contraire  l'exposant  n  est  impair,  la  quantité  ap"-f-  bp"~'q -f-  etc. 
conservera  la  même  valeur,  mais  changera  de  signe,  lorsqu'au  lieu 
de  prendre  p  positif  et  q  négatif,  on  prendra  p  négatif  et  <y  positif; 
Ou  en  général  lorsqu'on  changera  à-la-fois  le  signe  de  p  et  celui  de  q. 

De  là  on  voit  que  dans  le  cas  de  n  impair  ,  l'équation  ap*-{-bp—'q . . 
-f-  kq'z=-j-Ifi  est  toujours  résoluble  en  même  temps  que  l'équalio» 
<¥>"+ bp-'q.,.,  4-^"=  —  //. 

•  -  -  •    •  . 

Remarque  II. 

...  * 

(ia5)  Si  on  développe  en  fraction  continue  chaque  racine  «,  par 
la  méthode  exposée  ci-dessus  (na  i  oo) ,  on  pourra  se  dispenser  de  cal- 
culer la  valeur  de  F(pt  q)  pour  chaque  fraction  convergente  2  ;  en 

effet  la  transformée  qui  répond  à  la  fraction  £  étant  ^3"4-2?z"—-fetc.=o, 

le  premier  coefficient  A  de  cette  transformée  sera  précisément  la 
leur  de  F(p,q);  donc  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur  le 
de  chaque  transformée  pour  avoir  le  minimum  demandé 
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La  même  chose  aurait  lieu  à  l'égard  des  quantités  G,  si  on  faisait  leur 
développement  au  moyen  de  l'équation  dont  elles  sont  des  racines  réelles. 
Mais  comme  cette  équation  est  pour  l'ordinaire  d'un  degré  trop  élevé , 
il  conviendra  mieux  de  faire  ce  développement  par  le  moyen  d'une  va- 
leur approchée  de  6,  et  on  substituera  au  lieu  de  £,  les  fractions  con- 
vergentes qui  en  résultent  (n°  1 14)-  D'ailleurs  on  va  voir  que  le  déve- 
loppement de  ces  quantités  ne  doit  être  prolongé  que  jusqu'à  une  certaine 
limite. 

Remarque  III. 

(126)  Les  opérations  indiquées  sont  les  mêmes,  soit  que  le  minimum 
soit  déjà  déterminé ,  comme  il  l'est  quand  on  se  propose  de  résoudre 
l'équation  at*  -+-bt*~'u-\-  ct'~*u*. . .  .-f-  ko*  =  =fc  1 ,  soit  qu'on  cherche 
simplement  quelle  est  la  moindre  valeur  dont  le  premier  membre  de 
cette  équation  est  susceptible.  Dans  le  premier  cas ,  on  sent  bien  que  le 
problème  ne  sera  pas  toujours  possible.  Dans  le  second,  il  n'y  a  autre 
chose  à  faire  que  de  chercher  dans  plusieurs  séries  de  nombres  counus 
quel  est  le  plus  petit. 

Mais  dans  les  deux  cas ,  comme  l'opération  du  développement  s'étend 
à  l'infini ,  et  que  passé  le  second  degré  on  ne  connaît  aucune  loi  à  la- 
quelle soient  assujétis  les  quotiens  et  les  transformées  successives ,  il  est 
'  clair  qu'on  n'aura  déterminé  le  minimum  de  la  fonction  <>C-\-l>C-'u...-\-lu" 
que  dans  l'hypothèse  que  t  et  u  n'excèdent  pas  les  plus  grands  termes  des 
fractions  convergentes  calculées.  On  ne  pourra  donc  assurer  qu'un  mi- 
nimum pareil  ou  même  plus  petit  (  s'il  n'est  pas  déjà  ±  1)  ne  puisse  avoir 
lieu  au  moyen  des  fractions  convergentes  ultérieures  dont  les  termes 
sont  plus  grands.  En  effet,  on  ne  voit  rien  qui  empêche  que  même 
avec  de  très-grandes  valeurs  de  p  et  9,.la  fonction  ap"-\-bp'~  'q  -f-etc. 
ne  se  réduise  à  l'unité  ou  à  un  nombre  fort  petit;  dé  sorte  qu'à  cet  égard 
il  ne  parait  pas  qu'on  puisse  assigner  de  limite.  • 

Nous  observerons  cependant  que  cette  grandeur  indéfinie  des  nombres 
p  et  q  ne  peut  concerner  les  fractions  convergentes  qui  résultent  du  dé- 
veloppement de  la  partie  réelle  €  d'une  racine  imaginaire  £-f->t —  1. 
Car  un  facteur  tel  que  (p — Çq)% -f-  y%q%  ne  peut  diminuer  que  jusqu'à  un 
certain  point,  savoir,  tant  que  la  diminution  de  la  partie  (p-^-Cq)*  C6t 
plus  considérable  que  l'augmentation  de  l'autre  partie  >V/'j  mais  bientôt 
après  ces  facteurs  doivent  augmenter  rapidement.  On  voit  par  cette 

ai 
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raison  ,  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  chercher  les  équations  dont  6,  €'y  etc. 
sont  les  racines,  et  qu'on  peut  se  contenter,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit ,  d'une  valeur  approchée  de  ces  quantités. 

(137)  Supposons  que  ^soit  une  fraction  convergente  assez  approchée 

•de  la  racine  et,  pour  que  la  différence  " — a  soit  beaucoup  plus  petite 

que  la  différence  entre  la  racine  et  et  chacune  des  autres  racines  ou  par- 
ties de  racines  et',  a". .  .Ç,  <T,  etc.;  alors  si  l'on  fait  pour  abréger, 

L  =  («—«')  (*  —  J) ....  G^ë'-f.  y')  (a—C'X+  etc. 

xm  aura  à  très-peu  près  F(p,  ^  —  ^^{p —  cuj)L.  Soit  a  le  quotient- 
complet  qui  répond  à  la  fraction  convergente  -  ,  on  auray?— tfs±  — —-5  ; 
donc  F(p,  <j)=dzaL  .-2— 

Dans  cette  formule,  aL  étant  une  quantité  constante,  on  voit  que 
pour  que  F  (p,  q)  soit  un  nombre  donné,  il  faut  que  le  quotient  a  soit 
en  général  proportionnel  à  <j'~%. 

Ainsi,  par  exemple,  si  on  veut  que  F(p,  tj)  se  réduise  à  ±  1  , 
comme  cela  est  nécessaire  dans  les  équations  que  nous  nous  sommes 
proposées,  il  faut  qu'on  ait  z  =  aLq~*~*  à  peu  près.  Telle  est  la  gran- 
deur des  quotiens  auxquels  on  reconnaîtra  les  fractions  convergentes  qui 
satisfont  à  la  condition  du  minimum  F(p,  y)=±i.  Cette  formule  sera 
surtout  utile,  si  le  développement  d'une  racine  se  fait  non  parla  mé- 
thode des  transformées  successives,  mais  par  le  moyen  d'une  valeur 
approchée  de  cette  racine  (ns  1 1 2). 

A  mesure  que  l'opération  du  développement  avance ,  la  valeur  de  q 
augmente ,  et  par  conséquent  celle  de  a  (car  on  suppose  ici  n  >  a) ,  de 
sorte  qu'il  devient  de  moins  en  moins  probahle  qu'on  trouvera  le  quo- 
tient a  nécessaire  pour  le  minimum.  Cependant  si  la  racine  ci  est  très- 
peu  différente  d'une  ou  de  plusieurs  autres  racines  et',  et*,  etc.  ou  des 
quantités  £,  C,  etc. ,  alors  la  limite  L  pourra  être  extrêmement  petite, 
et  il  ne  faudra  plus  un  quotient  aussi  considérable  a  pour  répondre  au 
minimum  de  F(p,  7).  Cette  remarque  s'accorde  avec  les  propriétés  que 
nous  avons  déjà  exposées  (n"  109  et  11  o). 

Supposons  en  second  lieu  que  -  soit  l'une  des  fractions  convergentes 

9 


PREMIÈRE  PARTIE.  t65 
vers  la  quantité  €  ;  supposons  en  même  temps  que  la  différence  entre 

-et  €  soit  beaucoup  plus  petite  quc>,  et  aussi  beaucoup  plus  petite 

qu'aucune  des  quantités  et,  *'...<?',  C",  etc.  Cela  posé,  si  Ton  fait 
pour  abréger, 

A  =  (£—  «) (£— *') (S— «') . . . [(£—  C)"  +>'»]  etc., 

on  aura  à  très-peu  près  F(p,  q)z=atfmy%K.  Donc  si  on  veut  que... 
F(p,     =         U  faudra  qu'on  ait  ç"=±:-^;  ainsi  q  ne  peut  sur- 

passer  |/^r^;  d'où  Ton  voit  que  le  minimum  =fc  i  ne  pourra  avoir  lieu, 

k  1  aide  des  racinçs  imaginaires,  que  dans  des  cas  très-limités,  lorsque 
y  ou  A  seront  très-petits,  c'est-à-dire  lorsqu'il  y  aura  des  racines 
presqu  égales.  En  même  temps  on  a  la  limite  du  dénominateur  q ,  au- 
delà  de  laquelle  il  est  inutile  de  prolonger  le  développement  de  la  quan- 
tité £,  ainsi  que  l'essai  des  fractions  convergentes  qui  en  résultent. 

Nous  avons  déjà  donné  dans  le  paragraphe  précédent,  des  exemples 
de  la  résolution  des  équations  indéterminées  homogènes  dont  le  second 
membre  dfc  i  ,  nous  nous  contenterons  d'ajouter  un  nouvel  exemple  où 
une  solution  est  donnée  par  la  racine  réelle,  et  une  par  les  raciue» 
imaginaires. 

»*  *        .  1  *r  '.  m  ■  '  '  '  * 

Exemple. 

(i  a8)  Soit  proposé  de  trouver  le  minimum  de  la  fonction 

7*»  —  1 1  of*u     mtu*  m,  94 1  u* , 

je  ç oMsid.ro  Véquation  yx3  —  1  jox* H- 565* —r  941  ^  0  f  et  je  trouve, 
après  quelques  essais,  qu'elle  a  une  racine  réelle  entre  3  et 4,  et  dou* 
racine  imaginaires  peu  différentes  entre  ejjea.  Voici  le  divejQppemett* 
de  la  racine  rceilc  en  fraction  continue  ; 
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7-r3 —  iiojc»+565x — 94,=°  | 


7a1 — 473 — 47—° 
— -  85zs  -f-  37a1 -f- 4  33 -f- 7  =0 
aJ— 1 5ga'— a  1 8s— 85=o 
—  1 1  oo5s3-f- 1 96Ç2S1  -f-  a8 1  a-f- 1  =0 
•    89  39^ -^65902'—  1 5353s— 1  ioo5=o 

— *88agz,+a66/,43'-4-334o7*-f-8939=o 
380753 — 1772332* — 7g3o4a — 8829=0 
— 8 1 236893H-7782<x)63»+548 1 33s+58o7=o 
10547^— 845874aS«-.1658897  is— 81 23689=0 
*  «te.  '  • 


1 
2 
1 

140 


4 

46 
1 

819 
2 
6 

-  a 
etc. 


.1:0 


5 

4 
1 1 

i5 
ai  1,1 
ai  26 
4237 

'9°74 
877404 

896478 

etc. 


:  1 

:  3 

:  4 
:  563 

:  567 

:  n3o 

:  5087 

:  235 1 3a 

:  340319 


On  voit  par  les  premiers  termes  des  transformées ,  que  le  minimum 
+  1  a  lieu  lorsque  r=i5  et  w=4,  de  sorte  que  ces  valeurs  satisfont 
à  Téquation 

7^ — iio<*«-f-565to* — 94iuî=  1. 

*  • 

■ 

Dans  le  reste  de  l'opération ,  on  ne  trouve  plus  de  transformées  dont  le 
premier  terme  ait  pour  coefficient  1 ,  et  ainsi  on  est  certain  que  la  pre- 
mière racine  ne  fournit  plus  d'autre  solution  de  l'équation  précédente , 
à  moins  de  supposer  le  nombre  u  beaucoup  plus  grand  que  819X  240219; 
mais  par  cette  grandeur  même,  il  parait  bien  peu  probable  que  l'opéra? 
tion  prolongée  fournisse  de  nouvelles  valeurs  de  t  et  u.  U  reste  à  dé- 
velopper en  fraction  continue  la  partie  réelle  des  racines  imaginaires. 
Or  comme  l'équation  n'est  que  du  troisième  degré,  si  on  appelle  a  la  ra- 
cine réelle  dont  nous  venons  de  trouver  des  valeurs  approchées ,  la  partie 
réelle  £  des  racines  imaginaires  sera  C  =  V4°  —  ?  *  i  substituant  la  valeur 
connue  de  *,  et  développant  le  résultat  en  fraction  continue,  on 
les  quotiens  et  les  fractions  convergentes  vers  G  comme  il  suit  : 


Quotiens  5,    1,    55,  t 


a  ,    a,    1,  5 


Fract.  conv« 


335  34i 


erSèô»    T>    T  *     56'  Tf' 


etc. 
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Or  en  prenant  successivement  pour  ^  ces  diverses  fractions  conver- 

gentes,  on  trouve  que  les  valeurs  *=6,  «=i,  donnent  encore  le 
minimum  -f-  1  y  et  fournissent  ainsi  une  seconde  solution  de  l'équation 
indéterminée  jt3  —  iioCm  etc.  =  i.  Il  serait  inutile  de  prendre  pour 

d'autres  fractions  convergentes,  parce  que  la  limite  trouvée  ci-dessus 
y  =  /       donne  à  très-peu  près  7=  ». 


SECONDE  PARTIE. 

•  -  * 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRÀLE8  DES  NOMBRES. 


§  L  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers. 

(139)  THionàMB.  ST  r  est  un  nombre  premier,  et  N  un  nombre 
»  quelconque  non  divisible  par  c,  je  dis  que  la  quantité  N"'  —  1  sera 

»  divisible  par  c,  de  sorte  qu'on  aura  A'    ~~'  =  entier  =  e  »  (1). 

c 

Soit  x  un  nombre  entier  quelconque ,  si  on  considère  la  formule 
connue 

0  +  *)<=  1 4.cx-Hc-^*»+c       p  V 4-  +c*r->+x- , 

il  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes  de  cette  suite ,  a  l'exception  du 
premier  et  du  dernier,  sont  divisibles  par  c.  En  effet,  soit  M  le  coefli- 

•  j         _  mm         C  .C  —  1  .  C  9  r  —  m  -f-  1  _ 

cient  de  x",  on  aura  M  =s  =  - — ,  ou  M.  i .  a .  3 . . . 

1 .  a    .    o  m 

m  =  c.c — i.c — 3...c  —  m-f-ij  et  puisque  le  second  membre  est 
divisible  par  c,  il  faut  que  le  premier  le  soit  aussi.  Mais  l'exposant  m  , 
dans  les  termes  dont  il  s'agit ,  ne  surpasse  pas  c  —  1  ;  donc  c ,  qui  est 
supposé  un  nombre  premier,  ne  peut  diviser  le  produit  1.2. 3...  m; 
donc  il  divise  nécessairement  M  pour  toute  valeur  de  m  depuis  1  jusqu'à 
c  —  1 .  Donc  la  quantité  (1  «+-  x)'  —  1  —  x*  est  divisible  par  c,  quel  quo 
soit  l'entier  x. 

Soit  maintenant  1  -4-jr  =  iV,  la  quantité  précédente  deviendra... 


(1)  Ce  théorème,  l'un  de*  principaux  de  la  théorie  de*  nombres  ,  est  du  à  Fermât  ; 
il  a  été  démontré  par  Euler  dans  divers  endroits  des  Mémoires  de  Pétersbourg,  et 
notamment  dans  le  Tome  I  des  ftovi  commentant. 
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N'  —  (A"  —  1)'—  1  ;  et  puisqu'elle  est  divisible  par  c ,  si  on  omet  les 
multiples  de  c,  on  aura  A"' —  1  =  (N — i)' ,  ou  N' — N=(N — i)c — 
(A-  —  1).  Mais  en  mettant  N — - 1  à  la  place  de  A",  et  négligeant  tou- 
jours les  multiples  de  c,  on  aura  semblablement  (A~ — i)r  —  (A" — 1)  = 
(iV  —  a)'  —  (jV— a).  Continuant  ainsi  de  restes  égaux  en  restes  égaux, 
on  parviendra  nécessairement  au  reste  (A  —  A7)* — (A" —  A") ,  lequel  est 
évidemment  zéro.  Donc  tous  les  restes  précédera  le  sont;  donc  N'  —  N 
est  divisible  par  c. 

Mais  A"'  — A"  est  le  produit  de  A"  par  N'~  '  —  1  ,  donc  puisque  A* 
est  supposé  non  divisible  par  c,  il  faudra  que  A~t-'  —  1  soit  divisible 
par  c;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  Lorsque  c  est  un  nombre  premier ,  on  satisfera  à  l'équa- 
tion —  -    1  =  e ,  en  prenant  pour  x  un  nombre  quelconque  non-' 

divisible  par  c.  Donc  si  on  considère  seulement  les  valeurs  de  x  positives 
et  moindres  que  e,  ces  valeurs  seront  les  nombres  successifs  1  ,  2,  3, 
4. . .  c  —  1  ;  et  si  on  considère  les  valeurs  ou  solutions  comprises  entre 
—  îc  et  +3  e,  ces  valeurs  ou  solutions  seront  rfc  1  ,  =b  a,  ±3.... 

*:jb  (c  ~  1     Dans  les  deux  cas ,  les  solutions  de  l'équation  dont  il  s'agit, 

sont  au  nombre  de  c  —  1  égal  à  l'exposant  de  x. 

(i3o)  Théorèhc.  n  Si  n  est  un  nombre  premier,  le  produit 
»  1.3.3...  (il —  1)  augmenté  d'une  unité ,  sera  divisible  par  n.  » 
■.  En  effet,  il  résulte  de  la  théorie  des  différences  qu'on  a,  quel  que 
soit  m  y  l'équation 

. . .  m=>n--  -(m—  0"+     ,  ,    (m— a)"  —j  (m— 3)"+etc. 

i  1 .a  î .a. a 

Si  l'on  fait  m  =  n  —  i  ,  et  qu'on  néglige  les  multiples  de  n,  on  aura , 
suivant  le  théorème  précédent , 

*  *    "  « 

m"=  i ,    (m — i)"=i,    (m — a)"  =  i ,  etc. 
Donc  le  produit  i  .a. 3. .  .m,  en  faisant  les  mêmes  omissions,  se  réduit 

à  i — m-{-m'm ~~  ' — m  m~'         -f-  etc. ,  le  nombre  des  termes  de 

■       t .a  î .a.3  * 

cette  suite  étant  m.  Mais  ces  m  termes  composent  la  puissance  dévelop- 
pée (i — i)"  moins  son  dernier  terme,  qui  est  -f-  i ,  parce  que  m  est 
pair.  Donc  la  somme  des  termes  en  question  =(i — i)" — i  sa  i. 
Donc  la  quantité  i.a.5  (n—  i)-f->  est  divisible  par  n. 
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(i3i)  Ce  théorème,  dont  "Waring  fait  mention  dans  ses  Meditationes 
Algebrdicœ ,  et  dont  il  attribue  la  découverte  à  Jean  "Wilson,  a  été  dé- 
montré pour  la  première  foi»  par  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  Berlin, 
année  1771  ,  et  ensuite  par  Euler  dans  ses  Opuscida  Analytica }  Tom.  1. 
Il  est  surtout  remarquable,  en  ce  qu'il  n'a  lieu  que  lorsque  n  est  un 
nombre  premier.  En  effet ,  si  «  est  composé  de  deux  facteurs  quel- 
conques inégaux  a  et  by  ces  deux  facteurs  se  trouveront  nécessairement 
tous  deux  parmi  les  nombres  1,  2,  3  ,  . . .  (n — 1) ,  et  la  quantité 
1.2.3. ..(« — +  i  divisée  par  »,  laissera* pour  reste  +1.  La  même 
chose  aurait  lieu ,  quand  même  n  serait  égal  au  produit  des  deux  fac- 
teurs égaux  flX";  car  alors  a  et  7a  se  trouveraient  dans  la  suite 
1,  2,  3. . .  n —  i.  Doue  le  produit  de  ces  nombres  serait  divisible  par 
ç*  on  n,  et  ce  produit,  augmenté  d'une  unité  ,  laisserait  pour  reste  1. 

On  peut  déduire,  de  là  une  règle  générale  et  infaillible,  pour  recon- 
naître si  un  nombre  donné  n  est  premier  ou  s'il  ne  l'est  pas.  Pour  cela  , 
il  faut  ajouter  une  unité  au  produit  i.a.3...(« — 1);  si  la  somme  est 
divisible  par  n,  le  nombre  »  sera  premier;  si  elle  ne  l  est  pas ,  le  nombre. 
n  sera  composé.  Mais  quoique  cette  règle  soit  très-belle  in  abstmclo,  $ 
elle  ne  peut  guère  être  utile  dans  la  pratique,  attendu  la  grandeur  énorme 
à  laquelle  s'élève  bientôt  le  produit  1 .2.3. .  .(n — 1). 

Observons  que  les  nombres  n  —  1,  n —  2,  n — 3,  etc.  considérés 
comme  restes  de  la  division  par  n,  sont  équivalens  aux  restes  — 1,'  —2, 
—  3,  etc.  ;  d'ailleurs  n  étant  supposé  impair,  le  nombre  des  facteurs 
1,  2,  5...n«~x  sera  pair.  Donc  le  produit  i.a.3...(« — 1),  divisé 

par  «,  laissera  le  même  reste  que  ±  i\2*.3\  .  »("  ~  k  signe  am- 
bigu étant  -f-  lorsque  n  est  de  la  forme  4^H~  1  >  et  —  lorsqu'il  est  dé 
la  forme  4*-f-3. 

Donc  i\  si  le  nombre  premier  n  est  de  la  forme  4A4-1,  la  quan- 
tité Qi.2,5, ..  " -~~ 1  V-f-  1  sera  divisible  par  n.  On  connaît  donc  ainsi 
une  somme  de  deux  quarrés  rt*-f-i  dont  n  doit  être  diviseur. 

a'.  Si  le  nombre  premier  n  est  de  la  forme  4^-f-3,  la  quantité 
(1 .2.3. . .  ~-^y — »  se™  divisible  par  n,  et  par  conséquent  «  doit 
diviser  l'une  ou  l'autre  Mes  deux  quantités  i.s.5  (— ^  +  1  » 
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(i  3a)  Lexmb.  «  $oit  c  un  nombre  premier,  et  Pun  polynôme  du  degré 
*  m  dont  1rs  coefficienssontentiers,savoir,P==^u^4        'H->^'"— '••  •-H*> 
x  je  dis  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  de  m  valeurs  de  x,  comprises  entre 
»  +ÎC  et  — \c,  qui  rendent  ce  polynôme  divisible  par  c.  m 

Car  soit  k  une  première  valeur  de  x  qui  rende  P  divisible  par  c ,  on 
pourra  faire  P=(x —  k)P-\-Act  et  on  aura  pour  P  un  polynôme  en  x 
du  degré  m—- 1.  Soit  k'  une  seconde  valeur  de  x  qui  rende  P  divisible 
par  c,  il  faudra  que  cette  valeur  rende  (x  —  k)P'  divisible  par  c.  Mais 
le  facteur  x — k ,  qui  devient  k — kt  ne  peut  être  divisible  par  c,  puis- 
que k  et  k'  sont  supposés  chacun  plus  petits  que  Je;  donc  P  ne  pourra 
être  divisible  une  seconde  fois  par  c,  à  moins  que  P'  ne  le  soit.  Le  po- 
lynôme P  du  degré  m  n'admet  par  conséquent  qu'une  solution  de  plus 
que  le  polynôme  P*  du  degré  m  — i  ;  donc  il  ne  peut  y  av«ir  au  plus 
que  /ravaleurs  différentes  de  comprises  entre  je  et  — -jf,  qui  rendent 
P  divisible  par  c. 

Nous  regarderons  comme  solution  ou  racine  de  l'équation  —  =  e  , 

toute  valeur  de  x,  comprise  entre  -f-Jc  et  — ,  qui  rend  le  premier 
nlembre  égal  à  un  entier.  Le  nombre  de  ces  solutions,  qu'on  pourrait 
prendre  aussi  entre  o  et  c,  ne  doit  jamais  surpasser  l'exposant  mt 
comme  il  vient  d'être  démontré  ;  mais  d'après  une  solution  telle  que 
x  —  A-,  on  peut  faire  plus  généralement  x  —  k-{-cz ,  et  toutes  les  va-» 
leurs  de  x  renfermées  dans  cette  formule,  satisferont  à  l'équation 

—  =  e,         '     '  '  '    ■    '      *  ■' 

e  .•  '  ;'t       .1      .  :•    îjt.'.'î  '        î  VtU  '»  -l        ,?    •'(  ■ 

-  (.33)  Thforèmï.  «Soit  toujours  c  un  nombre  premier  ?  et -P  on  po- 
»  lynome  du  degré  m,  lequel  soit  diviseur  du  binôme  jc-'-J»  i  ;  je  dis 
»  qu'il  y  aura  toujours  m  valeurs  de  x  ,  comprises  entre  -f-tcet—  ~r, 
m  qui  rendent  ce  polynôme  divisible  par  o.  » 

Car  soit  xe~ 1  —  i=PQ,   Q  étant  un  autre  polynôme  du  degré 

c — i — m.  Puisqu'il  y  a  c — i  valeurs  de  x,  savoir  ±  i,'=fca,±  3. .  .==  — — , 

qui  rendent  le  premier  membre  divisible  par  c,  il  faut  que  chacune  de 
ces  valeurs  rende  P  ou  Q  divisible  par  c.  Parmi  ces  c —  i  valeurs ,  il 
ne  peut  y  en  avoir  plus  de  m  qui  rendent  P  divisible  par  c,  parce  que 
P  n'est  que  du  degré  m  ;  il  ne  peut  non  plus  y  en  avoir  moins  .de  m , 
car  alors  il  y  %aurait  plus  de  c — î — m  valeur!  de  x  qui  rendraient  Q 
divisible  par  c;  c%  qui  est  impossible ,  puisque  Q  n'est  que  du  degré 
0 — i — m.  Donc  le  nombre  de  valeurs  de  x  qui  rendent  P  divisible 

aa 
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par  c,  et  qui  sont  comprises  entre  -f-îc  et  — -Je,  est  précisément  m. 

Remarque.  I.a  même  proposition  aurait  lieu,  si  P  était  diviseuT  de 
x*~ 1  —  i  +c/î,  iî  étant  uu  polynôme  d'un  degré  quelconque  moindre 
que  c. 

(i54)  Théorème.  «  Si  Je  uomfbre  premier  c  est  diviseur  de  x*-±-Nt 
»  N  étant  un  nombre  donné  positif  ou  négatif,  je  dis  <que  la  quantité 
— 

»  ( — -V)  1  —  i  doit  être  divisible  par  c;  et  réciproquement  si  cette 
»  condition  est  remplie,  il  existera  un  nombre  x  (moindre  que  '  t  \  i  tel 
»  que  x'-f-iV  sera  divisible  parc.  (On  excepte  le  cas  dec==a,  et 
*  celui  où  iV  est  divisible  par  c.)  » 

Car  i*.  ai  c  est  diviseur  dcaf-f-xlT,  on  aura,  en  omettant  les  mul- 

tiplcs  de  ct  x'r= — iV;  donc  x**- ' J — i  =  ( — *  —  i.  Le  premier 
membre  est  divisible  par  c,  donç  le  second  doit  l'être  également. 

a".  Si  on  suppose  que  ( — N)  ■  — i  soit  divisible  par  c,  je  fais  cette 

quantité  —cr,  ce  <pw  donnera  x^'—i — ersrza?-'  —  (—  N)  '  .  Mais 
si  Ton  fait  pour  wi  moment  c  —  i  —  aZ» ,  —  A"  =  A/,  le  second 
membre  devient  x* — M*,  lequel  est  divisible  par  x* — Mou  x*-f-iV. 
Donc  x*-+-N  divise  également  le  premier  membre  xf~ i  — cr.  Donc 
(n°  i53)  il  y  a  nécessairement  deux  valeurs  de  x,  moindres  que  { c  , 
qui  rendent  x*-\-N  divisible  par  c;  ces  deux  valeurs  n'en  font  propre- 
ment qu'une  ,  parce  qu'elles  ne  diffèrent  que  par  leur  signe. 

Meiuartftèe.  Nous  avons  démoutré  que  N  étant  un  nombre  quelconque  , 
et  c  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  N  t  la  quantité  N'~ 1  —  i  est 
toujours  divisible  par  c;  celte  quantité  est  le  produit  des  deux  facteurs 

Jf  »  -f.  1 9  JY  »  — ,  ;  il  fout  donc  que  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  iâcteurs 

soit  divisible  par  c  ;  d'où  nous  conclurons  que  la  quantité  N  "  divisée 
par  c,  laissera  toujours  le  reste  -f-i  ou  le  reste  — i. 

<"~*1 

(i35)  Comme  les  quantités  analogues  «N  '  ie  rencontreront  fréquem- 
ment dans  le  cours  Senos recherches ,  nous  emploirons  le  caractère  abrégé 

pour  exprimer  le  reste  que  donne  N  ■  divisée  par  c;*reste  qui  ,  suivaut 
ce  qu'on  vient  de  utoir^  ne  peut  être  que     1  ou  —  1 .  .  •-  ~> 
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'—  )  le  nombre  N  est  un  nombre  quelconque  po- 
sitif ou  négatif,  mais  c  est  toujours  un  nombre  premier,  a  excepté. 

Lorsque  c  est  un  nombre  premier  4»-+- 1 ,  l'exposant  est  pair  ; 
au  contraire  cet  exposant  est  impair,  lorsque  c  est  de  la  forme  4M-'. 
Dans  le  premier  cas  on  doit  donc  avoir  (— )  =  (ff) ,  et  dan*  le  second 

Une  expression  telle  que  (~)  est  toujours  le  produit  des  deux  ex- 
(f),  (?).  Or  «(?)=,,  i.  .en»  de  ce. 

•—I  »— I 

indique  assee  qu'on  peut  faire  M~z=me+ftf  N*  c=m?-f  r, 

«— « 

«et»  étant  des  entiers;  de  la  résulte  (ifiV)"1" = (me -f-At)(«c-f-f), 
et  il  est  visible  que  le  second  membre  divisé  par  c  laisse  le  reste  fu>; 


Dans  le  cas  de  deux  facteurs  égaux,  l'expression  (^)  ,  <rai  est  la 
même  chose  que        X  (~)f  est  toujours  égale  fa  -f-  r ,  puisque  chaque 
~)  ne  peut  être  que  -f-i  ou  —  i. 
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•i  .   i  * .  >  f  :  *     i     .  :  .  > 


§  IL  Recherche  de  la  forme  qui  convient  aux  diviseurs  de  la 

formule  ta-r-au*. 


I  •  •  •  ••;..»      ..  •  •  I 


(.56)  D  an  s  la  formule  <*-f  au*,  nous  regarderons  a  comme  un  nombre 
donné  positif  ou  négatif,  et  nous  supposerons  que  t  et  u  sont  deux 
indéterminées  auxquelles-  on  -peut  attribuer  toutes  les  taléurs  possibles 
en  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  mais  avec  la  condition  essen- 
tielle que  t  et  «soient  premiers  entre  eux.  En  effet,  sans  cette  condi- 
tiôn  tout  nombre  pourrait  diviser  la  formule  **+*«•,  et  il  n'y  aurait 
par  conséquent  aucune  forme  particulière  qui  caractérisât  les-  diviseurs 
de  cette  formule.  Cela  posé,  on  voit  que  pour  une  même  valeur  de  a, 
la  formule  i'-f-oM*  représentera. une  infinité  de  nombres  différens,  et  il 
s'agit  d'examiner  la  nature  des  diviseurs  de  cette  formule. 

Sohp  un  diviseur  quelconque  de.  |a  formule;  4*-f-otf%  et  soit  en  con* 
séquence  t*-\-au*=Pp:  je  dis  d'abord  que  les  nombres  «  elp  sont  pre- 
miers entre  eux:  car  si  u*  cVp  avaient  un  commun  diviseur .6,'  il  est 
clair  que  &  diviserait  Pp —  au*  ou  /*,  et  qu'ainsi  t  et  u  auraient  un  com- 
mun diviseur,  ce  qui  est  contre  la  supposition.  Puis  donc  que  p  et  u  sont 
premiers  entre  eux,  on  pourra  (n°  i3)  trouver  deux  nombres  /  et  q  tels 
qu'on  ait  l=pj-\-qu.  Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  t*+au*=Pp 
et  divisant  tout  par  p,  on  aura 

Mais  puisque  «  n'a  aucun  diviseur  commun  aveep,  cette  équation  ne  peut 

subsister  à  moins  que         ne  soit  un  entier.  Donc  le  nombre  p  qui 

divise  la  formule  t*-\-au*,  divisera  également  la  formule  moins  général» 
x*-r-a,  en  faisant  xz=q. 

(137)  Non-seulement  la  formule  à  deux  indéterminées  l* -{-au*,  n'a 
pas  d'autres  diviseurs  que  la  formule  à  une  seule  indéterminée  t*-\-a 
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ou  x*-f-<»;  ma>s  a  cet  égard  la  formule  A^-\-Btu~\-Cu%  y  oû  A ,  2?,  C 
«ont  des  nombres  donnés ,  n'est  pas  plus  générale  que  les  deux  premières. 
En  effet  si  on  multiplie  la  dernière  par  ^A ,  et  qu'on  fasse  aAt-t-Bu=xt 
4AC — 5»= a,  le  produit  sera  x*-f-ai*\  Donc  les  diviseurs  de  la  for- 
mule Ae+BturlrCi?  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  formule  plus  «impie 
x*-{-au*i  ou  seulement  ar'-f-a,  a  étant  égale  à  la  quantité  constante 
^AC — J9*.  Et  quoiqu'on  ait  multiplié  par  /\A  la  formule  proposée,  il 
n'y  a  pas  même  exception  par  rapport  aux  diviseurs  qui  ne  seraient  pas 
premiers  à  A ,  car  en  Élisant  x—By  la  formule  x»-f-a  devient  /?»-+- a 
ou  t)AC\  elle  est  par  conséquent  divisible  par  A. 

Soit  toujours  p  un  diviseur  quelconque  de  la  formule  t%-\-au*y  et  sup- 
posons que  €,  y  f  ^,  etc.  soient  les  nombres  premiers  qui  divisent  p  t 
il  faudra  que  chacun  de  ces  nombres  divise  la  formule  x*-{-a  ;  ainsi , 
d'après  le  n  1 54  et  la  notation  indiquée  u°  i55,  il  faudra  qu'où  ait  les 
équations 

(?)=■•  (f)=-  (?)='•  ~ 

Ces  conditions  seront  suffisantes,  au  moins  tant  que  p  et  a  n'auront  pas 
de  commun  diviseur. 

(i38)  Revenons  à  la  formule  py%  -f- a^u.-f-  f2-^)     =      et  puis- 

\  P  / 

que  ^-^f?  est  un  entier,  faisons  2l±£  — r  nous  aurons 
P  P 

P=pj*  +  iftf'u  -f-  ru*. 

Mais  P  peut  désigner  pareillement  un  diviseur  quelconque  de  la  for* 
mule  t*-+-au*;  donc  tout  diviseur  de  cette  formule  indéterminée  peut  être 
représenté  par  la  formule  de  même  degré  py%-^-^qjti-\-ru%y  dans  laquelle 
on  a  pr^r(f%  =  a. 

Et  comme  on  est  maître  de  supposer  «=i ,  puisque  la  formule  t'-\-a 
doit  avoir  les  mêmes  diviseurs  que  la  formule  t*-\-au*y  il  s'ensuit  qu'on 
peut  aussi  représenter  l'un  quelconque  de  ces  diviseurs  par  la  formule 
py*  -+-  a^-f-r,  où  l'on  a  également  />r— - q*~ a.  Cette  forme  est  plus 
simple  que  la  précédente;  cependant  nous  préférerons  celle-ci,  parce 
que  ses  coefliciens  peuvent  toujours  être  renfermés  entre  des  limites 
connues  et  dépendantes  du  seul  nombre  a. 

En  effet ,  nous  avons  démontré  (n"  Jfi)  que  la  formule  indéterminée 
py*-+-2(]ju-\-ru%  peut  toujours  être  transformée  en  une  formule  sem- 
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Lia  Me,  dans  laquelle  le  coefficient  moyen  ay  n'excédera  aucun  des  coef- 

ficiens  extrêmes  p ,  r,  et  où  l'on  aura  toujours  pr—  9*= a. 

Supposons  que  cette  re'duction  soit  effectuée,  et  nous  serons  en  droit 
de  conclure,  selon  que  a  est  positif  ou  négatif, 

1*.  Que  tout  diviseur  de  la  formule  P-f-ea*,  où  c  est  un  nombre  po- 
sitif, peut  être  représenté  par  la  formule /j^-r-a^a-f-r»*,  dans  laquelle 

on  a  pr-—<f=c,  27  <p  et  r,  et  par  conséquent  <f  <V%> 

a\  Que  tout  diviseur  de  la  formule  t%  —  cu%  peut  être  représenté  par 
la  formule  /y'-r-a^s— • où  l'on  a  ^r-f-fssc,  a<j<p  et  r,  et  par 

conséquent  9  <  v/  §• 

(139)  Dans  les  deux  cas,  il  faut  se  souvenir  que  les  indéterminées  y 
et  z  doivent  être  des  nombres  premiers  entre  eux,  comme  le  sont  les 
indéterminées  t  et  u  de  la  formule  proposée  r'rfccu*.  Avec  cette  con- 
dition ,  tout  nombre  P  renfermé  dans  la  formule  pj%  +  aqyz  dz  rz%  sera 
nécessairement  diviseur  de  la  formule  t'dbcu*. 

Car  supposons  qu'on  ait  P        -f-a^a^db^*,  et  soit  ^  la  fraction 

convergente  qui  précède  ^  dans  le  développement  de  celle-ci  en  fraction 

continue.  Si  à  la  place  de  y  et  2  on  met  «y-f-ct'a  et  C'z  dans  la 
formule  indéterminée  py%  -f-  sqyzdzrz*,  le  résultat  sera  (u*  53)  de  U 
forme  />j»-f-2Q/s  +  Bz%  où  1  on  aura  rii~Q'zhv.  Donc  P  est  di- 
viseur de  Ç'rfccou  de  r=fcc«\ 
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§  III.  application  de  la  théorie  précédente  à  diverses  formule* 
t*  -f-  h*  ,  t*  -f-  îu*  ,  t*  —  «u*  ,  etc.  Conséquences  qui  en 
résultent  pour  les  formes  générales  des  nombres  premiers* 


(140)  Pour  avoir  les  diviseurs  de  la  formule  <*-f-i*%  il  faudra,  suivant 
la  méthode  du  §  précédent,  faire  c=  1 , pr  —  y»=  1,  et  q  <  i/i,  on 
aura  donc  7  =  o ,  pr  =  1 ,  p  =  r=  1 ,  et  le  diviseur  pjr*  -f-  3^-3  -f-  rz* 
se  réduit  à^-r-s1.  Donc  «  tout  diviseur  de  la  formule  com- 
»  posée  de  deux  quarrés  premiers  entre  eux ,  est  également  la  somme 
»  de  deux  quarrés  premiers  entre  eux.  » 

Ce  théorème  étant  d'un  très-grand  usage  dans  la  théorie  des  nombres, 
nous  croyons  devoir  en  donner  une  seconde  démonstration  fondée  sur 
d'autres  principes. 

Soit  N  un  nombre  quelconque  qui  divise  la  somme  de  deux  quarrés 
premiers  entre  eux  f-\-u*t  on  pourra  supposer  que  les  nombres  t  et  u 
ne  surpassent  pas  î  N;  car  puisque  N  divise  t'-j-u* ,  il  divisera  également 
(/  —  *jV)*  +  (u  —  CNy  ;  or  les  nombres  et  et  €  peuvent  toujours  être 
pris  de  manière  que  t  —  aN  et  «  —  CN  n'excèdent  pas  i  2V. 

Cette  préparation  étant  supposée  faite,  la  quantité  /'-(-u*  sera  moindre 
que  \  N% ,  ainsi  en  faisant  f  -f  -  u*  =  NN'y  on  aura  iV  <  J  N. 

Et  d'abord  si  on  avait  JV  =  i ,  le  nombre  N  serait  égal  à  f  -+-  «* ,  et 
la  proposition  serait  vérifiée. 

Soit  donc  N'  >  1  ;  puisque  JV  divise  /•-+-«',  il  divisera  aussi 
(t — aN')*-\-(u —  £iV)*;  or  on  peut  prendre  a  et  €  de  manière  que 
/  -—  aN'  et  «  —  CN'  n'excèdent  pas  £  iV'.  Si  l'on  fait  donc  dans  cette 
hypothèse  ■ 

(t— aN'y  +  («  -  ary  =  w , 

on  aura  A*  <  1  iV\  Multipliant  celte  équation  membre  à  membre  par 
l'équation  u*  =  NJS' t  on  trouvera  que  le  produit  peut  être  mis  sous 
la  forme 
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Substituant  dans  le  premier  membre  NJV  au  lieu  de  t*  -f-      et  divisant 

tout  par  N",  on  aura 

(N — *i  —  Su)»  4-  (eut  —  Ct)*  =  2V7V. 

Si  dans  ce  nouveau  résultat,  on  avait  iV"  =  i  ,  le  nombre  N  serait  égal 
à  la  somme  de  deux  quarrés,  et  la  proposition  serait  démontrée. 

Soit  donc  encore  A*  >  i,  alors,  en  suivant  la  même,  marche,  on 
déduira  du  produit  NJ\*  un  nouveau  produit  NNm  où  l'on  aura  JV' <{ N', 
et  qui  sera  exprimé  pareillement  par  la  somme  de  deux  quarrés. 

Mais  la  suite  des  nombres  entiers  N,  iV,  N'>  Nm,  etc.  dans  laquelle 
chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  du  précédent,  ne  saurait  aller  à 
l'infini;  on  parviendra  donc  nécessairement  à  un  terme  égal  à  l'unité, 
et  alors  le  nombre  N  sera  égal  à  la  somme  de  deux  quarrés, 

•  - 

(141)  Revenons  à  la  méthode  générale,  et  proposons-nous  de  déter- 
miner les  diviseurs  de  la  formule  t%  -f-  au*.  On  aura ,  dans  ce  cas  ,  c  =?  a  t 
pr — (7*  =  a,  q  <y-j  j.  donc  il  faut  faire  encore  y  =  o,  ce  qui  donne 
pr=at  et  par  conséquent  p  —  i  ,  r=  a.  Donc  le  diviseur  p)*-j-n/j'z-\- rz* 
sera  toujours  de  la  forme  jr*  -f-  as'  semblable  à  la  formule  dividende 
*»-f-au\ 

Soit  encore  la  formule  f —  2u»,  dont  nous  représenterons  un  diviseur 
quelconque  par  py%  -f-  27/2  —  rs» ,  on  aura  c  =  a ,  pr  -f-  q*  =  a  ,  q  <  y 
Il  en  résulte  q  =  o  et  prz=  2,  ce  qui  donne  p  =  1 ,  r=  a,,  ou  p  =  a, 
>==  1 .  Donc  tout  diviseur  de  la  formule  t%—  au*  peut  être  représenté  f 
soit  par  jr*  —  as*,  soit  par  aj%  —  z\  Ces  deux  formes,  au  reste,  se  ré- 
duisent à  une  seule ,  car  nous  avons  déjà  observé  qu'on  a 

—  35»  =  3  (/  —  2)'  —  (j  —  33)», 

On  trouvera  de  la  même  manière ,  que  la  formule  /*  -f-  3u*  ne  peut 
avoir  pour  diviseur  impair  qu'un  nombre  de  forme  semblable  j'-^-Sz*, 
et  aussi  que  la  formule  f»  —  5a»  ne  peut  avoir  pour  diviseur  impair  que 
l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  y*  —  5s»,  5j  *  —  s».  Or  il  est  aisé  de 
voir  que  ces  aeux  formes  se  réduisent  encore  à  une  seule,  puisqu'on  a 

Donc  en  général  «  tout  nombre  compris  dans  l'une  des  formes  f  -f-  m*, 
»  /• -f.au»,  /»-^3u»,  /»-f-3u»,  /'  —  5a»,  /  et  «  étant  premiers  entre 
N  eux,  ne  peut  avoir  pour  diviseur  qu'un  nombre  de  même  forme.  H 
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»  finit  excepter  seulement,  à  l'égard  des  deux  dernières  formules  t'  -f-  3«% 
»  i*— •  5u* ,  les  diviseurs  doubles  d'un  impair  ,  lesquels  ne  pourraient 
»  être  des  formes  jr*  -f-  5a* ,  ^  —  52*.  » 

Ces  diverses  formes ,  qui  ont  l'avantage  de  se  reproduire  dans  leurs 
diviseurs ,  ne  sont  point  incompatibles  entre  elles  ;  elles  se  trouvent  au 
contraire  réunies  assez  souvent ,  deux  ou  plusieurs  ,  dans  le  même 
nombre.  Ainsi  on  a  89  r=  8»  4-  5* s 9*  4-  2. a*;  241  =  i5*  4-  4*  =  i3* 
4-  a.6*  =  ai*  —  a.  10*  =  7*-f-3. 8*  =5  5i*  — 5.i2*. 

(142).  C'est  ici  le  lieu  de  développer  quelques-unes  des  propriétés  des 
nombres  fondées  sur  la  combinaison  des  quarrés  pairs  et  impairs  ;  et 
d'abord  observons  qu'un  quarré  pair  (aa:)*  est  toujours  de  la  forme  4n  > 
et  un  quarré  impair  (  2x  4-  1  )*  de  la  forme  8n  -f-  1.  En  effet  on  a 

4x*  4-  4x  -f-  1  =3  8  ^—  £ 4-  1  ;  or    *x  est  toujours  un  entier,  et 

de  plus,  cet  entier  est  un  nombre  triangulaire  (1). 


(1)  Voici  les  différentes  séries  de  nombres  auxquels  on  a  donné  le  nom  de  nombres 
figurés  t 


A 

1,  a,  3,  4,  5 
i,  3,  6,  10, 

,6  

11 

B 

n.n-f-  1 
1  .a 

c 

»,  4.  >°,  *>. 

n.n+i.n+» 

i.a.3 

D 

i,5,  i5,  35, 

n.n-f-i.n  +  a.n-f-  3 
i.a.3-4 

etc. 

etc. ,  etc. 

La  première  série  A  est  celle  des  nombres  naturels  dont  le  terme  général  est  n  ; 

la  seconde  série  B  est  celle  des  nombres  triangulaires ,  son  terme  général  est  X^f 

Si  de  ce  terme  général ,  qui  est  le  n"""  terme  de  la  série  B ,  on  retranche  le  terme 

précédent  de  la  même  série ,  lequel  est  - — -— ,  le  reste  sera  n  ,  qui  est  le  terme 

général  ou  niimi  terme  de  la  série  A.  Donc  on  formera  le  n""*  terme  de  la  série  B, 
en  ajoutant  le  (/»  —  î)***  terme  de  la  même  série  avec  le  n*"  de  la  série  A. 

La  troisième  série  C  est  celle  des  nombres  pyramidaux,  dont  le  terme  général  est 

""T.aij"*"*  '  "  d*  °*  t«Bie  on  retranche  le  précédent       ^ffi^  de  14  mèm* 

a3 
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Puisque^*  et  z*  ne  peuvent  être  que  de  l'une  des  formes  fat  Sn  -f-  t  , 

on  établira  immédiatement  les  trois  propositions  suivantes  : 

i°.  «  Tout  nombre  impair  représenté  par  la  formule  j^-f- 3*  est  de  la 
»  forme  4"  +  »  •  » 

a4,  u  Tout  nombre  impair  représenté  par  la  formule  j*  as»  est  de 
»  l'une  des  formes  cto-f- 1 ,  8«  -f-  5.  » 

5°.  «  Tout  nombre  impair  représenté  par  la  formule  y*  —  as"  est  de 
m  l'une  des  formes  8/i-f-i,  8/e  -f-  7.  u 

De  ces  trois  propositions  résultent ,  par  voie  d'exclusion ,  ces  trois 
autres  : 

4°.  «  Aucun  nombre  de  la  forme  4"  -f-  3  ne  peut  être  représenté  par 
«  y*  +  s*.  » 

5°.  «  Aucun  nombre  des  formes  8«  -f-  5,  8»  -f-  7  ne  peut  être  repré- 
»  senté  par  7' -f- as*,  m 

6".  «  Aucun  nombre  des  formes  8«-f-  5,  8* +  5  ne  peut  être  repré- 
»  senté  par  y*  —  az\  »  s  -  , 

Cela  posé,  il  sera  facile  de  démontrer  les  quatre  théorèmes  suivans, 
qui  sont  d'une  grande  importance  dans  la  théorie  des  nombre». 

(143)  Théorème  I.  «  Tout  nombre  premier  4/I-f*  «  est  la  somme  de 
M  deux  quarrés.  » 

Soit  ce  nombre  premier  c  =  tyi  -f-  1 ,  on  aura  Xe"  —  1  =  x4'  —  1 
=  (j:"-f-  1)  (•**"  —  1);  donc  (n°  i53)  il  y  aura  vt  valeurs  de  a:,  com- 
prises entre  -f-  î  c  et  —  ;  c,  qui  rendront  x**-f-  1  divisible  par  c.  Mai» 
x"  -f-  1  est  la  somme  de  deux  quarrés  premiers  entre  eux,  donc  (n*  140) 

 .......  .  ,  — — ;   ■ 

.1 

série  ,  la  différence  sera  "'n.^.\ ,  qui  est  le  nu""  terme  de  la  «érie  B.  Denc  00  ptut 

former  la  série  C  au  moyen  de  la  série  B,  comme  on  a  for m é  celle-ci  au  moyen  de  la 
série  A. 

il  en  est  de  même  <ie  ia  quatrième  série  D ,  qui  Mt  cette  des  nombres  triangaich- 

t  ■        ^  j      i                    1  '    n.n-f-  *  .n  +  a.n  4-3 
tnangtikures ,  et  dont  k  terme  çamral  est  j  g.  ^  - — i — «t  ainsi  des  antres.  1 

Les  ternes  générât  x  que  nous  donnons  ici  M  ru  nie  définitions ,  «t  d'où  bobs  dédui- 
sons la  loi-de  formation  successive  ,  renferment  tonte  m  ifeéorie  des  nombres  Bguté», 
et  offrent  immédiatement  la  démonstration  d'une  progsositma  générale  dont  Fermât 
fait  mention  dans  ses  notes  sur  Diophante,  pag.  16,  et  qu'il  regardait  comme  une 
dbees  principales  découvertes.  .  •  •-• 


1 
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«Vra  diviseur  e  est  également  la  somme  de  deux  quarrés  premiers  ;  donc 
on  pourra  toujours  supposer  c  =/*  -f-s*.  (1). 

Remarque.  La  forme  4/*"T"  1  renferme  les  deux  formes  8/z-f-  1 ,  8n-f-5; 
donc  tout  nombre  premier  soit  de  la  forme  8/24-1,  soit  de  la  forme 
81»  -f-  5,  est  la  somme  de  deux  quarre's. 

(144)  Théorème  II.  «  Tout  nombre  premier  Sn  -f-  x  est  a-la- fuis 
des  trois  formes  jr*  4-  a» ,  j*  4-  as» ,  jr*  —  az».  ' 

Soit  ce  nombre  premier  c  =  8»  +  1 ,  on  a  déjà  prouvé  qu'il  doit 
être  de  la  forme  y*  -f-  z' ,  ainsi  il  reste  à  démontrer  qu'il  est  eu 
même  temps  des  deux  autres  formes  j*  4-  aa* ,  y%  —~  as*.  Or  on  a 
xf~l  —  1  =  x'"  —  1  =  (x*" —  1  )  (x*"-+-  1  )  ;  donc  (n*  i55)  il  y  a 
valeur  de  x  comprises  entre  4-  î  c  et  —  7  c  j  qui  rendent  le  binôme 
x^-f-i  divisible  par  c.  Mais  d'abord  le  binôme  x*'4-i  peut  se  mettre 
sous  la  forme  (x" — i)*4-a.x",  laquelle  est  comprise  dans  la  formule 
t  -f-  au',  «  et  «  étant  premiers  entre  eux;  donc  son  diviseur  c  est  de  la 
forme/* +02*. 

En  second  lieu,  le  binôme  x4*4~  1  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 
(x"-h  1)» — ax",  laquelle  revient  à  t% — a«»;  donc  son  diviseur  c  doit 
être  également  de  Ja  forme/1 —  az\ 

Donc  tout  nombre  premier  8/1 -f-i  est  à-la-fois  des  trois  formes 
/■-M1»  ï%— 2Z*-  Et  pour  en  donner  un  exemple,  75=8*4-5* 

=  i'-f-a.6*=9*— a.a*. 

(145)  Théorème  III.  «  Tout  nombre  premier  8«-f-5  est  de  la  forme 
»  j*  -f-  as*.  »   

Car  en  faisant  c  =  8«-f-  5,  et  prenant  en  particulier  x= 2 ,  la  for- 
mule x*—— 1  devient  a*-*"1  —  1=  (a*-4"—  i)  (a^+'-f-i);  donc  il  faut 
que  l'un  de  ces  facteurs  binômes  soit  divisible  par  c.  Mais  si  le  premier 
facteur,  qui  est  de  la  forme  af* — u*t  était  divisible  par  c,  le  nombre  « 
lui-même  serait  de  la  forme  ny  * — z*  ou  r'  — as",  laquelle  ,  comme  on 

fa  vu  n°  14a,  ne  peut  convenir  à  aucun  nombre'8»  4-3.  Donc  c  divise 

.  ,  .  >  >  ,'•*♦'  > 


(1)  Cette  -proposition  a  été  démontrée  ci-dessua  (n*  5a)  d'une  manière  encore  plu» 
directe,  et  «lie  résulte  également  de  ce  que  l'équation  x*  —  cy*  =  —  i  ,  étant  toujours 
powible  dans  ce  cas,  c  doit  Être  diriwmr  de  *•  +  i.'  '  ' 
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nécessairément  le  secoud  facteur  2.2*--f-i ,  lequel  est  delà  former r+ai**, 

donc  c  est  de  la  même  forme  y*-\-iz%  (1).  •  1 

(146)  Théorème  IV.  «  Tout  nombre  premier  8/1  -f  7  est  de  la  forme 

»  J*  22*.  M 

Car  en  faisant  c=8«+7,  et  prenant  encore  x==a,  on  aura..., 
af~x — 1=(2<,+3  -f-i)  (24*"*"î —  1)  ;  le  premier  membre  (n*  129)  doit  être 
divisible  par  c ,  '  donc  il  faut  que  c  divise  l'un  des  facteurs  du  second 
membre.  Mais  en  doublant  ces  foc  leurs,  et  faisant  2"*»  =  *,  Us  de- 
viennent **-f-2,  h  —  2  ;  or  si  c  divisait  &  Mndt  de  la  forme 
j'-f-23»,  laquelle  (n°  142)  ne  peut  convenir  à  aucun  nombre  8/1  +  7. 
Donc  c  divise  nécessairement  l'autre  facteur  A»  —  2,  donc  il  est  de  la 
forme  j* — 22'  (2). 

Corollaire    c  in  in  Ah. 

(147)  Il  suit  de  ces  quatre  théorèmes,  que  les  nombres  premiers  im- 
pairs étant  distribués  en  quatre  classes  ou  espèces  8«-f-  1 ,  8/1  -f-  3 , 
8n-f-5,  8n-j-7,  on  peut  établir  les  propriétés  suivantes  qui  distinguent 
deux  espèces  de  deux  autres  t 

ic.  «  Les  nombres  premiers  8/1-f-i ,  8/»-f-5,  sont,  exclusivement  à 
»  tous  autres,  de  la  forme  » 

20.  «  Les  nombres  premiers  8«-f- 1 ,  8/14-3,  sont,  exclusivement  à 
»  tou6  autres,  de  la  forme  j-*-f-2s\  » 

3°.  «  Les  nombres  premiers  8/i-f- 1,  8/1+7,  «ont,  exclusivement  k 
»  tous  autres,  de  la  forme  y*  —  az%.  n 

D'où  l'on  voit  que  la  seule  espèce  8/1 -f- 1 ,  dans  laquelle  l'unité  est 


(1)  On  a  démontré  ci-dessus,  n*44>  «F"  c  étant  nn  nombre  premier  8n-f-3,  il 
•st  toujours  possible  de  satisfaire  à  1  équation  x* —  cy*  =  — a  :  de  là  3  révolte  fort  di- 
rectement que  c  est  diviseur  de  x^-f-n,  et  qu'ainsi  c  est  de  la  forme  y*  -f-  ax*. 

(a)  C'est  encore  ce  qu'on  peut  déduire  immédiatement  de  la  proposition  du  rr»  45  ; 
car  puisque ,  suivant  cette  proposition,  l'équation  x* — cy'=  a  est  toujours  possible, 
il  s'ensuit  que  c  divise  x* — a,  et  qu'ainsi  c  est  de  la  forme  y'  —  a*'. 

Ces  quatre  théorèmes,  et  quelques  autres  semblables ,  ont  été  découverts  par  Fermât; 
mais  les  démonstrations  de  ce  savant  ne  nous  ont  point  été  transmises.  Euler  a  démon- 
tré le  premier  et  le  second  dans  les  nouveaux  Comment,  de  Péterabourg  ;  Lagrango 
a  démontré  les  autres  dans  les  Mém.  de  Berlin,  ans,  1773. 
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comprise,  réunit  les  trois  propriétés,  et  que  chacune  des  trois  autres 
espèces  ne  jouit  que  d'une  seule  de  ces  mêmes  propriétés. 

'  À  l'aide  de  ces  théorèmes,  il  est  facile  d'évaluer  l'expression  se- 
lon les  diverses  formes  du  nombre  premier  c.  On  se  souviendra  (n*  1 35) 

i'  î=i 

que  cette  expression  désigne  le  reste  de  a  »  divisé  par  c,  reste  qui  ne 
peut  être  que  -f-i  ou  — i. 

(148)  TnÉoRÈMx  V.  «  L'expression  Qj  sera  égale  à  -f-  x ,  si  le 

j»  nombre  premier  c  est  de  forme  8/1  -f-i  ou  8/1 -f- 7;  elle  sera  égale  à 
»  —  1 ,  si  le  nombre  premier  c  est  de  l'une  des  deux  autres  formes 
»  8n-f  3,  8/»-f-5.  » 

Car  i*.  si  c  est  de  l'une  des  formes  8/1 -f- 1 ,  8/14-7 ,  on  pourra  foire 
c=y*  —  az»,  ou  az*=jr* — c.  Élevant  chaque  membre  à  la  puissance 

c—  1  — 

et  négligeant  les  multiples  de  c,  on  aura  a  *  z"t*  ==X*~*  ;  mais  en 

omettant  ces  mêmes  multiples,  on  aura  (n*  129)  1 ,  a'r.'sssi. 

Donc  a  *  =  1  ,  ou  suivant  notre  notation  abrégée,  (-J  =  1. 

20.  Si  c  est  de  la  forme  8/1 -f- 3,  on  pourra  faire  c=j*-f-a**,  ou 
2z'=c— j\  Élevant  chaque  membre  à  la  puissance  ^-i-  et  observant 

que  ~—  est  impair,  on  aura,  en  négligeant  toujours  les  multiples 

de  c,  a"7*—'  =— fT* ,  ou  2~=  — 1,  ou  enfin       =  —  1. 

3°.  Si  c  est  de  la  forme  8«-f-5,  c  ne  pourra  être  de  la  forme  j*—aa% 
donc  c  ne  pourra  diviser  un  nombre  de  la  forme  /* — 211*.  Mais  si  c  di- 
visait un  nombre  de  cette  forme  ,  on  aurait  (  en  vertu  du  n*  1 54  ) 

donc  puisqu'on  ne  peut  avoir  on  aura  nécessairement 

©■—•■ 

Ce  théorème,  joint  aux  observations  contenues  dans  le  n*  i55, 
formera  une  sorte  d'algorithme  très-utile  pour  le  calcul  des  quau- 
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•  ■  «  .  .       •>      •  « 


§  IV.  Où  ton  prouve  que  tout  nombre  entier  est  composé  de 
quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  quarrés. 


o  tr  s  commencerons  par  démontrer  la  proposition  suivante  ,  qui  n'est 
pas  seulement  subsidiaire  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue ,  mais  qui 
contient  une  propriété  très-remarquable  des  nombres  premiers. 

,  (i4o)  Théorèwe.  a  Etant  donné  un  nombre  premier  A  et  deux  autres 
m  nombres  quelconques  2?  et  C,  positifs  ou  négatifs,  mais  non  divisibles 
n  par  A;  je  dis  qu'on  peut  toujours  trouver  deux  nombres  \  et  U,  tell 
»  que  la  quantité  /*  —  Bu*  —  C  soit  divisible  par  A.  »  (  Lag  range , 
Mém.  de  Berlin,  1770.) 

Car  t\  si  l'on  peut  trouver  un  nombre  u  tel  que  Bu*+  C  soit  divi- 
sible par,  A ,  on  prendra  pour  t  un  multiple  de  A,  et  la  formule... 

—  2?u'  —  C  sera  divisible  par  A. 

a'.  S'il  n'y  a  aucun  nombre  qui  remplisse  cette  condition ,  faisons , 
pour  abréger,  ^=aa-f-i,  Bu*  -f-  Cz=  la  quantité  dont  il  s'agit 
/• — Bu* — C  ou  t*  —  V  étant  un  diviseur  de  f** — F\  on  pourra  faire 
le  quotient 

Vf~++f*f— 1  4-  V'~'=  P, 

* 

et  on  aura  , 
Çt* —  V)P=s.t*' — V'  —  t** —  i  — (V* —  1). 


Soit  Q=F'-t-  1 ,  et  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  oj 

(e — r)  PQ  =zQCr — 0  —  «)• 

Mais  d'après  le  théorème  de  Fermât  (n*  1 39) ,  on  sait  que  le  second 
membre  est  divisible  par  A,  pourvu  que  /  et  F  soient  premiers  à  A. 
Donc  si,  outre  ces  deux  conditions,  on  peut  faire  ensortc  que  A  ne  di- 
vise ni  P  ni  Q,  on  en  conclura  avec  certitude  que  t%  —  fr  e&X  divisible 
par  A  t  ce  qui  est  l'objet  de  notre  démonstration. 

Mais  d'abord  on  a  supposé  que  V  n'est  jamais  divisible  par  A  ;  et 
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pour  que  t  ne  le  soit  pas ,  il  suffit  de  prendre  pour  /  l'un  de*  nombres 
i,  a,  5.. .  .A — i.  Ainsi  les  deux  premières  conditions  se  remplissent 
d'elles-mêmes,  et  il  ne  s'agit  plus  que  de  satisfaire  aux  deux  autres, 
c'est-à-dire  de  faire  ensorte  que  A  ne  divise  ni  P  ni  Q. 

Or  i*.  la  quantité  Q  est  V  +  \~(Bu* +Ç?+i  élaut  développée, 
donne 

Q=  t+B°u»  -f  aB->Cu*~  -f-  ±~  B~*C'u*~*  «+-  etc. 

+  C   +*BÇT>u*  B'C— là  -f-etc. 

Et  il  faut  de' deux  choses  l'une  (n°  i54),  ou  que  C*— i  «oit  divisible 
par  A,  ou  que  C'+i  le  soit.  Si  le  premier  cas  a  lieu,  on  eu  d'autres 

termes,  si  l'on  a  f^)—1»  on  pourra  faire  «=o,  et  la  quantité  Q 

sera  non-divisible  par  A.  Ce  cas,  au  reste,  est  «vident  per  lui-même , 
puisqu'indépendamment  du  terme  Bit  qu'on  peut  faire  xéro  ou  multiple 
de  A  y  la  partie  I* — C  est  divisible  par  A,  en  vertu  de  la  condition 

(C \    ■  ■ 
_  \  — —  i  J  alors  en  séparant 

dans  Q  la  partie  C*+ 1  qui  est  divisDde  par  A3  et  divisant  le  reste  par  u*f 
nous  aurons  le  quotient 

Q  =  £'u*~*  +  ai?—'  Cu"^<  -f- . . . .  4.  aBC*-> .  1 

Cette  fonction,  considérée  par  rapport  à  «,  n'étant  que  du  degré  2«—  a 
ou  A — 5,  il  ne  peut  y  avoir  au  plus  que  A — 3  valeurs  de  u,  qui 
rendent  Q  divisible  par  A  ;  donc  il  y  aura  au  moins  deux  valeurs  de  u 
qui  rendront  Qt  et  par  conséquent  Q  non  divisible  par  A. 

a\  u  étant  ainsi  déterminé ,  la  fonction  P  ne  contient  plus  que  la 
variable  t,  et  comme  relativement  à  cette  variable,  elle  n'est  que  du 
degré  aa — a  ou  A  — 3,  il  ne  peut  y  avoir  au  plus  que  A — 3  valeurs 
de  t,  entre  o  et  Ay  qui  rendent  P  divisible  par  A  ;  dont  il  y  aura  au 
moins  deux  valeurs  de  t,  toujours  entre  o  *t  A ,  qui  rendront  P  non- 
divisible  par  A. 

Donc  il  sera  toujours  possible  de  satisfaire  aux  deux  conditions  exP* 
gées,  de  manière  que  la  quantité  t*  —  Bu1  —  C  sera  divisible  par  le 
nombre  premier  A. 

Corollaire.  Si  l'on  lait  B  —  C=z  —  i ,  on  conclura  de  cette  propo* 
«ition,  que  tout  nombre  premier  A  est  diviseur  de  la  formule  t'+u*+ir 


* 
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C'est  ce  qu'Enter  a  démontré  le  premier  dans  1«  Ton».  V  des  nouveau* 

Commentaires  de  Pétersbourg. 

(i5o)  Lu».  «  Le  produit  d'une  somme  de  quatre  quarrés  par  une 
»  somme  de  quatre  quarrés,  est  semblablement  la  somme  de  quatre 
»  quarrés.  » 

Il  suffit,  pour  s'en  assurer,  de  développer  la  formule  suivante ,  qu'on 
trouvera  être  identique  : 

(>'  +  r+i*  +«*)  (p"+rf*  +  f"  +  o 

=  (w'  +  ^+h'+'O'  +  Cw'  —  qp'  +  rs'  —  sr'Y 
+  (pr*  —qs'-rp'+sqj  +  (  ps'  +  qr'  -sp')'. 

Dans  cette  formule,  on  peut  changer  à  volonté  le  signe  de  chacune  des 
lettres  qui  y  entrent ,  ce  qui  donnera  plusieurs  manières  de  décomposer 
en  quatre  quarrés  le  produit  dont  il  s'agit  (i). 

Remarque.  Ce  beau  théorème  d'algèbre  est  encore  dù  à  Euler  ;  il  a 
été  généralisé  depuis  par  Lagrange  dans  les  termes  suivans  :  (  Mémoires 
de  Berlin,  année  1770.) 

(  p*  _  Bf  —  Crt+BCs')(  p'*  —  Bq"  —  Cr'* 
ssa  (pp'+Bqq'dzCrr'àzBCss'Y—BW+p'qzhCrs'ït  Ci-'s)' 
—  Ctpr'—  Bqs'zh  rpzp  Bsq')'  +  BC{qr —ps'dcps'  qp  rq')\ 

On  voit  par  cette  formule ,  que  deux  fonctions  de  la  forme . . . 
x? — Bjr* — <7s*-f-  BCit,  B  et  C  étant  des  coefficiens  constans ,  donnent 
pour  leur  produit  une  fonction  semblable.  Donc  un  nombre  quelconque 
de  semblables  fonctions  multipliées  entre  elles,  donneraient  pour  leur 
produit  une  fonction  semblable. 


(1)  On  peut  s'apurer  qu'il  n'existe  aucuns  formule  semblable  pour  trois  quarrés, 
c'est-à-dire  que  le  produit  d'une  somme  de  trois  quarrés  par  une  somme  de  trois 
quarrés  ,  ne  peut  pas  être  exprimée  généralement  par  une  somme  de  trois  quarrés. 
Car  si  cela  était  possible,  le  produit  (1  -f-  1  +1)  (16  +  4+  0»  1°'  ert  63,  pourrait 
«  décomposer  en  trois  quarrés.  Or  cela  n'a  Heu,  (n°  1 53)  ni  pour  le  nombre  63,  ni 
pour  aucun  nombre  8n  -f-  7- 

Par  la  même  raison,  ou  par  l'exemple  de  (1+40-3.4')  (o+4+a'0<  on  démon- 
trerait que  le  produit  de  deux  formules  telles  que  p*+<7'+ar»,  p^+^-far*»  ne  peut 
généralement  être  égal  à  une  formule  semblable  *»-+y+a*».  » 
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(i5i)  Théorème.  «Tout  nombre  premier  A  est  de  la  forme 

On  a  prouvé  (n°  149)  qu'il  existe  toujours  deux  nombres  /  et  ut  tels 
que  /'-f-u'-f-i  est  divisible  par  A.  Mais  si  à  la  place  de  t  et  u  on  met 
t—/4tt  et  »—4C'%  le  résultat  (t— Aay  +  (u— AC)'+i  sera  encore 
divisible  par  A  ;  on  peut  donc  supposer  que  les  premières  valeurs  de  t 
et  u  sont  moindres  que  \A  y  ou  qu'elles  ont  été  rendues  telles  en  en  re~ 
tranchant  des  multiples  de^.  Cela  posé,  si  l'on  fait 

AA'ssr  +  u'+i, 

on  aura  AA'  <  \  A1  -f-i^'-f-i ,  ou  A'<{A-\-^. 
Considérons  plus  généralement  l'équation 

AA'=p'+q'  +  r*+s\ 

dans  laquelle  chacun  des  nombres  p ,  q ,  r,  s ,  sera  supposé  moindre 
que  \A 3  on  aura  ^/'y/  <  *^,  ou  A'<A.  Et  d'abord  si  on  avait  A=i, 
il  est  clair  que  ^  serait  égal  à  la  somme  de  quatre  quarrés,  et  la  pro- 
position serait  démontrée. 

Soit  donc  A'>  1 ,  et  parce  que  A'  est  diviseur  de  p'  +  q*+r*-{-s*  t 
il  sera  aussi  diviseur  de  la  quantité  {p — xA'y  -+-(q —  €A)*-{-(n — }Ay 
-\-(s  —  JA'y,  et  y  6,  y  y  cf  étant  pris  à  volonté.  Supposons  qu'on  prenne 
ces  indéterminées  de  manière  qu'aucun  des  termes/? — etA',  q — G  A ',  etc. 
n'excède  jA'}  alors  si  l'on  fait 

jfjfsz  (p  -  aA'y  -f  (q-U'Y  +  (r— y  A'  )• + (*— fjfyt 

on  aura  A'A*<  \A*A'  ou  A,<A'.  Maintenant  si  au  moyen  de  la  for- 
mule du  n*  1 5o  on  multiplie  la  valeur  de  A  A'  par  celle  de  A' A' y  on 
trouvera  pour  produit  une  somme  de  quatre  quarrés  dont  chacun  est  di- 
visible par  A  A";  de  sorte  qu'en  divisant  tout  par  A"*,  on  aura 

A  A9  =    (A—*p—Çq  —  y  r—       +  (*q —Çp+ys  —  JY)» 

+(««■->/»+ «fy— («— j>+ y. 

Cela  posé,  si  on  a  A*  —  \ ,  la  proposition  sera  démontrée  ;  mais  si  on  a 
A*  >  1  ,  on  procédera  de  la  même  manière  pour  obtenir  un  nouveau 
produit  A  AT  exprimé  par  quatre  quarrés,  et  dans  lequel  on  aura  y/*  <.A*. 
Continuant  ainsi  la  suite  des  entiers  décroissais  A  y  A' y  A'y  Am,  etc.,  on 
parviendra  nécessairement  à  un  terme  égal  à  l'unité  ;  donc  alors  le 
nombre  premier  A  sera  exprimé  par  la  somme  de  quatre  quarrés. 

*4 
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.  (i5a)  Théorème,  «Un  nombre  quelconque  est  la  somme  de  quatre 
m  ou  d'un  moindre  nombre  de  quarrés  :  i  ).  >i 

;  C'est  une  conséquence  immédiate  de  la  proposition  qu'on  vient  de  dé- 
montrer, et  du  lemme  qui  la  précède;  car  un  nombre  quelconque  étant 
le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  égaux  ou  inégaux ,  et  chacun 
<3es  facteurs  étant  de  la  forme  p%  -\-<j*  +  r*  si  on  multiplie  deux 

facteurs  entre  eux,  puis  le  produit  des  deux  par  un  troisième,  puis  le 
produit  des  trois  par  un  quatrième ,  etc.  jusqu'à  ce  que  tous  les  facteurs 
soient  employés ,  il  est  clair  que  les  produits  successifs  seront  toujours 
la  somme  de  quatre  quarrés.  Donc  le  produit  final ,  qui  est  le  nombre 
proposé ,  sera  aussi  la  somme  de  quatre  quarrés ,  et  pourra  être  repré- 
senté par  p*  -h</*  +  r*-j-s%.  Rien  n'empêche  d'ailleurs  qu'un  ou  plusieurs 
des  quarrés  p*t  q*y  /•*,  s*  ne  soient  zéro  ;  donc  un  nombre  quelconque 
est  égal  à  la  somme  de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  quarrés. 

•      •  g 

t  .... 

(î 55)  11  n'est  point  de  nombre  entier  qui  ne  soit  compris  dans  Iar 
formule  ^'-f-^-f- r*-f- 5»,  mais  ils  peurent,  pour  la  plus  grande  partie, 
être  représentés  par  la  formule  plus  simple  p*-\-q*  +  r*.  En  général, 
on  peut  affirmer  que  M  tout  nombre  impair  est  de  la  forme  p'+q'+r*, 
»  excepté  seulement  les  nombres  8/14-7.  * 

On  excepte  les  nombres  8n-±-j ,  parce  que  si  des  trois  termes  p,  q,  r, 
deux  sont  pairs  et  le  troisième  impair,  la  formule  p*  +  q%-{-i*  sera  de 
la  forme  /\n-\-  1 ,  et  si  les  trois  nombres  p,  q,  r  sont  impairs,  la  for- 
mule p*  q%  -f- r»  sera  de  la  forme  8n  -f-  3.  Donc  aucun  nombre  8/1-4-7 
ne  peut  être  la  somme  de  trois  quarrés. 

"  Si  dans  la  formule  p*  -f-  +     on  suppose  deux  termes  égaux,* 

on  aura  une  nouvelle  formule  p%-\-q%-\-u*y  laquelle  est  encore  très- 
générale;  car  on  peut  affirmer  que  «  tout  nombre  impair,  sans  excep- 
»  tion,  est  de  la  forme  p% -\- q*     11* .  » 

Ces  propositions  seront  mises  ci-après  dans  un  plus  grand  jour  :  ob- 
servons quant  à  présent ,  que  les  deux  formes  ^-f^-f-r»,  ^»-f^»-f-2r» 
dont  il  est  question  dans  ces  théorèmes,  ont  entre  elles  cette  relation , 


(1)  Lagranjçe  ett  le  premier  qui  ait  donné  la  démonstration  Je  ce  beau  théorème 
(Mém.  de  Berlin,  1770)  :  cette  démonstration  a  été  ensuite  beaucoup  simplifiée  par 
Euler  daiulei  Mta  Petrop.  an.  1777. 
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le  double  de  l'une  reproduit  l'autre.  C'est  ce  qu'on  voit  parles  formule* 

a  (F+9m+im  )  =  (p-HY  +  (P-9Y  4-  »* 

(i54)  La  proposition  que  nous  avons  démontrée  dans  ce  paragraphe, 
fait  partie  d'une  propriété  générale  des  nombres  polygones  découverte 
par  Fermât,  et  dont  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  faire  mention. 
Mais  d'abord  il  faut,  en  faveur  de  quelques  lecteurs,  expliquer  ce  qu'on 
entend  par  nombres  polygones. 

Si  on  considère  différentes  progressions  arithmétiques  qui  commencent 
toutes  par  l'unité,  et  dont  les  raisons  soient  successivement  i,  2,  5, 
4,  etc.;  si  ensuite,  par  l'addition  des  termes  de  chaque  progression,  on 
forme  une  suite  correspondante,  ces  différentes  suites  composeront  ce 
qu'on  appelle  les  nombres  polygones;  elles  sont  comprises  dans  le  tableau 
suivant: 


Progressions  arithmétiques. 


Suite  des 


I,  a,  5,  4,  5  n 

«>  5»  5,  7,  9  an— 1 

»,  4,  7>  10,  i3....3n — 2 
I,  5,  9,  i3,  17. . .  .4/» — 3 


»,  «H-i,  2x4-1 , .  .rut — at-f-i 


I,  3,  6,  10,  i5  n-^±L 

»,  4,  9»  ,6>  25  »* 

,,  5,  12,  22,  35  n(3«-,) 

1,6,  i5,  a8,45  .  #1(2/1- x) 


1,  *-f-a,  3ct-f-3, 


triangulaires,  la 
1,  5,  ia,  etc.  celle 


La  première  suite  1,  3,  6,  etc.  est  celle  c 
seconde  1,  4>  9»e*c*  ceUe  des  quarrés,  la 
des  nombres  pentagones,  et  ainsi  de  suite. 

Voici  maintenant  la  proposition  dont  nous  voulons  parler ,  telle  qu'elle 
est  énoneée  par  Fermât  dans  une  de  ses  notes  sur  Diopbante ,  page  1 80. 

«  Imo  propositionem  pulcherrimam  et  maxime  generalem  nos  primi 
deleximus.  Nempe  omnem  numerum  vel  esse  triangulum  vel  ex  duo  bus 
oui  tribus  triangulis  Compositum,  esse  quadratum  vel  ex  duobus  oui  tribus 
quadralis  compositum;  esse  pentagonum  vel  ex  duobus  tribus  quatuor  oui 

cl  sic  deinceps  in  infinitum  in  hatcagonis. 
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heptagonis  et  polygonis  quibuslibet,  enuntianda  videlicet  pro  numer* 
anguloruin  generali  et  mirabili  propositione.  Ejus  aiUem  demonstrationem 
qiuv  ex  rnultis  variis  et  abstntsissimis  numerorum  mjrsteriis  derivatur  hic 
apponerc  non  licet,  opus  enim  et  h  bruni  integrum  huic  operi  destinare  de- 
crevinms  et  AriUuneticen  hoc  in  parte  ultra  veteres  et  notos  tcrminos  tni- 
nun  in  modurn  promovere.  m 

ÎVous  avons  rapporté  les  propres  expressions  de  Fauteur ,  parce  que 
c'est  surtout  dans  ce  passage  qu'on  voit  que  Fermât  s'occupait  d'un  grand 
ouvrage  qui  devait  contenir,  comme  il  le  dît  lui-même,  beaucoup  de 
belles  propriétés  des  nombres.  Les  Géomètres  regretteront  long-temps 
que  ce  savant  illustre  n'ait  pas  réalisé  son  projet,  ou  que  du  moins  ses 
parens  ou  amis ,  devènus  dépositaires  de  ses  manuscrits  ,  n'en  aient  pas 
fait  part  au1  public.  On  y  aurait  trouvé  sans  doute ,  outre  les  démons- 
trations encore  inconnues  de  plusieurs  de  ses  théorèmes,  des  méthodes 
dignes  de  la  sagacité  de  l'auteur  ;  méthodes  qui  jointes  aux  découvertes 
postérieures,  auraient  contribué  beaucoup  à  perfectionner  cette  partie 
très-difficile  des  sciences  exactes. 

Pour  revenir  à  la  proposition  citée,  si  on  considère  qu'un  moindre 
nombre  de  termes  polygones  est  toujours  contenu  dans  un  plus  grand, 
parce  .que  zéro  peut  être  mis  à  la  place  des  termes,  qui  manquent,  et 
qu'en  effet  zéro  est  un  terme  de  chaque  suite  des  nombres  polygones  ; 
on  pourra  énoncer  plus  brièvement  la  proposition  dont  il  s'agit,  en 
"ces  tenues  :  •  •  ,    •  •  ; 

«  Un  nombre  quelconque  peut  être  formé  par  l'addition  de  trois 
»  nombres  triangulaires  ;  il  peut  être  formé  également  par  l'addition 
»  de  quatre  quarrés,  par  celle  de  cinq  nombres  pentagones,  par  celle 
»  de  six  hexagones,  et  ainsi  à  l'infini  » 

(i55)  Soit  donc  A  un  nombre  donné,  et  x,jrtia,  ete.  des  nombre» 
indéterminés,  les  différentes  parties  du  théorème  général  pourront  se 
détailler  de  la  manière  suivante  :  j 

i\  *  Quel  que  soit  le  nombre  donné  A ,  on  pourra  toujours  satisfaire 
»  à  l'équation  A  =  4.  îl±!  ,  0u ,  ce  qui  revîent  au  même, 

M  à  Téquation  8^+3=a(ar+-x)«+(ar4-i)-  +  (»+,)•.,, 

Cette  première  partie,  si  elle  était  démontrée,  prouverait  que  tout 
nombre  de  forme  8«-f-5  est  là  somme  de  trois  quarrés.  Réciproquement^ 
s'il  était  prouvé  que  tout  nombre  8n+  5  est  la  somme  de  trois  o^iarré*,, 
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il  s'ensuivrait  immédiatement  que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de 
trois  triangulaires. 

a*.  «  Quel  que  soit  le  nombre  donné  A ,  on  pourra  satisfaire  à  l'équa- 
»  lion  J  =  s*+y+**+it.  « 

Cette  seconde  partie  a  été  démontrée  ci-dessus  d'une  manière  qui  ne 
laisse  rien  à  désirer:  cependant  il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  que 
la  première  partie  a  une  liaison  nécessaire  avec  la  seconde.  En  effet , 
s'il  était  démontré  qu'on  peut  toujours  satisfaire  à  l 'équation 

on  tirerait  de  là  8J +4=x*+j-t  +  z*+  ï.  Mais  les  quatre  quarrés 
du  second  membre  ne  pouvant  être  qu'impairs,  les  nombres  x-\-j  , 
x — jr,  a  H-  i,  3 — i,  seront  pairs,  ainsi  on  aura  en  nombres  entiers: 

On  pour  abréger. 

Or  de  ces  quatre  nouveaux  quarrés  deux  doivent  être  pairs  et  deux 
impairs,  sans  quoi  la  somme  ne  pourrait  être  l^A  -f-  a  ,  on  aura  doue 

"    4>-r.a=4a-+^  +  (^  +  0t-f-(^+0";  .  • 

d'où  l'on  déduira 

Donc  la  première  partie  de  la  proposition  générale ,  celle  qui  concerne 
les  nombres  triangulaires,  étant  supposée,  il  s'ensuit,  comme  consé- 
quence immédiate,  que  tout  nombre  impair  iA+  î  est  la  somme  de 
quatre  quarrés.  Mais  si  un  nombre  est  la  somme  de  quatre  quarrés 
m*  -j-  n*  -}-/>'  +  q%  son  double  sera  aussi  une  semblable  somme,  puis- 
qu'on a 

a  (nt+tf+f+q*)  =  (/»+»)•  +  (m-ny  +  (p-tyy  +  Çp-qy, 

Donc  un  nombre  quelconque  est  la  somme  de  quatre  quarrés. 

On  voit  par  là  que^^pVemière  partie  du  théorème  de  Fermât  ren- 
ferme implicitement  la  seconde  ,  et  puisque  celle-ci  est  démontrée  rigou- 
reusement par  une  autre  voie,  on  doit  regarder  la  première  comme  déjà 
pourvue  d'un  grand  degré  de  probabilité* 
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3*.  La  troisième  partie  du  théorème  général  donne 

* 

.      3x»— x  ,  3y»  —  y  ,  3*»— z     3f*— f     3u»  — a 

A——%  f--^H  ~  1 — i — I  — * 

ou 

* 

a4J  +  5=  (6x— 1)«  -+-  (6/— i)'  -f-  (62—0*  +  (6/— i)*  -f-  (6«— i)«  ; 

de  sorte  que  l'énoncé  de  cette  proposition  particulière  revient  à  celui-ci: 
u  tout  nombre  de  la  forme  a4^  -f-5  est  composé  de  cinq  quarrés  dont 
m  les  côtés  sont  de  la  forme  6m  —  i .  m 
48.  La  quatrième  partie  donne 

ou 

11  faut  donc  que  «tout  nombre  8^-f-6  se  décompose  en  sir  quarrés 
»>  dont  les  côtés  sont  de  forme  ^m—  i.  » 

En  général,  la  proposition  dont  il  s'agit  se  réduit  toujours  à  la  dé- 
composition d'un  nombre  donné  en  quarrés,  et  toutes  les  propositions 
partielles  sont  contenues  dans  cette  formule  générale  : 

8W-f-(«t-f-a)  (et —  a)'  =  (aatx — et  +  a)1-*- (aey — «  +     +  etc.  jj 

le  nombre  des  termes  du  second  membre  étant  a-f-a. 
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§  V.  De  la  forme  linéaire  qui  convient  aux  diviseurs  de  la 
formule  un  + 1 ,  a  et  n  étant  des  nombres  donnés» 

(1 56)  Il  ne  serait  pas  plus  général  de  considérer  la  formule  b% 
a  et  b  étant  des  nombres  premiers  entre  eux  ;  car  si  cette  formule  est 
divisible  parle  nombre  premier  pf  on  pourra  toujours  faire  a—bx-\-pyt 
et  il  faudra  que  x*=fci  soit  aussi  divisible  par  p.  Cela  posé,  nous  exa- 
minerons successivement  les  deux  formules  a"-f-i,  a" — 1. 

Soit  proposé  d'abrtrd  de  trouver  la  condition  nécessaire  pour  que  le 
nombre  premier  p  divise  la  formule  a"-f- 1. 

Quel  que  soit  py  on  peut  toujours  supposer  p—  inx-\-Kt  x  étant  une 
indéterminée  et  irun  nombre  positif  moindre  que  an.  On  aura  donc, 
en  rejetant  les  multiples  de  pf  a"  =  —  1  ;  on  aura  aussi,  parle  théo- 
•  rème  de  Fermât,  et  parce  que  a  ne  saurait  être  divisible  par  p,  ar-'=z-\-it 

ou  a  =1.  Mais  a  cause  uc  a  = —  1 ,  on  a  a     =  1 ,  et  ainsi 

l'équation  précédente  devient  a*"""1  =  1  ;  de  sorte  que  nous  avons  à 
satisfaire  aux  deux  conditions 

n  t— I 

a  = —  I,      «        =1.  •  .  • 

La  seconde  sera  remplie  d'elle-même ,  si  on  a  x  =  1 ,  et  alors  la  forme 
du  diviseur  deviendra  p  =  a/uc  -f-  1 . 

Si  on  a  it  >  1 ,  soit  «  le  plus  grand  commun  diviseur  de  «  et  de  1#" 
on  pourra  faire  /i=n'»,  et  * — i=<jr'«,  ce  qui  donnera 

a     =— 1,  a  s=i. 

Mais  puisque  n'  et  it  sont  premiers  entre  eux ,  on  pourra  toujours 
trouver  deux  nombre»  entiers  J'  et  g,  tels  que  Jh' — gît  bb  I. 

De  là  je  tire  ( — 1)^=  "+ =  a  ,  ou  «'=.( — i)^,etcett« 

valeur  étant  substituée  dans  les  deux  équations  a"  "==  —  1 ,  a*'"  =  1  , 
il  en  résulte  les  deux  conditions 
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La  première  fait  voir  que  f  et  ri  doivent  être  des  nombres  impairs  ; 
la  seconde  que  est  un  nombre  pair.  Celle-ci ,  au  reste ,  renferme  la 
première;  car  si  -îf'  est  pair ,  il  faudra  bien,  d'après  lequation fri=gir' 4-1, 
que  f  et  ri  soient  impairs. 

Cela  posé,  on  aura  a"=  —  1,  c'est-à-dire  que  a"+i  sera  divi- 
sible par  /'. 

Et  comme  les  seules  suppositions  à  faire  sont  celles  de  1  et  de 
t  >  1 ,  on  peut  établir  le  théorème  géuéral  qui  suit  : 

(157)  «  Tout  nombre  premier  p  qui  divise  la  formule  a"  -f-  1 ,  doit 
»  être  ou  de  la  forme  awx  -j-  1 ,  ou  tout  au  moins  de  la  forme  nécessaire 

>i  pour  diviser  une  autre  formule  <"  +  1  dans  laquelle  l'exposant  et  est 
»  le  quotient  de  »  divisé  par  un  nombre  impair.  » 

Ce  théorème  s'appliquera  de  même  aux  diviseurs  de  a*  -f-  1 ,  et  fera 
connaître  ainsi,  de  proche  en  proche,  toutes  les  formes  dont  sont  sus- 
ceptibles les  diviseurs  de  la  formule  proposée  a"  -h  1 .  Voici  quelques 
corollaires  principaux  qu'on  en  déduit  immédiatement ,  et  qu'il  suffira 
d'énoncer. 

Ie.  Si  l'exposant  n  est  un  nombre  premier  impair,  tout  nombre  pre- 
mier qui  divise  la  formule  a"-f-  1  doit  être  de  la  forme  a/ur-f-  1,  ou  au 
moins  il  divisera  a  +  i. 

a».  Si  l'exposant  n  est  une  puissance  de  a,  la  formule  o"-4-i  ne 
pourra  avoir  pour  diviseurs  que  les  nombres  premiers  compris  dans  la 
forme  anx-f-i. 

Ainsi  si  l'on  veut  chercher  les  diviseurs  premiers  de  a5*  -f-  r 
=  4  394  967  a97  >  ils  doivent  être  contenus  dans  la  formule  64.x -f-  1  2 
on  essaiera  donc  successivement  193,  îHj,  449»  ^77,  641.  I*&  divi- 
sion réussit  par  641 ,  et  on  trouve  le  quotient  6700  417.  Pour  trouver 
les  diviseurs  de  celui-ci,  il  faut  essayer  de  même  tous  les  nombres 
premiers  de  la  forme  6^x  -h  1 ,  plus  grands  que  641 ,  et  moindres  que 
a 588  =  v/67004 1 7  ;  ce  sont  769,  n55,  1217,  1409,  1601,  àii3.  Et 
comme  aucun  de  ces  nombres  de  divise  6700  4f7»  on  en  conclura, 
avec  assurance ,  que  6700417  est  un  nombre  premier. 

3\  Si  on  an=Xi-,  A.  étant  un  terme  de  la  progression  a,  4,  8, 
16,  etc.,  et  v  un  nombre  premier,  le  diviseur  premier  de  la  formulé 
a'-f- 1  sera  de  la  forme  an-r-J- 1 ,  ou  tout  au  moins  il  divisera  la  for- 
mule a*-f- 1 ,  et  alors  il  sera  de  la  forme  aAjr-f-i 
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4*.  Si  on  a  n=ft> ,  n  <i  t  étant  deux  nombres  premiers  impairs ,  le 
diviseur  premier  de  U  formule  «"  -f-  i  sera  de  la  forme  a/ix  4-  i ,  ou 

bien  il  divisera  la  formule  a  -f-i  et  sera  de  la  forme  3/&r  +  i ,  ou  bien 

il  divisera  la  formule  a^-t  et  sera  de  la  forme  aigr-f-i ,  ou  enfin  il 
divisera  la  formule  *~f-  !•  Ces  cas  ne  s'excluent  pas  mutuellement;  car, 
par  exemple,  il  est  clair  que  le  nombre  premier  qui  divise  la  formule 

a-f- 1 ,  divisera  toutes  les  antres  formules  ar-f-  î  ,  a  -f-i ,  etc. ,  et  de 

même  le  nombre  premier  qui  divise  a  ■+- 1 ,  divisera  nécessairement 
«■-f-i. 

(i58)  Il  est  inutile  d'étendre  ces  corollaires  à  un  plus  grand  nombre 
de  cas.  Observons  seulement  que  lorsqu'il  s'agira  de  trouver  les  divi- 
seurs d'une  formule  proposée  e" i ,  on  cherchera  successivement  ceux 

de  toutes  les  formules  inférieures  a"-f- 1 ,  en  commençant  par  celles  où 
l'exposant  de  a  est  le  plus  petit ,  et  il  ne  restera  plus  à  chercher  , 
d'après  la  forme  anx-f- 1 ,  que  les  diviseurs  qui  ne  sont  pas  donnés  par 
les  formules  inférieures  à  o*-f-i. 

On  observera  encore  que  lorsque  n  est  un  nombre  impair,  la  for- 
mule a"-f-i,  multipliée  par  a,  devient  de  la  forme  x*H-o,  elle  ne 
peut  donc  avoir  pour  diviseurs  que  les  nombres  premiers  qui  divisent 
x*-}-a.  Cette  condition  servira  à  exclure  la  moitié  des  nombres  pre- 
miers renfermés  dans  la  formule  a/wc  -f- 1  ;  mais  pour  cet  effet,  il  faut 
consulter  ce  qu'on  démontrera  ci-après  sur  les  diviseurs  de  -f- a-  On 
peut  voir  dès-à-présent  que  si  a  était  a,  les  diviseurs  premiers  de  jç*-f-i 
ne  peuvent  être  que  des  formes  8/n  +  i  ,  5Vw-t-5;  d'où  il  arrive  que  les 
deux  autres  formes  générales  &m-\-5,  8/714-7  80111  exclues  et  ne  divi- 
seront jamais  la  formule  a"-(-i,  n  étant  impair.  Une  semblable  exclu- 
sion aura  également  lieu  pour  d'autres  valeurs  de  a. 

E  X  E  w  F  t.  t. 

(iSo,)  Proposons  -  nous  de  trouver  tous  les  diviseurs  du  nombre 
549  755  81 3  888=aî9  +  1  z=A. 

Je  considère  d'abord  les  formules  inférieures  a,s-f- 1 ,  aJ-f- 1 ,  a*-f-i; 
la  dernière  donne  5  pour  diviseur  de  toutes  les  formules  précédentes. 

.  *5 
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La  formule  a1  4- 1  =  9 ,  ne  donne  encore  que  5  pour  diviseur  pre- 
mier; elle  apprend  de  plus  que  A  sera  divisible  par  9. 

La  formule  a,3-f-i  =  8i93=3.273i ,  si  elle  a  un  autre  diviseur  que 3, 
ne  peut  en  avoir  que  dans  la  forme  a6ur  -f-  1  ;  mais  comme  le  moindre 
nombre  premier  compris  dans  la  forme  a(xr-f-i ,  est  53  déjà  trop  grand, 
puisqu'il  excède  la  racine  de  2731  ,  il  s'ensuit  que  2751  est  un  nombre 
premier,  et  qu'ainsi  2"4-i  n'a  pas  d'autres  facteurs  que  3  et  2731. 

Cela  posé,  le  nombre  A  doit  être  divisible  par  9.2731  ;  si  on  le  di- 
vise d'abord  par  3.2731  ,  qui  est  la  même  chose  qne  2'3  -|-  1 ,  le  quotient 
sera  2*4 — a^-f-i  ,  01167  106673,  et  celui-ci  étant  divisé  par  5,  ou  aura 
A  =  3*. 2731  .  22  566  891. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  chercher  les  diviseurs  du  nombre 
2?=  23  566891  ;  ces  diviseurs  doivent  être  de  la  forme  78x4-1,  et 
puisqu'ils  doivent  aussi  diviser  la  formule  /•-f-2,  ils  ne  peuvent  être  que 
de  l'une  des  formes  8n  -f- 1 ,  8/»-f-3.  Mais  la  forme  78x4- 1 ,  en  comprend 
quatre  autres,  selon  que  x  est  égal  à  l'un  des  nombres  4jf  4/-f~  1  » 
474"2>  4/+ 5;  ces  quatre  formes  sont: 

S»2/-*-1»    3l2/-r-79>   5i  274-157,   3i  274- 235. 

La  seconde  et  la  troisième  doivent  être  exclues  comme  étant  comprises 
dans  8«-f-7  et  8/1 -f- 5;  ainsi  tout  nombre  premier  qui  divisera  B  doit 
être  renfermé  dans  l'une  des  deux  formes 

3127-f-i,  3i27-f-235. 

Les  nombres  premiers  compris  dans  ces  formes ,  et  en  même  temps 
moindres  que  v/i?,  qui  est  environ  4620,  sont:  3i3,  547»  ®-*9>  9-*7» 
1171,  1249,  i483,  1873,  2751,3121,  5455 , 4057 ,  46o5.  Si  ou  essais 
successivement  ce»  treize  nombres,  ou  seulement  douze  (car  il  est  inutile 
d'essayer  2751),  on  trouvera  qu'aucun  d'eux  ne  divise  B;  d'où  l'on  con- 
clura que  22  566  891  est  un  nombre  premier. 

Le  nombre  B  étant  diviseur  de  2,  doit  être  de  la  forme  ^*4"27'j 
si  on  veut  réellement  mettre  B  sous  cette  forme,  on  le  pourra  sans  tâ- 
tonnement à  l'aide  de  la  formule  suivante  : 

— 3 — = C — 5 — ; + 2  { — s — )  ■ 

Or  on  a  ff  =  3  ~g  **"'  ;  donc  si  on  fait  m=2*,  on  trouver* 

i?=  (2775)- 4.  2(2709)-.. 
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(160)  Venons  maintenant  à  la  seconde  question ,  et  proposons- nous 
de  trouver  la  forme  que  doivent  avoir  les  diviseurs  premiers  du  nombre 
donné     —  j. 

Quel  que  soit  le  nombre  premier  p  qui  divise  cette  formule  ,  on  peut 
le  supposer  delà  forme  p=nx-\-<X,  «  étant  un  nombre  positif  moindre 
que  //.  On  aura  donc,  en  rejetant  les  multiples  de  p,  ar==i,  et  a>—=i, 

d'où  résulte  a*- '  =  1.  Dans  cette  dernière  équation ,  on  ne  peut  sup- 
poser que  ir=i ,  ou  ir>  i. 

i*.  Si  on  a  ie=zi  ,  la  forme  du  diviseur  est  p-=znx  1  ;  elle  restera 
ainsi  tant  que  n  sera  pair;  mais  si  n  est  impair,  il  faudra  nécessaire- 
ment que  x  soit  pair,  et  ainsi  on  aura  p  =  2tia-\-  i. 

a".  Si  on  a  soit  a  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  et  de 

« — i,  (v  devant  être  i  lorsqu'il  n'y  a  pas  d'autre  mesure  commune) 
on  pourra  toujours  trouver  deux  entiers  fetg,  tels  que fn  —g(  rt —  i  )=». 

Orles  deux  équations  0*91,  at~i=^i1  donnent  i=a/"=a^'r^1^  W, 
ou  a  =  1  ,  donc  p  sera  diviseur  de  a  —  1  ;  et  ici  il  n'y  a  aucune  res- 
triction à  apporter  au  résultat  a*  =  i  ,  parce  que  l'équation  1  sa- 
tisfait aux  deux  a"=i,  a  est. 

Cela  posé ,  toute  la  théorie  des  diviseurs  de  la  quantité  a"—  1  est  com- 
prise dans  le  .théorème  suivant. 

(161)  «Tout  nombre  premier  p  qui  divise  la  formule  a"  — 1,  doit 
»  être  compris  dans  la  forme  pz=nx-j-i ,  ou  au  moins  peut  être  divi- 

»  seur  de  la  formule  a* —  1,  dans  laquelle  ot  est  un  sous-multiple  de  n.  » 

Ajoutons  que  si  n  est  impair,  auquel  cas  la  forme  «x-f- 1  devient 
anz-j-i ,  le  diviseur  p  doit  encore  être  compris  dans  les  formes  qui  con- 
viennent aux  diviseurs  de  la  formule  x* — a. 

Le  même  théorème  Rappliquant  à  la  formule  a"—-  1,  ou  à  telle  autre 
qui  résulte  immédiatement  des  diviseurs  de  n,  on  aura,  par  la  combi- 
naison des  résultats,  tous  les  diviseurs  de  la  formule  proposée.  Voici 
quelques  corollaires  généraux  qui  en  résultent. 

i*.  Si  le  nombre  n  est  premier,  tous  les  diviseurs  de  la  formule 
a*  —  1  seront  compris  dans  la  forme  ans  -f-  1 ,  il  faut  seulement  en  ex- 
cepter ceux  qui  peuvent  diviser  a — l. 

a*.  Si  le  nombre  n  est  le  produit  de  deux  nombres  premiers  u  et  r 
(2  excepté) ,  le  diviseur  premier  p  de  la  formule  a" —  1  sera  de  la  forme 
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■uiz  -f- 1  ;  on  bienil  divisera  a* — i ,  et  sera  de  la  forme  ajts-f-i,  ou 

bien  il  divisera  a  —  i  et  sera  de  la  forme  arz-f-i  ;  ou  enfin  il  divisera 
a  —  i  et  sera  de  la  forme  aa-f-i ,  laquelle  convient  à  tous  les  nombres 
premiers.  En  effet,  lorsque  «  est  impair,  il  est  évident  que  a — i  di- 
vise a" —  i  ;  donc  tout  diviseur  de  la  première  quantité  doit  être  diviseur 
de  la  seconde. 

3°.  Si  le  nombre  n  est  une  puissance  de  a ,  et  qu'on  fasse  a=\n, 
6=i«t,  y=±€,  etc.  le  diviseur  p  de  la  formule  a" — i  sera  de  la 
forme  /ije-f- 1 ,  ou  bien  il  sera  de  la  forme  etx-j- 1  et  divisera  la  formule 

a" —  i  ,  ou  bien  il  sera  de  la  forme  Cr-f- 1  et  divisera  la  formule  a  — i, 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  forme  ax-f- 1  qui  divisera  la  formule  a* — i. 

Exemple  I. 

(163)  Pour  avoir  tous  les  diviseurs  du  nombre  A  ~  2^ —  1 ,  nous 
formerons  le  tableau  suivant,  ou  l'on  voit  la  formule  proposée  et 
celles  qui  s'en  déduisent ,  avec  les  formes  correspondantes  1 


^  =  3ax+  1  A  =  au-~  ï  =(a'«+  \)B 

j>=i6x+i  j0  =  a'«—  1  =(a»  -f-  1)  C 

p=  8x+t  C  =  a«  —  1  =  (a»  +  \)  D 

p  =  fa+i  Z)  =  a«  —  i=(a*  4-1)  E 

p  =    2X  -|-  I  É=2*  —1=5. 

Le  dernier  nombre  2?,  qui  se  réduit  à  3,  doit  diviser  tous  les  précé- 
dera, et  d'abordonaZ>=(a*-f-i).3=3.5;  ensuite  C=(a*-f-i)Z>=3.5. 17. 
Le  nombre  B  contient  les  mêmes  diviseurs  que  C,  et  de  plus  3*4-1=357, 
lequel  est  un  nombre  premier.  Enfin  A  est  le  produit  de  B  par 
al6-f- 1  =65537.  ^r  comme  a'*-f-i  ne  peut  avoir  aucun  diviseur  com- 
mun avec  B  qui  est  a1*—  1,  il  s'ensuit  que  a''-f-i  ou  65537  ne  peut 
avoir  pour  diviseur  que  des  nombres  premiers  de  la  forme  3ax-f-i. 
Mais  les  nombres  premiers  contenus  dans  cette  forme  et  moindres  que 
V65537  sont  97  et  193,  lesquels  ne  divisent  point  65537-  Donc  05537 
est  un  nombre  premier,  donc  le  nombre  A  décomposé  en  ses  facteurs 
premiers  =3.5.17.357.65537.  Si  on  multiplie  cette  valeur  par  celle 
qu'on  a  trouvée  (pag.  1a)  pour  a^-f-i,  on  aura  la  valeur  décomposée 
de  a«<—  1. 
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Exemple  II. 

(i63)  Soit  encore  proposé  le  nombre  ^=2,,— i;  comme  l'expo- 
sant 3i  est  un  nombre  premier,  les  diviseurs  de  A  ne  pourront  être  que 
de  la  forme  6ax-+- 1 ,  et  il  n'y  aura  aucune  exception,  attendu  que  a — i 
se  réduit  dans  ce  cas  à  a — 1  =  1.  Si  l'on  considère  en  même  temps  que 
le  nombre  iA  est  de  la  forme  1* — a,  et  qu'en  conséquence  les  diviseurs 
de  A  doivent  être  de  l'une  des  formes  8/i-f-i ,  8/1-4-7,  on  trouvera,  en 
combinant  ces  dernières  formes  avec  la  première  6ax-f- 1 ,  que  tout  di- 
viseur premier  de  A  est  nécessairement  de  l'une  des  formes  +  ^  , 
3483-+-  63.  Or  Etaler  nous  apprend  (Mém.  de  Berlin,  ann.  177a,  pag.  36) 
qu'après  avoir  essayé  tous  les  nombres  premiers  contenus  dans  ces  formes, 
jusqu'à  4635g ,  racine  du  nombre  A  f  il  n'en  a  trouvé  aucun  qui  fut  di- 
viseur de  A  ;  d'où  il  faut  conclure ,  conformément  à  une  assertion  de 
Fermât,  que  le  nombre  a1' — 1  =  a  147  483  647  est  un  nombre  pre- 
mier. C'est  le  plus  grand  de  ceux  qui  aient  été  vérifiés  jusqu'à  présent. 

Nous  ne  terminerons  pas  ce  paragraphe ,  sans  observer  qu'Euler  est 
auteur  des  principaux  théorèmes  qui  y  sont  contenus.  Voyez  le  Tom,  I 
des  Novi  Comment.  Petrop. 
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§  VI.  Théorème  contenant  une  loi  de  réciprocité  qui  existe 
entre  deux  nombres  premiers  quelconques. 

...  . 

(164)  Nous  avons  vu  (n*  i35)  que  si  m  et  n  sont  deux  nombres 
premiers  quelconques  impairs  et  inégaux  ,  les  expressions  abrégées 

(nf)»  (m)  rePre'sentent  l'une  le  reste  de  m  *  divisé  par  n,  l'autre  le 

reste  de  n  *  divisé  par  m;  on  a  prouvé  en  même  temps  que  l'un  et 
l'autre  restes  ne  peuvent  jamais  être  que  +1  ou  —  1 .  Cela  posé ,  il 

existe  une  telle  relation  entre  les  deux-restes         ,  (^)>   T"5  l'un 

étant  connu ,  l'autre  est  immédiatement  déterminé.  Voici  le  théorème 
général  qui  contient  cette  relation. 

«  Quels  que  soient  les  nombres  premiers  m  et  n,  s'ils  ne  sont  pas 
»  tous  deux  de  la  forme  4*+ 3,  on  aura  toujours  (£)  =  (tt)» ct  s'^s 

w  sont  tous  deux  de  la  forme  4*-f-S,  on  aura  (^)  =  —  Ces 
»  deux  cas  généraux  sont  compris  dans  la  formule 

Pour  développer  les  différens  cas  de  ce  théorème,  il  est  nécessaire 
de  distinguer,  par  des  lettres  particulières ,  les  nombres  premiers  de  la 
forme  4x~h 1  »  el  ceux  de  la  forme  4*"-+-  Nous  désignerons  dans  le 
cours  de  cette  démonstration,  les  premiers  par  les  lettres  A t  a,  a;  les 
seconds  par  les  lettres  B ,  by  €.  Cela  entendu,  le  théorème  que  nous 
venous  d'énoncer  renferme  les  huit  cas  suivaus  : 

I.  Si  l'on  a  (£)  =H- 1 ,  il  s'ensuit  0)  =  +  1 
H.     Si  l'on  a        =5  —  1 ,  il  s'ensuit       as  —  1 
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III.     Si  l'on  a  (j^  =-f- 1 ,  il  s'ensuit  ^-^  es  -f-  j 


IV.  Si  l'on  a  ( j)  =  —  1 ,  il  s'ensuit  g)  =  —  1 

V.  Si  Ton  a  (£)  =  -f- 1 ,  U  s'ensuit  (J)  =  -f-  1 
VX  Si  l'on  a  (£)  =—  1 ,  fl  s'ensuit  Q  =  —  1 
VU.  Si  l'on  i(J)  =  +  i,a  s'ensuit  (|)  =  —  1 
Vm.  Si  l'on  a  (£)  =  —  1,  il  s'ensuit  (£)  =  -f-  1. 

Démonstration  des  cas  IV  et  V. 

(i65)  J'observe,  d'abord  que  l'équation  x*-\-ajr*  =  bz* ,  ou  plus  géné- 
ralement l'équation  (4/  +  i)-**  -f*  (4#  "f-  =  C4"  "H  3)  s%  est  impos- 
sible; car  x  et/  devant  être  supposés  premiers  entre  eux,  le  premier 
membre  sera  toujours  compris  dans  les  formes  4À  1  et  \k  -f-  a  ,  tandis 
que  le  second  l'est  dans  les  formes  4*  ou  l\k  -f-  3. 

Mais  suivant  le  n*  27 ,  l'équation  x*  -f-  aj%  =  3s»  serait  résoluble  sr  on 

pouvait  trouver  deux  entiers  X  et  /*,  tels  que  et  *  ~  -  fussent  des 
entiers.  D'un  autre  côte  ,  la  condition  pour  que  b  soit  diviseur  de 
X»  -f->  a,  est  (-j-)  —  1 ,  on  (£)=î— -r,  parce  que*  est  de  forme  4*-f-3, 
et  la  condition  pour  que  a  divise  est  f^'^  ses  -f-  1.  Donc  on 

ne  saurait  avoir  à-la-fois  (j)  =  —  1  et  ^)=-f.i  ;  d'ailleurs  ces  ex- 
pressions ne  peuvent  être  que  -f-  1  ou  —  1  j  donc 

(IV)  Si  l'on  a  (J)  3=  —  1 ,  il  s'ensuit  fj)  ss  —  1  , 

(V)  et  si  l'on  a  (£)  =  -f-  1,  il  s'ensuit  (J)  =  -f-  t. 

Au  reste  ces  deux  propositions  sont  liées  entre  elles,  de  sorte  que  l'une 
n'est  qu'une  conséquence  de  l'autre  ;  car  la  première  étant  posée , 

soit  =  +  1 ,  on  ne  pourra  avoir  (*|\  =  —  1  ,  puisqu'il  s'ensui- 
vrait      =s  —  1  contre  la  supposition  j  donc  on  aura  (J^  sa  ir 
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Démonstration  des  cas  VII  et  VIII, 

(166)  B  et  b  étant  deux  nombres  premiers  4ra-f-3 ,  on  a  démontré 
généralement  (n*  47)  qu'U  est  toujours  possible  de  satisfaire  à  l'une  des 
équations  j9x'  — —     =  —  1. 

Soit  i'.  (|)  =  4-  1  ,  l'équation  5x»  —  4/*  sr  —  1  ne  pourra 
avoir  lieu;  car  il  s'ensuivrait  que  *  est  diviseur  de  2?x,-f-i,  ou 
de  z'  +  B  (en  faisant  J9x  =  s);  partant  on  aurait  (^£)=> ,  ou 
ai  — ■  1 ,  contre  la  supposition.  L'une  des  deux  équations  étant 

ainsi  exclue,  l'autre  Bx% —  ^*  =  -f- 1  a  lieu  nécessairement  :  or  par 
celle-ci  on  voit  que  B  est  diviseur  de  by*  -f. 1 ,  ou  de  s»  -f-  b  (en  taisant 

bj  ■=.£);  donc  on  a  (^-jf  \  =  1  »   oa    (j^  =  —  1. 

Soit  a*.  ^j^  =  — 1,  on  prouvera  semblablement  que  l'équation 

JSx*  bj*  =  -f-  1  est  impossible  ;  donc  alors  l'autre  équation. . .  .* 
ite*—  i/  =  -i  a  lieu  nécessairement,  et  il  résulte  de  celle-ci  que 

B  est  diviseur  de  bj*  —  1 ,  ou  de  ^4  —  b ,  ce  qui  donne  (j)  =  +  V 
Donc 

(Vn)  Si  l'on  a  (£)  »H-  1,  a  s'ensuit  (£)  a*-  f, 
(VUI)  et  si  l'on  a  (£)  sa  —  1,  û  s'ensuit        as  -f»  1  ; 

d'où  l'on  voit  que        et       sont  toujours  de  signes  contraires. 
Demonttration  des  cas  I  et  IL 

>  •  •  • 

(167)  Soit  (j\  =-f-i,  je  dis  qu'il  en  résultera  également  =-f- 1? 
En  effet ,  soit  b  un  nombre  premier  de  forme  4n  -f-  5 ,  qui  divise  la 
formule  x*  -f-  A  \  il  faudra  qu'on  ait        =  —  1 ,  et  par  le  cas  IV ,  il 

_)  =  —  1 ,  Considérons  l'équation  impossible  ' 

x*-T-4r»  =  afc»;  cette  équation  aurait  lieu  (n°  37),  si  on  pouvait  trouver 
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entiers  X  et  /*,  tels  que  ''^^  et  fl&,  fussent  des  entiers.  Or 
la  première  condition  est  remplie  d'elle-même  ;  car  pour  que  X*  -f-  A 
•oit  divisible  par  a,  il  faut  qu'on  ait  (~~)  =  i ,  ou  ^^=i ,  ce  qui  a 
lieu  par  hypothèse  ;  et  pour  que  \*  -f-  A  soit  divisible  par  b ,  il  faut 
qu'on  ait  =  i ,  ou        =  —  i ,  ce  qui  a  encore  lieu. 

La  seconde  condition  exigerait  qu'on  eût         =  +  i ,  ou  .1 

V?)  '  (^)  ==  +  1  »  ma*8  on  a  déjÀ  (^)  =  —  1  >  donc  il  faudrait  qu'on 
eût  (5)  =  —  *•  Cette  seconde  condition  ne  peut  pas  être  remplie, 

puisque  l'équation  proposée  est  impossible,  donc  on  a  (^)  =  -|-  t.' 
Donc 

(I)  Si  l'on  a  (£)  =  +  , ,  il  s'ensuit  (3)=+ 1. 

.  Soit  maintenant        =  —  1 ,  on  ne  pourra  avoir  Qj)  =  -f-  1 ,  car 

de  celle-ci  il  résulterait  (par  le  cas  qu'on  vient  de  de'montrer,  et  parce 
que  les  nombres  a  et  A  sont  tous  deux  de  la  même  forme  \n  ~\-  1  ) 

(^  =  -f-  1  >  contre  la  supposition.  Donc  on  aura        =  —  1.  Donc 
H.  Si  l'on  a        as  —  x ,  il  s'ensuit        =  —  1 . 


On  a  trouvé  ci-dessus  (n«  48)  que  a  et  A  étant  deux  nombres  pre- 
miers tyi  -h  1  ,  il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à  l'une  des  équations 
Ax'  —  ay*  =  =fc  1 ,  oc*  —  Aaj%  =  —  1 .  La  première  exige  qu'on  ait 

(4)  =  +  1  1  G)  =  +  M  *«  ri  »(!)— «  *  (5)=—. 
conditions  qui  dérivent  toujours  l'une  de  l'autre ,  ainsi  qu'on  vient  de 
le  démontrer,  la  seconde  équation  sera  la  seule  possible,  et  aura  lieu 
nécessairement;  d'où  résulte  ce  théorème  : 

1    «  A  et  a  étant  deux  nombres  premiers  tyi  -f-  1 ,  «i  l'on  a  ^-^  =  —  1 
»  ou        =  —  1 ,  l'équation  x*  — -  Aaj%=. —  1  sera  toujours  possible.  » 
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Démonstration  des  cas  III  et  VI. 

(168)  Soit        =-f-  i  ,  je  dis  qu'il  en  résultera         =  -f-  r.  En 

effet ,  soit  encore  B  un  nombre  premier  de  forme  ty\  4-  5  qui  divise 

la  formule  x'H-a,  ensorte  qu'on  ait  Q)=— i ,  et  par  suite  (7)= — I. 

On  a  déjà  vu  (n°  49)  qu'il  est  toujours  possible  de  satis&ire  à  l'une  des 
trois  équations  suivantes ,  pourvu  qu'on  prenne  convenablement  le  signe 
du  premier  membre 

=fc  1  =  ax*  —  Bby% 
de  1  as  —  aBj% 
db  1  =  Bx*-—  abj%. 

Or  ayant  supposé  (f  )  =  4- 1  ,  (£)  =—  1  ,  (7)=—  1 ,  on  trouve 

que  de  ces  trois  équations  qui  en  représentent  six,  il  y  en  a  quatre  qui 
ne  peuvènt  avoir  lieu;  savoir: 

i*.  L'équation  -f-  1  =  Bxx  —  aby% ,  qui  suppose  ^^  =  -f-  1; 
a\  L'équation  —  1  =  Bx*  —  abj* ,  qui  suppose  (^==-+-  1; 
3*.  L'équation  —  1  sa  ax%  —  Bbj*,  qui  suppose  ( =  —  1  ; 
4#.  L'équation  4-  1  =  ax*  —  Bby,  qui  suppose  (^  =  4- 1. 
11  ne  nous  reste  donc  plus  que  les  deux  équations 

4-  1  =  bx*  —  aBj% 
—  1  sas-  bx*  —  aBy , 

dont  l'une  doit  avoir  lieu  nécessairement  ;  or  elles  exigent  toutes  deux 
qu'on  ait  (  ^)  =  ■+■  1  >  puisque  par  la  première  a  est  diviseur  de  z%  —  b, 
et  par  la  seconde  a  est  diviseur  de  z%  4-  b.  Donc 

M.  Si  l'on  a  (f)  =  H-  , ,  il  s'ensuit  (*)  =  4-  ,. 
Soit  en  second  lieu        =  —  1 ,  je  dis  qu'il  en  résultera  1. 
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Car  si  on  avait  (|)  =+  i,  il  s'ensuivrait  par  le  cas  qui  vient  d'être 
démontré     ^  = -f- 1 ,  contre  la  supposition.  Donc  enfin 

> 

VI.  Si  l'on  a  (J)  a  -  i ,  il  s'ensuit  (?)  =  -  i.  . 

(169)  On  peut  remarquer  que  les  quatre  premiers  cas  sont  démontres 
d'une  manière  complète  et  qui  ne  laisse  rien  à  désirer.  Les  quatre  autres 
supposent  qu'étant  donné  le  nombre  a  de  forme  4»-f- 1,  il  est  toujours 
possible  de  trouver  un  nombre  premier  b  de  forme  4»  -f-  3 ,  tel  que  b 
divise  la  formule  z1  -f-  a. 

L'existence  de  cet  auxiliaire  se  prouve  immédiatement  lorsque  a  est 
de  la  forme  8n-f-5;  car  faisant  s=i ,  le  nombre  z*  -j-  a  qui  devient 
i  -f-  a  ,  est  de-  la  forme  8n  -f-  6  =  2  (4n  +  5)  ;  il  est  donc  divisible  par 
un  nombre  de  la  forme  4«  -f-  3 ,  et  par  conséquent  par  un  nombre  pre- 
mier de  la  même  forme ,  lequel  pourra  être  pris  pour  b. 

Lorsque  a  est  de  la  forme  8n  -f- 1 ,  on  peut  observer  que  cette  forme 
considérée  par  rapport  aux  multiples  de  3  ,  se  divise  en  deux  autres , 
qui  sont  24» -f-  1  et  34/»+  I7*  Dans  ce  dernier  cas,  il  suffit  encore  de 
faire  z  =  1 ,  et  z'-f-a  étant  divisible  par  3,  on  pourra  faire  b  ==  3. 

Reste  donc  à  considérer  seulement  la  forme  24»  +  1  >  laquelle  pourrait 
se  subdiviser  de  même  relativement  aux  multiples  de  7 ,  11,  etc. ,  et  à 
chaque  opération  on  réduirait  le  nombre  des  formes  à  moitié.  Il  semble 
que  la  difficulté  qui  se  présente  pour  déterminer  a  priori  un  nombre  de 
la  forme  4n~r-  5  qui  divise  la  formule  z*-f-«,  tient  à  ce  que  dans  le  cas 
particulier  où  a  =  1 ,  cas  qui  est  compris  dans  la  forme  8n  -f-  1 .,  il  n'y 
a  réellement  aucun  nombre  premier  de  forme  4»  -f-  3  qui  divise  z*  -f  - 1 
(n«  140). 

Mais  excepté  ce  seul  cas  et  celui  où  a  est  un  quarré ,  qui  revient  au 
même ,  toute  formule  z*  d=  a ,  dans  laquelle  a  est  un  nombre  donné 
quelconque ,  a  toujours  une  infinité  de  diviseurs  des  formes  4"  -f-  1  et 
4n-j-3,  et  doit  même  en  avoir  un  nombre  égal  de  chaque  espèce.  • 

Au  reste  le  théorème  général  auquel  nous  avons  donné  le  nom  de 
loi  de  réciprocité ,  étant  la  proposition  la  plus  remarquable  et  la  plus 
féconde  de  la  Théorie  des  Nombres ,  nous  donnerons  ci-après  une  se- 
conde démonstration  de  ce  théorème,  fondée  sur  d'autres  principes  et 
exempte  de  toute  difficulté. 
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(170)  C'est  ici  le  lieu  de  placer  quelques  théorèmes  assez  importans, 
dont  plusieurs  ne  peuvent  se  démontrer  qu'à  l'aide  de  la  loi  de  récipro- 
cité qu'on  vient  d'établir. 

«  Tout  nombre  premier  4«  H-  1  divise  à-la-fois  les  deux  formules 
»  f-\-cu*y  t* —  eu* ,  ou  ne  divise  ni  l'une  ni  l'autre.  » 

Soit  a  le  nombre  premier  dont  il  s'agit;  si  l'on  a  (^)  =  -f-  1  ,  a 
divisera  les  deux  formules  t'  +  cu*,  t* —  eu*,  où  c  est  un  nombre  quel- 
conque :  si  l'on  a  =  -—  1  ,  il  ne  divisera  ni  l'une  ni  l'autre.  C'est 
ce  qui  résulte  immédiatement  des  n°»  i3/f  et  i35. 

(171)  «  Tout  nombre  premier  4n  +  5  qui  divise  t*     eu* ,  ne  peut 
»  être  diviseur  de  I* —  eu*f  et  réciproquement.» 

Car  soit  ce  nombre  premier  ==  b ,  la  condition  pour  que  b  divise 

t  -f-      ,  est  (^ïf)  =  1  >  ou  (  î  ) = —  1  i    k  condition  pour  qu'il  divise  • 

t*  —  cu*  est  f         i  ;  or  ces  deux  conditions  s'excluent  mutuellement. 

Corollaire.  Tout  nombre  premier  b  de  forme  4n  ~f~  5  divise  néces- 
sairement l'une  des  deux  formules  1*  -\-cu*,  t*  —  cu*}  car  on  a  toujours, 

ou^g^  =-f-  1,  ou  ^j^  =  —  1.  On  fait  abstraction  dans  ce  théorème, 

ainsi  que  dans  le  précédent,  du  cas  où  b  serait  diviseur  de  c  ;  alors  en 
effet  on  ne  mettrait  plus  en  question  si  b  divise  t*  -f-  eu*  ou  t*  —  eu*. 

(17a)  «  Si  le  nombre  premier  c  divise  les  deux  formules     —  au* , 
m     —  bu*  t  il  divisera  également  la  formule  t*  —  abu*.  u 

Car  ayant  par  hypothèse (£\  =  1 ,  (J)  sas  1 ,  il  s'ensuit  que  (— )  =  1 , 

et  qu'ainsi  c  est  diviseur  de  t'  —  abu*. 
Le  même  résultat  aurait  lieu  pour  un  plus  grand  nombre  de  facteurs. 

(173)  «  Si  le  nombre  premier  c  ne  divise  ni  la  formule  t*  —  au*,  ni 
»  la  formule  f  —  bu* ,  il  divisera  nécessairement  la  formule  tr  —  abu*.  » 

Car  ayant  par  hypothèse        =  —  1,        =  —  1 ,  il  s'ensuit  encore 
\~)  —  +  1  »  donc  c  est  diviseur  de  t*  —  abu*. 

* 

(174)  «  Soient  a  et  J  des  nombres  premiers,  tous  deux  de  la  forme 
»  4«  -f- 1 ,  je  dis  que  si  a  divise  la  formule  i*  -f-  Au*,  réciproquement  A 
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»  divisera  la  formule  t*  -f-  au*  ;  et  si  a  ne  divise  point  la  formule  r+Au*, 
n  réciproquement  A  ne  divisera  pas  la  formule  t*-^-au*.  » 

Car  dans  le  premier  cas  on  a  =  1  >  c'est-à-dire       =  i  ;  donc 

réciproquement  0)  =  i  ;  donc  A  est  diviseur  de  ?  +  ou*. 

Dans  le  second  cas,  'on  aurait        =  —  i;  d'où  résulte  également 
=  —  ii  donc  ^  n'est  point  diviseur  de  t*  -f-  au*. 

(175)  «  Soit  a  un  nombre  premier  4n+  1,  et  soient  A  el  B  deux 
»  nombres  premiers  quelconques  tous  deux  diviseurs,  ou  tous  deur 
»  non-diviseurs  de  la  formule  t* — au*,  je  dis  que  a  sera  diviseur  de  la 
»  formule  t* —  ABu*.  » 

Car  i*.  si  A  et  B  sont  diviseurs  de  la  formule  t*  —  au*,  on  aura 

= 1 ,       =  1  ;  donc  réciproquement       =  1 ,        =  1  ;  donc 

=  1,  donc  a  est  diviseur  de  /*  —  ABu*. 
a*.  Si  A  et  B  sont  non-diviseurs  de  la  formule  t' —  au*,  on  aura 

(S)-—.  G)=~"  **  ^'«(7)=—.  (!)=-;  *™ 


on  a  encore  ^-^=-+-  1  ;  donc  a  est  diviseur  dë  t*~ABu*. 

(176)  «  Soit  a  un  nombre  premier  4'»-+-  1 ,  et  A  un  nombre  premier 
»  4«H^3  mu  ne  soit  pas  diviseur  de  t  \  M?t  je  dis  que  a  sera  au  con- 
»  traire  diviseur  de  t*-\-bu*.  n 

Car  ayant  par  hypothèse  ^ —  ^  =—  1 ,  ou  = -f- 1 ,  il  s'ensuit 
-  j  =  1  ;  donc  a  est  diviseur  de  t*  -f-  Au*. 

En  général,  si  on  a  plusieurs  nombres  premiers  b,  b',  b',  tous  de  la 
forme  4/»-f-  3 ,  et  non-diviseurs  de  x*+at  a  sera  diviseur  de  la  for- 
mule t*+bb'b*u*. 

(177)  «  Tout  nombre  premier  c  de  la  forme  8«-f- 1  ou  8/1+7, 
»  divise  à-la-fois  les  deux  formules  f+au*,  t*-^-2qu*,  ou  ne  divisera 
»  ni  l'une  ni  l'autre.»  . 

Car  la  valeur  de  et  la  même  que  celle  de  (~?^}  puisque  le 

nombre  c  étant  de  l'une  des  deux  formes  mentionnées,  on  a  toujours 

(!)»•  c*  148). 
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(178)  «  Tout  nombre  premier  c  de  la  forme  8n-\-  3  6u8n-f-5,di- 
»  vise  toujours  l'une  des  deux  formules  r*  -+-«*',  *»-|-3«t»,  mais  n'en 
»  peut  diviser  qu'une.  » 

Car  dans  les  formes  mentionnées  on  a  Q)=*= — 1  î  donc   les  deux 

quantités  (-^)  el  60nt  **e  "g1165  contraires.  Donc  il  faut  qu* 

l'une  de  ces  quantités  soit  -f- 1  et  l'autre  —  1  ;  d'où  il  suit  que  c  divise 
l'une  des  deux  formules  dont  il  s'agit ,  et  ne  divise  pas  l'autre. 

Remarquez  que  dans  ce  théorème,  ainsi  que  dans  le  précédent,  a  est 
un  nombre  quelconque  positif  ou  négatif. 

(179)  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  multiplier  davantage  ces  sortes 
de  théorèmes,  mais  nous  croyons  que  les  Géomètres  verront  avec  plai- 
sir l'application  de  notre  loi  de  réciprocité  à  la  démonstration  de  deux 
éonclusions  générales  auxquelles  Euler  est  parvenu ,  par  voie  d'induc- 
tion ,  dans  ses  Opuscula  Analytica ,  tom.  I,  et  qui  sont  la  base  d'une 
théorie  importante.  La  première  est  conçue  à  peu  près  en  ces  termes  : 
(Voyez  l'ouvrage  cité,  pag.  276.) 

«  Si  tous  les  quarrés  successifs  1,  4,  9,  16,  etc.  sont  divisés  par  un 
m  même  nombre  premier  4»  -f- 1 ,  les  restes  des  divisions  comprendront 
»  non-seulement  tous  les  nombres  contenus  dans  les  formules  n— -qq — q 
»  et  qq+° — »>  ma»s  encore  tous  les  facteurs  premiers  dont  ces  nombres 
»  sont  composés.  » 

D'abord  il  est  facile  de  voir ,  que  puisque  c  ?  =  /{«  -f- 1  ,  on  satisfera  à 

l'équation  "  <?<?*i=  e,  en  prenant  zx=iq  dzc.  D'ailleurs 
c  étant  de  la  forme  4«-f-i ,  si  l'équation  fî±f      est  possible,  l'équation 

9  * 

£^=e  l'est  également;  donc ,  en  effet,  tout  nombre  compris,  soit  dans 

la  formule  n — qq — q,  soit  dans  la  formule  qq+q —  »,  ou  ce  nombre 
diminué  d'un  multiple  de  <?,  peut  être  regardé  comme  le  reste  d'un 
quarre  divisé  par  c.  Cette  première  partie  du  théorème  ne  souffre  au- 
cune difficulté ,  ainsi  qu'Euler  lui-même  l'a  fait  voir.  Venons  à  la  se- 
conde qui  exige  l'emploi  de  la  loi  de  réciprocité. 

Soit  «un  nombre  premier  qui  divise  n  —  qq — q  ou  qq-hq — n,on 
pourra  faire  qq-\-q — n=dz*J;  donc  en  multipliant  par "4,  puis  met- 
tant au  lieu  de  471      valeur  c — 1 ,  on  aura 

(37+1)* — c  =  ±4*^- 
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De  la,  en  omettant  les  multiples  de  a,  on  tire  e  =  (a^-|- 1)»;  donc 

c  '  ,  ou  suivant  notre  notation  (  r-  )  =  (39+ =  1 .  Mais  de  ce  m*o 

^  j  J  =  1  y  il  s'ensuit  par  la  loi  de  réciprocité  /  *J  =  1  ;  donc  c  est  di- 
viseur de  la  formule  x' — a.  Donc  a.  doit  se  trouver  parmi  les  restes  des 
q narres  divisés  par  le  nombre  premier  c,  ce  qui  est  la  proposition 
d'Euler. 

(  1 80)  La  seconde  conclusion  générale  (Voyez  l'ouvrage  cité ,  pag.  28 1 .) 
est  celle-ci  ; 

h  Si  l'on  divise  les  quarrés  1,  4>  9»  16,  etc.  par  le  nombre  premier 
»  4m,  les  restes  des  divisions  comprendront  non-seulement  tous  les 
m  nombres  représentés  par  la  formule  «+79+7,  mais  encore  tous  les 
»  facteurs  premiers  dont  ces  nombres  sont  composés.  » 

Pour  satisfaire  à  la  première  partie,  il  faut  trouver  un  nombre  x  tel 
que  x*  — -  (n-f- 79-4-9)  soit  divisible  par  le  nombre  premier  c=4n—  1  ; 
or  c'est  ce  que  l'on  obtiendra  immédiatement ,  en  prenant  ax=29-f-idb<;. 
Donc  le  nombre  n+cjq+q,  ou  ce  nombre  diminué  d'un  multiple  de  c, 
est  toujours  le  reste  d'un  quarré  x»  divisé  par  c. 

Soit  en  second  lieu  *  un  nombre  premier  qui  divise  n -4-994-9,  si  l'on 
fait  n-4-99-f-9=4^>onen  déduira  comme  ci-dessus,  (29-f-i )%<frc=4*A. 
Donc  en  omettant  les  multiples  de  *,  on  a  c  =  —  (29-4-1)*;  donc 

(~)  =  »•  Cela  posé,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer. 

I\  Si  <t  est  de  la  forme  4m -f- 1 ,  l'équation  *  est  la  même 

que  (^=31,  et  on  en  déduit  par  la  loi  de  réciprocité  (~)s=i;  donc 
c  est  diviseur  de  x* — a.  1 

a9.  Si  et  est  de  la  forme  4m  — 1,  l'équation  ^  =  t,  donne 

(■^  =  —1 ,  et  on  en  déduit  par  la  loi  de  réciprocité  à°ac 

c  est  encore  diviseur  de  x'  —  a.  i  »  " 

Donc,  dans  tous  les  cas,  le  nombre  premier  *,  ou  ce  nombre  dimi- 
nué d'un  multiple  de  c,  est  le  reste  d'un  quarré  divisé  par  c,  et  par 
conséquent  doit  se  trouver  parmi  les  restes  que 

de  la  suite  1,  4,  9,  16,  etc.  divisés  par  c.  
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§  V 1 1.  Usage  du  théorème  précédent  pour  connaître  si  un 
nombre  premier  c  divise  la  formule  x*  +  a.  Des  cas  où  Ion 
peut  déterminer  a  priori  le  nombre  x. 

(181)  Lorsque  c  est  nu  nombre  un  peu  grand,  et  qu'on  a  besoin 
de  savoir  si  c  est  diviseur  de  x*-f-a,  il  peut  être  fort  long  d'élever  a 

à  la  puissance  c"""*  ,  même  en  abrégeant  l'opération  autant  qu'il  est 

possible ,  et  en  ayant  soin  d'omettre  les  multiples  de  c  à  mesure  qu'ils 
se  présentent.  Voici  un  procédé  que  fournit  le  tbéorème  précédent , 

et  qui  conduit  très-promptement  à  la  valeur  cherchée  de  (2). 

i\  Si  a  est  plus  grand  que  c,  on  mettra,  au  lieu  de  a,  le  reste  de  la 
de  a  par  c;  ainsi  on  pourra  toujours  supposer  que  a  est  plus 


petit  que^c.  En  effet,  on  voit  bien  que  (mc+a)  ■  divisé  parc, 

le  même  reste  que  et* . 

a\  Si  le  nombre  a  ainsi  réduit  est  un  nombre  premier,  l'expression 

se  changera  suivant  le  théorème,  soit  en  (jjs  soit  en  — (j)>ce 

dernier  cas  n'ayant  lieu  que  lorsque  a  et  c  sont  tous  deux  de  la  forme 
4«  -j-  3.  Mais  puisque  c  est  >a,  on  peut,  au  lieu  de  c ,  prendre  le  reste 

de  la  division  de  c  par  o;  soit  ce  reste  c',  on  aura  donc  = 
ainsi  la  recherche  de  la  valeur  de  (?)  est  réduite  à  celle  de  l'expres- 
sion (j\  qui  est  composée  de  plus  petits  nombres;  la  résolution  se  fera 

donc  ultérieurement ,  tant  parce  qui  a  été  déjà  dit  que  par  ce  que 
nous  allons'  ajouter. 

3".  Si  a  n'est  pas  premier ,  décompose*  a  en  ses  facteurs  pre- 
miers *,  C,  y....  parmi  lesquels  a  peut  être  compris,  vous  aurea 

(2)  -  au  produit  des  expressions  (î)  (£)  (f),  etc.  Omettez  parmi 
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les  facteurs  »,  C,  y,  ceux  qui  sont  quarrés  ,  car  en  général... 

(^-)  =  (*)  (")  =  -r-i  ;  observe»  de  plus,  que  suivant  leu*  148  on  a 

(  f)  =-f-  * ,  si  c  est  de  la  forme  8nd=  1 ,  et  Q)=—  1 ,  si  c  est  de  la 
forme  8«=fc  3. 

Au  moyen  de  ces  préceptes  et  des  renversemens  donnés  par  le  théo- 
rème du  paragraphe  précédent,  on  trouvera  bieutôt  la  valeur  de  l'ex- 
pression proposée  Et  l'opération,  assez  semblable  à  celle  par 

laquelle  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres, 
sera  à  peu  près  aussi  expéditive. 

ExinriB  I. 

(Soi  \ 
j'observe  que  ce» 

deux  nombres  sont  premiers ,  et  j'aurai ,  en  vertu  du  théorème , 
(101^)  ==  (^rr)i  dm"011  de  ioi3par6oi  donne 4» »  de  reste,  et 4* * 
étant  le  produit  de  4  par  io3,  on  peut  omettre  le  facteur  quarré  /, ,  ce 
qui  donnera  (7^5)  =  (^7  )•  Mais  io3  étant  encore  un  nombre  pre- 
mier, on  a  par  le  théorème,  (^)=  (7*^)= (en divisant  601  par  io3 
et  ne  conservant  que  le  reste)  (7^)  =  (773)  •  (77J)  =  (parce  que 

Donc  (-^73)  = —  1.  Donc  ioiS  n'est  pas  diviseur  de  3c*  +  6oi. 

Pour  faire  la  même  vérification  par  la  voie  ordinaire,  il  aurait  fallsj 
élever  601  à  la  puissance  5 06,  en  rejetant  les  multiples  de  101 5  à  me- 
sure qu'ils  se  présentent.  Or  5o6  exprimé  en  chiffres  de  l'arithmétique 
binaire  (1)  est  111  moio,  c'est-à-dire  en  d'autres  termes  que  5o6 

(1)  Voici  un  moyen  très-court  d'exprimer  an  nombre  an  peu  grand  en  carac- 
tères binaires.  Soit  par  exemple  le  nombre  ui83445  dont  il  sera  question  dan* 
l'exemple  III,  je  divise  ce  nombre  par  64,  j'ai  le  reste  ai  et  le  quotient  174741  ; 
celui-ci,  divisé  par  64,  donne  le  reste  ai  et  le  quotient  9j5o;  enfin  0730  divise 
par  64,  donne  le  reste  4a  et  le  quotient  4»  '•  mai*  » 1  s'exprime  en  chiffres  binaires 
par  îoiot  et  4a  par  101010.  Doac  le  nombre  proposa  s'exprimera  par  lototo 
101010  010101  010101, 
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est  la  somme  des- «puissances  de  2,  doot  les  exposans  sont  S,  7,  6, 
4,  3,  i..  Pour,  former  les  puissances  de  6oi  qui  ont  ces  puissances  de  * 
pour  cxposans ,  il  faut  faire  huit  multiplications  ou  élévations  au  quarréj; 
ensuite,  pour  jrnultipliér  entre  elles  les  diverses  puissances  de  Goi  dont 
les  exposans  sont  a»,  3T,  a6,  as,  a',  a3,  a',  il  faut  encore  six  uaulûplh- 
catiqns  ;  de  sorte  qu'il  faut  en  tout  quatorze  multiplications,  et  autant 
de  divisions  par  ioi3  pour  arriver  au  résultat  final.  Voici  an  reste  la 
détail  de  l'opération,  afin  qu'on  puisse  mieux  comparer  les  deux  mé- 
thodes; on  ui  mis  que  les  restes  des  divisions  par  iûi5.      !  ; 

.     (6<H<)''  t*5jb  -  "  :  >*>       <6bT)M*  =  89x5a5=  107 

(6oi)'  =  (573)*=n7  (6o.)«»=ta7x— 457=.-f-346  •  1 
(6oi)4  =(n7)i=520        fàoiy»  ^-f-aiôx—  a4=— 1 19 

(6oi)'8  =  (5ao)'  =  —  71  "  '  (f)0«)^s=:—ii9x—7 1=345 
(Go.)'-  =(7.           xi      (60,)50*  =345x^20=09      .  „ 
(601)**  =(u4)*  =  —  4S7     (6oi)4,,«=99x573=—  1. 

,  .  (6oi)'»«=S(457>»=e5a5  J _^     -     _    /  fc>,  \_ 


Exemple  ït 


\ 
* 


'  r  >  t  r  «a 


.  085)  Qn  demande  la  valéur  de  (jg)? 
Pour  cela  je  décompose  403  en  ses  trois  facteurs  .  3. 3. 67,  et  j'ai 

yv= w  •  w  •  w'  °r  0,1  *  -  ^ 

•■■(â)-e?)-0)— «. 

aM^)=(i?>=-(è)=-'f   '  : 

»         .        :  .  '.  »  •  t  •    1    >  v.'..*I 

et  le  produit  de  ces  trois  résultats  est  -f-i ,  donc        "Jss+ij  donc* 

929  est  diviseur  de  <» ±4031*7  ou  de  ^±402. 


1  • 


ElIIKt  III, 

(184)  Prenons  un  nombre  premier  très-grand,  tel  que  22  3Go  891  , 
et  cherchons  si  ce  uombrè  est  diviseur  de  x'     *45$?.  „  ,  :  1 
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s  II  font  donc  avoir  la  valeur  de  (aa  55^89.  );  el  Parce  <Hie  Mfy 
*st  également  un  nombre  premier  4*-f~3,  cette  valeur  ^— — §|_-JL!.^ 

.--(&)--(£)=-(£)—.  (p-  *-  iA» 

quarré).  Donc  la  valeur  cherchée  est  — 1.  Donc  23  3G6  8yi  est  divi- 
seur de  x%  -f- 1 459. 

C'est  ce  qu'on  n'aurait  pu  trouver  par  la  voie  ordinaire,  qu'en  fai- 
sant 54  multiplications  et  autant  de  divisions  très-laborieuses,  puisque 
'le  diviseur  serait  22566891. 


(i85)  Après  s'être  assuré  que  le  nombre  premier  <?  est  diviseur  de 
x*-\-a  y  il  reste  à  déterminer  la  valeur  de  x  qui  rend  la  division  pos- 
sible. C'est  ce  qu'on  peut  faire  a  priori  dans  quelques  cas  généraux  que 
nous  allons  indiquer. 

-  i\  Lorsque  c=4«-f-3,  la  condition  de  possibilité  donne  ( — tf)"'"M. — t 
divisible  par  c  ;  donc  a"^*-f-o  est  divisible  par  c  ;  donc  si  on  prend 

x  =  a"^'  ou  égal  au  reste  de        divisé  par  c,  on  sera  sûr  que 

est  un  entier.  Ce  premier  cas  très-général  comprend  déjà  la  moitié  de 
tous  les  cas  possibles.  H  ne  reste  donc  plus  à  examiner  que  le  cas  de 
c=4"-f-i,  lequel  comprend  les,,  deux  formes  8/1-f-i,  8*-f-5. 

a*.  Lorsque  c=8«-f-5,  la  condition  de  possibilité  exige  que  a*"*'— t 
soit  divisible  par  c  ;  mais  cette  quantité  est  le  produit  des  deux  facteurs 
«*"•*•' 4-  1 ,  a*"*1*—  i ,  il  faut  donc  que  l'un  de  ces  facteurs  soit  divisible 
parc.  Si  le  facteur  «""^'4-1  est  divisible  par  c,  faites  jc^=a"+',  et 

vous  aurez  ^^  =  e.  Si  c'est  l'autre  facteur  qui  est  divisible  parc, 

faites  de  même  6=a-t-' ,  et  vous  aurez  — —  =  c;  dans  ce  derniercas, 

-  ■  c 

,  il  ne  reste  plus  qu'à  satisfaire  à  l'équation  — ^—  =  e.  Or  puisque  c  est  do 

la  forme  fyn  -f- 1 ,  on  peut  supposer  c  —f*  -f-  g*  ;  cherchant  ensuite  lés 
indéterminées  p  et  q  d'après  l'équation 

on  en  conclura  x=fj — gp;  car  de  là  résulte  Jr*-h  ¥  =  (f%-\~g*) 
f/r^f-f');  donc  jr'-f-â*,  et  par  suite  x*-f-<i  est  divisible  par  c. 

3*.  Le  dernier  cas  à  considérer,  est  celui  de  c=8/i-f-ï  *  nwis  alors 

•  -        -    •    .  ,     ,  .  t  »  •  >t  fi  «* 
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on  ne  peut  pas  toujours  satisfaire  à  l'équation         sa  e  d'une  manière 

directe  et  sans  tâtonnement.  Si  l'on  a  n—a.€,  £  étant  un  nombre  im- 
pair et  a  une  puissance  de  a,  la  condition  de  possibilité  exigeant  que 

«4  — i  soit  divisible  par  c,  il  pourra  arriver  que  a  ±i  soit  divi- 
sible par  c,  et  alors  à  cause  de  €  impair,  on  trouvera  la  valeur  dex 
de  la  même  manière  qu'on  l'a  trouvée  lorsque  t=8«-f-5. 

Si  a ' dtz  1  n'est  pas  divisible  par  c-,  on  ne  trouve  pas  de  solution 

«  priori;  ainsi  pour  résoudre  l'équation  — ~=.et  il  faudra  calculer 

les  diflërens  termes  de  la  suite  c — a,  ic — a,  3c — a,  bc—a,  etc., 
jusqu'à  ce  qu'on  en  trouve  uu  qui  soit  un  quarré  parfait  et  qui  donnera 
-la  valeur  de  x*;  cette  suite,  au  reste,  contiendra  nécessairement  le 
quarré  qu'on  cherche,  quarré  qui  doit  être  moindre  que  \c% ,  ainsi 
le  nombre  de  termes  à  calculer  ne  peut  excéder  \  c. 

Par  exemple,  soit  proposée  lequ  a  lion  ^—^r~  —  e>  uont  *a  possibi- 
lité est  déjà  établie  par  la  condition  ^j^^=i;  il  faudra  former  les 

diflërens  termes  de  la  progression  arithmétique  dont  le  terme  général 
est  641e — 229.  Cette  progression  est  4»  2,  io53,  1694,  a335,  etc.  mais 
il  faut  la  continuer  jusqu'au  çrf""  terme  avant  qu'on  trouve  le  quarré 
C0025  dont  la  racine  245=x.  Il  est  vrai  qu'on  peut  passer  sur  beau- 
coup de  termes,  lorsqu'on  prévoit  que  le  chiffre  qui  les  termine  n'est 
'pas  un  de  ceux  qui  conviennent  aux  quarrés  (1).  Mais  le  travail  est 
encore  assez  long  par  cette  voie,  lorsque  le  nombre  cherché  x  n'est 
pas  beaucoup  plus  petit  que  je. 

(18G)  Pour  rendre  cette  détermination  moins  laborieuse,  on  pourra 


(1)  Le  quarré  de  tom-f-n  est  loom'  +  aom» +  n*.  donc  le  chiffre  qui  termine 
;  le  quarré  de  icm-f-n,  eet  ie  même  que  celui  qui  termine  le  quarré  de  n.  Mais 
lu  nombres  o,  1  ,  a,  3... 9  ont  leurs  quarres  terminés  par  l'un  des  chiffres  o,  l , 
4,  5,  6,  g;  donc  aucun  quarré  ne  peut  être  terminé  par  a,  3,  7,  8.  On  peut  ajouter 
i  cette  observation  ,  1*.  que  si  le  dernier  chiffre  d'un  quarré  est  o ,  il  faut  que  les 
deux  dernier»  soient  deux  zéros,  a*.  Que  si  le  dernier  chiffre  est  5 ,  tes  deux  der- 
nière doivent  être  a5.  3".  Que  si  le  dernier  chiffre  est  impair,  l'avant- dernier  doit 
être  pair.  4°-  Que  «  le  dernier  chiffre  ext  4,  l'avant-dernier  doit  être  pair,  afin 
que  tout  le  nombre  soit  divisible  par  4-  5*.  Que  si  le  dernier  chiffre  est  6,  l'avant- 
dernier  doit  être  impair  par  la  même  raison. 
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avoir  recours  aux  propriétés  des  diviseurs  qui  seront  démontrées  ci- 
après.  En  vertu  de  ces  propriétés ,  tout  diviseur  de  la  formule  t*-\-aul 
est  lui-même  de  la  formejr'  +  a-*,  ou  au  moins  il  devient  de  cette  forme, 

en  le  multipliant  par  un  nombre  p  moindre  que  a  y/ g.    Supposons  donc 

qu'on  a  trouvé  pc—f%  +  ag*t  on  cherchera  x  d'après  l'équation 

f=gx 

«t  la  valeur  de  x  sera  telle,  que  x*-\-u  est  divisible  par  c. 

Ainsi ,  dans  l'exemple  précédent,  on  reconnaît  bientôt  que  641  n'est 
pas  de  la  forme  /•-f-aagg-*,  mais  il  le  devient,  étant  multiplié  par  i/f , 
car  on  a  641 X  i4=8974=57,-f-aa9.5*;  faisant  donc  57  =  5x^-641/, 
on  trouvera  x— — Cette  méthode  peut  faire  éviter  beaucoup  de 
tâtonnement,  et  elle  sera  surtout  utile  lorsque  le  nombre  a  est  peu 
considérable;  car  les  Tables  feront  connaître,  d'après  la  forme  4</-+a 
du  nombre  c,  quel  est  le  multiplicateur  p  qui  peut  rendre  le  produit  pe 
de  la  forme  /»  -+•  ag\ 
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§  VIII.  De  la  manière  de  déterminer  x.  pour  que  xJ  +  a  soit 
divisible  par  un  nombre  composé  quelconque  N. 

•  :  ; •  •  .  •  , 

(18*7)  Soit  c  un  nombre  premier,  et  a  un  nombre  (pielconque  non- 
divisible  par  c ,  si  l'on  demande  la  valeur  de  x  telle  que  x*  -f-  a  soit 
divisible  par  <Ty  cherchée  d'abord  par  ce  qui  précède  la  valeur  de 
qui  rend  ô'-f-a  divisible  par  c;  faites  ensuite  (ô-f-v — <0"«-f  |  f }/ — «J 
vous  aurez  de  même  (ô— \/—  «)"=j>  —  qV~ * »  et  le  produit  de  cei 
deux  équations  donnera  (0»+  «)"  =/>»+<*7*,  donc  est  divisible 

par  f™.  Dans  ce  résultat,  q  et  ç  sont  premiers  entre  eux  ;  ainsi  on  pourra 
supposer  p  =  qx-\- c"j  ,  et  +  «  sera  divisible  par  C",  .ce  qui  est  la 
question  proposée. 

Nous  venons  de  supposer  que  q  n'est  point  divisible  par  c;  car  s'il 
l'était,  p  le  serait  aussi  en  vertu  de  l'équation  (ô»^-a)■,=/>•-r-ay,  dont 
le  premier  membre  est  divisible  par  c".  Mais  on  a 

„— ô"  —  mm~'  G—»  a  -f-  wm~'m~am~3  9— etc. 
r  i.a  1  .  a  .  0  .  4 

•t  puisque  fl»-f-a  est  divisible  par  c,  on  peut  mettre  —  6*-f-^c  à  la 
place  de  o,  ce  qui  donnera  p  de  cette  forme 

•  /        m .  m  —  1   ,  m .  m  —  1 .  m  —  1 .  m  —  3  ,    _._  \    ,  « 

^  =  ô"0  +  — —  +  TTTTTTJ  0  ' 

ou  p  —  f-'Q* -t~  Bc  ;  mais  8  n'est  point  divisible  par  c,  donc  p  ne 
peut  l'être,  ni  par  conséquent  q. 

Si  le  nombre  a  est  divisible  par  <?,  la  quantité  Jt*+<»  sera  divisible 
par  c  y  en  prenant  x=  o  ou  un  multiple  de  c;  mais  il  sera  souvent  im- 
possible que  x»-f-a  soit  divisible  par  c*  ou  par  une  puissance  plus  éle- 
vée de  c;  par  exemple,  si  a  est  divisible  par  c  et  non  par  c%  il  est 
évident  que  jamais  x'       ne  peut  être  divisible  par  c4. 

(188)  Il  est  facile  maintenant  de  trouver,  lorsque  cela  est  possible; 
la  valeur  de  x,  telle  que  x'-f-a  soit  divisible  par  un:  nombre  composé 
quelconque  N. 


'     SECONDE  PARTIE.     «  ai£ 
i\  Si  N  et  a  sont  premiers  entre  eux,  ou  décomposera  X  en  ses 

facteurs  premiers  impairs  cfçfy,  etc. ,  et  on  cherchera  par  la  mé*- 
thode  qui  précède  les  nombres  A>  B\  C,  etc.  tel»  que  les  quantités 


%  ÇT  y 

1 


etc. 


soient  'des  entiers  ;  il  faudra  ensuite  satisfaire  aux  équations  indé- 
terminées 

x  =  A  +  * j     ±  #  4- 6Mx  =  db  etc.  . 

lit  il  est  facile  de  voir  que  x"-M  étant  divisible  par  chacun  des  fac- 
teurs «A;  6*V>*,  etc.,  sera  divisible  par  leur  produit  etc. 

a0.  Si  les  nombres  N  et  a  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  soit  >|,»a> 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  4.*  étant  le  plus  grand  quarré  qui 
divise  ,  et  par  conséquent  a  ne  pouvant  pins  avoir  que  des  facteurs 
simples;  alors  il  faudra  faire  N=^*o$N't  a^s-^'udy  x  =  -^ocx'y  et 

l'équation  à  résoudre  e,  deviendra- — a  =  e.  Dans  celle-ci 

tu  et  iV"  doivent  être  premiers  entre  eux,  car  s'ils  avaient  un  commun 
diviseur -îr,  il  faudrait  que  a  fût  aussi  divisible  par  tt  (sans  quoi  l'é^ 
'quation  a  résoudre  serait  impossible);  donc  û»*^  ne  serait  pas  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  a  et  N ,  contre  la  supposition. 
"  Puisque» a  et  N*  sont  premiers  entre  eux,  on  pourra  trouver  deux 
entiers  f  et  g  tels  qu'on  ait  fa — gN'  =  1  ;  multipliant  donc  par  /Té- 

•n'*  -1-  a' 

quation  —^7 —  =  e,  et  mettant  gfi'-h  1  à  la  place  de  /»,  cette  équa- 
tion deviendra  ^-^^r=e;  ainsi  la  question  est  ramenée  au  cas  pré- 
cédent où  N  et  m  sont  premiers  entre  ettx.  ; 

,.       t'Ji  J  •;-;-»—  -    .  ■}  •    •      .  :  'l   ;    .  ■     .    :       „    .  .  ., 

(189)  Si,  outre  les  facteurs  impairs  *  j  etc.  que  nous  avons  con- 
sidérés dans  les  deux  cas  précédens ,  N  contient  le  facteur  a",  il  faudra 
combiner  les  valeurs  trouvées  pour  chaque  facteur  impair  avec  celle  qui 

téaulte.de  ,1'équatipa  dont  nous  allous  nous  occuper. 

<  Lorsque  a  est  divisible  par -4  ou  par  une  puissance  pms  élevée  de  3/ 
telle  que  2"  ou  a"**',  il  (audra  faire  .rsr.a'.r',  et  la  question  sera  ra- 
menée immédiatement  au  cas  où  a  est  impair  on  double  d'un  impair. 
Si  a  est  double  d'un  impair ,  il  est  visible  que  l'équation  «•-J-assca"/' 
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n'est  résoluble  que  dans  le  seul  cas  où  mssi ,  ainsi  on  peut  faire  abstrac- 
tion de  ce  «as. 

Soit  donc  a  impair  et  #/i>  i,  il  faudra  que  .r  soit  impair,  et  comme 
alors  x*  est  de  la  forme  8«-f- 1  >  on  aura  suivant  les  différentes  formes 
de  az=dbc,  les  formes  correspondantes  de  x'rfcc  comme  il  suit: 

c  =  8n+i,  x*  -f-c  =  8/i-f-a,  x*  —  c  =  8/1 

c  =  8«-r-3,  x*  -f-  c  =  8/i  +  4,  x"  —  c  =  8«  -f-  6 

c  ==  8n  -f-  5 ,  x'     c  =  8n  4-  6,  x*  —  c  =  8rc  -}-  4 

c  =  8/1  +  7,  x'-f-c  =  8/ï       ,  x»  —  c  =  8*  -f-  a. 

Écartant  donc  les  cas  qui  ne  permettent  pas  que  x'rfcc  soit  divisiblo 
par  une  puissance  de  a  supérieure  à  la  première ,  les  cas  qui  restent 
«ont  les  quatre  suivans  ; 

c  =  8»  +  i  x*  —  c  =  8» 

c  =8/1  +  3  x*-f-c  =  8«-f-4 

c  =  8«  -f  -  5  x,-c  =  8/i  +  4 

c  =  8n  -f-  7  x*  4-  c  =  8*« 

Le  second  et  le  troisième  ne  sont  résolubles  que  pour  la  seule  valeur 
/n  =  a,  et  alors  la  solution  est  simplement  x  =  i. 

Les  deux  autres  cas  où  l'on  a  a=— irfc8«  sont  résolubles  pour 
des  valeurs  quelconques  de  l'exposant  m,  et  on  peut  aisément  parvenir 
à  la  solution  par  des  substitutions  successives.  Par  exemple,  soit  pro- 
posée l'équation  relative  au  quatrième  cas 

En  faisant  x=i,  on  a  x'-f-i5  =  a*;  soit  donc  i=i  +  aV,  la 
ion  donnera  i  -r-x,+  a»x'»  =  a^.  Celle-ci  fait  voir  que  i-fx* 
être  divisible  par  4.  Faisant  donc  x'  =  —  1  on  «ara 

d'où  x*  =  7,  x/=a7  et  x:=ai7- 

Aussitôt  qu'on  connaît  une  solution  particulière  xr=0,  on  en  dé- 
duit la  solution  générale  x  =  3m~'x'  ±  H ,  laquelle  satisfait  à  l'équation 
proposée  x'-t-assa'y,  puisqu'on  a  /n>  1.  Cette  valeur  devra  ensuite 
être  combinée  avec  celles  qui  expriment  que  x'-f-a  est  divisible  par 
les  djfférenj  facteurs  impairs  de  M, 
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SECONDE  PARTIE.  a,7 
Il  faut  maintenant  examiner  combien  lëquation         m  e  pourra 

avoir  de  solutions ,  mais  nous  nous  bornerons  aux  cas  où  iV  est 
impair  ou  double  d'un  impair. 


(190)  «Si  JV  est  impair  et  premier  à  a,  le  nombre  de  solutions  de 
»  lëquation  £j^=e,  sera  a4-',  i  étant  le  nombre  des  (acteurs  pre- 
0  miers  diffère ns  qui  divisent  N.  n 

Soit  d'abord  iV=a  ,  a  étant  un  nombre  premier,  je  dis  qu'il  n'y 
aura  qu'une  manière  de  satisfaire  à  l'équation  ^  =  e.  Car  s'il  y  avait 
deux  solutions  désignées  par  x  et  xf,  il  faudrait  que  x*  —  x'*  fût  di- 
visible par  et*  ;  et  comme  aucun  des  facteurs  x-f-  x',  x— x*  n'est  di- 
visible  par  *\  puisque  x  et  x'  sont  supposés  inégaux  et  plus  petits 

que  -j-a  f  il  faudra  que  ces  facteurs  x-fc-x',  x — x'  soient  tous  deux 
divisibles  par  a,  donc  leur  somme  ax  serait  également  divisible  para; 
mais  si  x  était  divisible  par  a,  il  faudrait  que  a  le  fût  aussi  ,  d'après 

Téquation  — e.  Donc  puisque  a  ci  N  sont  premiers  entre  eux  ; 


x*+a 


Téquation  — 2L_=e  ne  pourra  avoir  qu'une  solution  moindre  que  f  a  . 

Soit  en  second  lieu  N=<tKÇH',  et  soient  A  et  B  les  valeurs  de  x  qui 
satisfont  aux  équations  ^—-=.ey  ^-~^=e;  si  on  combine  ensemble 

CL  9 

(n"  14)  les  deux  valeurs  x—A-^-tt  y  y  j^zh.B-^-Q^z  ,  il  est  clair 
qu'on  aura,  à  cause  du  signe  ±,  deux  valeurs  de  x  de  la  forme 

x=zK  -\-a.  G^x'^K-^-Nx' t  chacune  desquelles  peut  être  rendue 
moindre  que  jN  en  prenant  pour  x'  la  valeur  convenable.  Donc  dans 
le  cas  des  deux  facteurs  inégaux  a,  €,  l'équation  proposée  aura  deux 


S'il  y  a  un  troisième  facteur  y  ,  il  faudra  combiner  la  valeur  trouvée 

x  =  Jf-f-*x^ x',  avec  une  troisième  formule  x=dLC-\-yzt  et  il  est 

évident  que  l'on  aura  quatre  solutions  de  la  forme  K' -\-et  G^yx'y  ou 
JT'-f-iVx*,  lesquelles  pourront  être  rendues  moindres  que  {N. 
En  général,  chaque  nouveau  facteur  double  le  nombre  des  solutions 

a8 
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obtenues  par  le» facteurs  précédens.  Donc  on  aura  en  tout  a'-'  solutions, 

i  étant  le  nombre  des  facteurs  <t\  G**,  y',  etc.  dont  N  est  composé.- 
Bomarque.  Si  N  est  double  d'un  impair,  lequauou  ==  e  aura 


également  a'-'  solutions.  Car  si  fi  est  une  valeur  de  x  qui  rend  x*-f-« 
divisible  par  ^JV»  celte  valeur  0,  ou  au  moins  \N—  0,  rendra  oc'-fa 
divisible  par  iV. 


(191)  «  Soit  N  impair  ou  double  d'un  impair;  si  les 
>i  N  et  a  ont  un  commun  diviseur  •  %  lequel  ne  soit  divisible  par 

a  quarré,  je  dis  que  l'équation        =  e  aura  toujours  a'-1  solutions  > 

»  i  étant  le  nombre  de  facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent 
»  N  sans  diviser  a.  » 

En  effet,  soit  iV=«iV',  a=a»a',  x=eoxft  l'équation  proposée  de- 
viendra °  =  «,  et  parce  que  «  et  A"  n'ont  pas  de  commun  di- 
viseur, on  peut  faire  /» — gJT=  1  ,  ce  qui  donnera  Féqnation  réduite 
-  y  =<?•  Or  celle-ci,  où  iV'  et  ^  sont  premiers  entre  eux,  admet 

autant  de  solutions  qu'il  y  a  d'unités  dans  a*-',  1  étant  le  nombre  de 
facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent  iV';  et  si  l'on  fait  en 
général  x'  =  0-|-iyV,  on  aura  x  =  «8+*iVV=  aù+Nx'.  Donc  a 
y  aura  autant  de  valeurs  de  x  moindres  que  \  N  qu'il  y  a  de  valeurs  de 
jr/  moindres  que  î-ZV'i  donc  le  nombre  de  ces  valeurs  est  égal  à  a'-'. 

(192)  «  Si  le  nombre  Nt  impair  ou  double  d'un  impair,  a  un  com- 
»  mun  diviseur  quelconque  avec  a,  et  que  ce  diviseur  soit  représenta 
»  par  «^*,  ensorte  qu'on  ait  N=-\,*wN'x  ot  n'étant  divisible  par  aucun 

»  quarré ,  je  dis  que  l'équation         =  e  aura  autant  de  solutions  qu'il 

»  jra  d'unités  dans  4  •*'"'>  1  «tant  le- nombre  de  facteurs  première 
«•impairs  et  inégaux  qui  divisent  iV.  » 

Car  dans  ce  cas,  on  a  azz=.-\>*adf  xz=-^ax',  et  l'équation  à. lésoudie 

dévient  ~--^r— -  —  ">  laquelle,  comme  en  a  vu  dans  le  n*' précédent , 

donne  a1-'  valeurs  de  x'  moindres  que  \N*.  Soit  en  général  x'=S-l-I?x*f 
on  aura  donc  x -f-Ça  A  'j  " ;  or  comme  il  suffit  que  les  valeurs  de 
x  soient  moindres  ou  non  plus  grandes  que  iN—t^*e*Ws  il  est  clair 
qu'on  peut  donner  à  x'  les  valeurs  successives  0,  dbi,  =fca,  etc.  jus-. 
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qu'il  dbj(4/— i).  Le  nombre  de  ces  valeurs  est  évidemment  ^;  donc 
chaque  valeur  de  x'  moindre  que  \  N'y  donnera  \  valeurs  de  x  moindres 
que  -J-     ;  donc  le  nombre  de  toutes  les  valeurs  de  x  sera  4-. a'- '. 

Remarque.  Cette  formule  est  vraie,  même  lorsque  l'cso,  c'est-à-dire 
lorsque  le  nombre  N  ou  au  moins  sa  moitié  est  diviseur  de  a  ;  alors  elle 
se  réduit  a  mais  il  faudra  compter  comme  entier  la  fraction  con- 
tenue dans  t^i  de  sorte  que  si  4=aA-f-i,  on  prendra  A-f-i  pour  s  4" 
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§  I  X.  Résolution  des  équations  symholiquês 
(î)  =e  —  i ,  c  étant  un  nombre  premier» 


.ta  ! 


(193)  Soit  c  un  nombre  premier  quelconque,  et  soit  proposé  de 
trouver  toutes  les  valeurs  de  or  qui  satisfont  à  l'équation  0J=i,  ou 

- — ^-i=e.  Il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  faire  x=}"%  y  étant  un 


nombre  quelconque  non-divisible  par  c;  les  différentes  valeurs  de  x 
seront  donc  1,  4»  9»  16....  jusqu'à  (C~  '  )  inclusivement.  Ces  va- 
leurs peuvent  être  abaissées  toutes  au-dessous  de  c ,  en  retranchant  les 
multiples  de  c  qui  y  sont  compris ,  et  leur  nombre  est ,  comme  on  voit, 

^-^-î-  ;  il  ne  peut  être  plus  grand ,  parce  que  l'exposant  de  x  n'est  que 
;  il  n'est  pas  moindre  non  plus,  car  si  deux  quarrés  m*,  n*,  chacun 

moindre  que  (~~~~^  >  laissaient  le  même  reste  ou  la  même  valeur 

de  xf  il  faudrait  que  m*— >»*  fut  divisible  par  c,  ce  qui  ne  peut  être, 
parce  que  m — n  et  m-j-u  sont  tous  les  deux  moindres  qne  c.  Nous 

connaissons  donc  les  c  a  1  solutions  de  l'équation  (*^=i,  ces  so- 
lutions étant  comprises  entre  0  et  c;  mais  comme  il  s'agit  seulement 
des  solutions  en  nombres  impairs  ,  parmi  les  valeurs  de  x  on  conser- 
vera les  nombres  impairs,  et  on  ajoutera  c  aux  nombres  pairs,  ce  qui 

fera  encore  — - —  solutions  impaires  comprises  depuis  1  jusqu'à  ae—  1 . 

Pour  parvenir  immédiatement  à  ces  solutions,  on  formera,  par  le 
moyen  des  différences,  la  suite  des  quarrés  impairs,  comme  on  le 
voit  ici  : 

Différ.    8    16   a4    Sa   40     48  56 

Quar.    1,   9,  a5,  49,  81,  îai,  169,  aa5,  etc. 
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On  retranchera ,  tant  dans  les  différences  que  dans  les  quarrés ,  les 
multiples  de  ae  à  mesure  qu'ils  se  présenteront,  et  la  suite  des  quarreV, 

ou  plutôt  de  leurs  résidus,  continuée  jusqu'à  C  '  termes ,  contien- 
dra toutes  les  solutions  de  l'équation        =  i,   impaires,  positives 

et  moindres  que  2c.  Ensuite  ces  solutions  pourront  être  augmentées 
d'un  multiple  quelconque  de  ac,  ce  qui  donnera  x=a<?a+£,  b  ayant 


c  —  i 


valeurs  différentes. 

Conn.iM.n,  «nsi  «,„,„  le.  «>luUon,  d.  l'équ-doo  (ï)= on  ,ur. 

par  voie  d'exclusion  toutes  celles  de  l'équation  (*)  =  —  i.  Car  les 
nombres  moindres  que  ae,  qui  ne  sont  pas  compris  dans  les  solutions 
de  l'équation  (^)=i,  satisferont  nécessairement  à  l'équation  (7)= — *# 

et  le  nombre  de  ces  derniers  sera  encore  ;  car  le  nombre  des 

termes  de  la  progression  1,  3,  5,  7. . . .  ac —  1  étant  c,  si  on  exclut  le 
terme  c  qui  ne  satisfait  ni  à  Tune  ni  à  l'autre  de  ces  équations,  il  res- 
tera c — 1  termes  dont  la  moitié  satisfait  à  l'équation  ^^=1,  et  l'autre 

moitié  à  l'équation  (-)  = —  i-  H  est  inutile  d'ajouter  que  les  solu- 

.  ,  \c  y    ,.   -    ^  •  -  . 

tions  de  cette  dernière  équation  peuvent  être  aussi  augmentées  d'un 
multiple  quelconque  de  ac. 

(194)  Exemple  I.  Soit  r?="4'  »  on  formera,  au  moyen  des  différences, 
la  suite  des  quarrés  impairs,  et  on  retranchera,  tant  des  différences 
que  des  quarrés,  les  multiples  de  8a  à  mesure  qu'ils  se  présentent. 
Voici  l'opération  ;  . 

Différ.  8  16  34  3a  40        48  56     64        73  80 

Quar.  1,   g,  a5,  49,  81,  131  =  59,  87  =  5>  6l>  J35=43,  u5=33, 

Différ.    88  =  6    14  aa  3o        38      46        54  6a 
•  Quar.  tï3=3i,  37,  5i,  73,  io3  =  ai,  %  io5=a5,  77, 

Différ:'  '  76!  :       78  '  86=4 
Quar.    139  =  57,  137  =  45,  ia3  =  4i  =c. 

Les  vingt  premiers  termes  rangés  par  ordre  de  grandeur,  donneront 
la  formule  suivante ,  qui  renferme  toutes  les  solutions  de  l'équation 
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i  : 


(I)-' 

«     ,  /    ».   5,   9,  ai,  a5,  a5,  5i,  55,  57,  5g, 
"M  81,  77»  75,  3',  59,  57,  5i,  49»  45,  4'- 

On  rcmarqnera  que  le6  vingt  valeurs  numériques  qui  suivent  8 ?.z  ,  et  qui 
sont  proprement  les  solutions  de  l'équation  proposée ,  sont  telles  que 
chaque  valeur  b  est  accompagnée  de  son  complément  20 — b,  les  deux 
ensemble  faisant  constamment  2c.  C'est  ce  qui  aura  lieu  généralement 
toutes  les  fois  que  le  nombre  c  sera  de  la  forme  4/714-1;  en  effet  si 
A*" — 1  est  divisible  par  c,  il  est  clair  que  (ac — 6)*" — 1  est  également 
divisible  par  c.  Donc  alors  la  solution  ou  racine  b  est  toujours  accom- 
pagnée de  la  racine  ac — b.  Il  n'en  serait  pas  de  même  si  c  était  de  la 
forme  4/n-f- 5,  et  on  voit,  au  contraire  ,  que  si  b  satisfait  à  l'équation 

=  1 ,  son  complément  ac— b  satisfera  à  l'équation  ^  ^  =  —  1. 

(195)  Exemple  II.  Soit  c= 5g,  30=118,  on  procédera  ainsi  : 

fttffér.  8  16  a4  Sa  40      48    56  64       7a         80   88  96 
Quar.  i,  9,  a5, 49, 81,  iai=3,  5i,  107,  171=55,  1*5=7, 87, 175=57; 

Différ.      104         na     iao=a     10  18  a6  54    4a  5° 
Quar.    i53=55,  i5g=ai,  i55=i5,  17,  37,  45,  71,  io5,  147=39. 

Différ.  58       66      74       83  90    98      106  114 

Quar.  79,  157=19,  85,  159=41,  ia5=5,  95,  195=75,  i8i=65: 

Rassemblant  par  ordre  ces  39 résultats,  on  aura  la  formule  suivante; 

qui  contient  toutes  les  solutions  de  l'équation  (  J)  =  «  * 

x=ïi8a-r-i>  5,  5,  7,  9;  i5,  17,  19,  ai,  s5;  37,  ag,  55,  41,  45; 

49,  5i,  55*  57,  65;  71,  75,  79,  81,  85;  87,  95,  io5,  107. 

Par  conséquent  les  solutions  de  l'équation         =—  1 ,  seront  : 

*=ii8H-ii,  i3,  a5,  5i,  55;  57,  5g,  45,47,  55 ;  St,65,  67,  69, 

77, 85, 89,  91,  95;  97,22,  ioi,  io54 109;  iuf  ii5,  n5,  uj. 
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1  1  I     fi   1  I  ,  Il 

§  X.  Recherche  des  formes  linéaires  qui  conviennent  aux 
diviseurs  de  la Jbrmule  t*  eu*. 

iNTocs  examinerons  d'abord  le  cas  où  c  est  un  nombre  premier,  «0 
qui  fournira  deux  théorèmes  principaux. 

• 

(196)  Théorème.  «  Soit  c  mi  nombre  premier  4*4.  1 ,  et  A  un  dm- 
»  seur  impair  quelconque  de  la  formule  j-'+cou  r  -f-  ci**,  je  dis  qu'oa 

»  aura  (^)  =  1  si  A  est  de  la  forme  4#»-f-i ,  et  (^)=—  1   ai  d 

m  est  de  là  forme  4* +  5.  » 

Car  soit  •  «n  nombre  premier  4»+»»  et  C  nombre  premier 
4» -{-3,  tous  deux  diviseurs  de  x*H-«,  on  aura,  suivant  le  n'  ï34r 

et  (^-C)=1'  °U  G)=1  Ct  (?)=-1'  *  k  0tt««- 

clut,  par  la  loi  de  réciprocité,        =  1  et        =■  —  1.   Mais  It 

nombre  A,  s'H  est  de  la  forme  4*-r-»>  est  le  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  facteurs  et  par  un  nombre  pair  de  facteurs  € ,  donc  dans 

ce  cas  (^)  =  i;  et  si  le  nombre  A  est  de  la  forme  4*-f  5,  il  résulte 
du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  a  par  un  nombre  im- 
pair de  facteurs  C,  donc  dans  ce  second  cas  on  a  ^^^  =  —1. 

Corollaire.  Donc  si  on  désigne  par  b  l'un  des  nombre»  im- 

pairs moindres  que  ac  qui  satisfont  à  l'équation  (f  )=  »  »    W*  aura 

]A=2cz+b.  Mais  parmi  les  nombres  b,  on  peut  conserver  ceux  qui 
sont  de  la  forme  4*  +  »  »  et  ajouter  ac  à  ceux  qui  sont  de  la  forme 

4*-f-3;  on  aura  par  ce  moyen  nombres  de  la  formé  4/1+1, 

moindres  que  4e*  Soit  «  nn  de  ces  nombres,  on  aura  A  =  4<~-  -f-  a , 

ce  qui  donnera  ^~  formes  linéaires  des  diviseurs  4M"1  de  la  formule 
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Pareillement,  si  on  réduit  à  la  forme  4n-f-3  toute»  les  solutions  de 
l'équation  C^J  = —  i ,  ce  qui  se  fera,  en  conservant  les  nombres  4n-f-5, 

et  ajoutant  a<-  à  ceux  qui  sont  de  la  forme  4/*4-'  ,  on  aura  c  * 

nombres  de  la  forme  4"  4-3,  et  moindres  que  4e»  soit  a  l'un  quel- 
conque de  ces  nombres  ,  et  l'expression  4cz-f-a  sera  la  forme  générale 
des  diviseurs  4**  4"  3  de  la  formule     -f-  eu*. 

Ainsi,  par  exemple ,  les  diviseurs  4»  +  »  de  la  formule  /'  +4 iu%  se- 
ront compris  dans  la  formule 

A=z  i64z-f-  i,  5,  9,  ai,  a5;  33,  57,  45,  4g,  57;  6i,  73,  77, 
81,  io5;  n3,  iai,  ia5,  i55,  141. 

Et  les  diviseurs  4«4-3  de  la  même  formule  seront  compris  dans  la 
formule 

A  =1645+  3,  7,  11,  i5,  19;  27,  55,  47,  55,  65; 

67>  71»  75>  79>  05;  99»  "«>  l55,  147,  »5i. 

On  conclura  de  là,  par  voie  d'exclusion,  les  diverses  formes,  soit 
4*4- 1,  soit  4*4-3,  qui  ne  divisent  point  *»4-4tu\  En  général  il  est 
aisé  de  voir  qu'il  y  aura  toujours  autant  de  formes  pour  les  non-divi- 
seurs que  pour  les  diviseurs,  ce  nombre  étant  égal  à  soit  dans 

la  forme  4*4" 1  »  s™1  dans  la  forme  4/»  -+-  3. 

Remarque.  Tout  nombre  premier  contenu  dans  les  formes  linéaires 
des  diviseurs  de  t*  4- eu*  est  nécessairement  diviseur  de  f-£cu*.  Car 

soit  A  ce  nombre  premier ,  s'il  est  de  la  forme  4n4- 1  »  on  aura  (7)=» , 
donc  ^jjfssl,  donc  A  est  diviseur  de  f*4-cu\ 

Si  A  est  de  la  forme  4* 4-5,  on  aura        as  —  1 ,  donc       =  —  1 , 

donc  ^  est  diviseur  de  f+cu*. 

Cette  remarque  est  le  fondement  d'un  grand  nombre  de  propriétés 
des  nombres  preaajers  ;  car  puisqu'étant  donné  c  on  peut  déterminer 
a  priori  toutes  les  formes  linéaires  4CS4~^  dont  sont  susceptibles  les 
diviseurs  de  la  formule  t*  -f-  cu%  c*  ({ae  d'un  autre  côté  on  peut  aussi 
déterminer  toutes  les  formes  quadratiques  pj%  -f-  iqjrz  4-  rz*  qui  con- 
tiennent à  ces  mêmes  diviseurs,  il  s'ensuit  que  tout  nombre  premier  ren- 
fermé dans  l'une  des  formes  linéaires  ^cz-{-by  doit  être  de  l'une  des 
formes  quadratiques  pj'-t-zqyz+rz*.  Proposition  très-féconde,  et  nt 
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le  développement  pour  les  différentes  valeurs  du  nombre  premier  c , 
fournit  une  multitude  de  théorèmes  intéressans  sur  les  nombres  premiers. 

Lorsque  A  est  un  nombre  composé  ,  il  ne  suffit  pas  qu'il  soit  compris 
dans  les  formes  ^cz-\-b  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  t*-+-cu*t  et 
malgré  cette  condition,  il  pourrait  bien  n'être  pas  diviseur  de  cette  for- 
mule. Par  exemple,  lorsque  c=^i  ,  la  forme  16434-57  contient  le 
nombre  221  =  13.17,  lequel  n'est  point  diviseur  de  l *-f>4 1  u%>  car  **-f-4 1  "* 
n'est  divisible  ni  par  1 3  ni  par  ij. 

(197)  Théorème.  «Soitc  un  nombre  premier  4«-^-3,  et  A  un  divi- 
»  seur  impair  quelconque  de  la  formule  l'-j-cu*,  je  dis  qu'on  aura  tou- 

>»  jours  Ç— ^  =s  1.  » 

Car  soit  cl  un  nombre  premier  tyi  -f- 1 ,  et  €  un  nombre  premier 

4«  4-  3 ,  tous  deux  diviseurs  de  l*-\-cu*t  on  aura  \       —  1  >         = 1  » 

ou  Q)=i,  (j)  = — ï;  donc  réciproquement  (J^=si,  (£)=i. 
Donc  tout  diviseur  A  composé  du  produit  de  plusieurs  nombres  pre- 
miers *  et  €,  donnera  (^)  =  i. 

Corollaire.  Tout  diviseur  impair  de  la  formule  ^-f-cu1,  peut  être 
représenté  par  2cs-f-fl,  a  étant  l'un  des  — ~ 1    nombres    impairs  et 

moindres  que  2c  qui  satisfont  à  l'équation  ^*)  =  1. 

Par  exemple,  si  c=5g,  tout  diviseur  impair  de  la  formule  i'-f-Scju* 
pourra  être  représenté  par  la  formule 

^  =  11834-1,  3,  5,  7,  9;  i5,  17,  19,  ai,  25;  27,  29,  35,  41,  45; 

49,  5i,  53,  57,  63;  71,  75,  79,  61,  85;  87,95,  io5,  107, 

On  démontrera  aussi ,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  tout  nombre 
premier  compris  dans  la  forme  linéaire  acz-\-a  est  nécessairement  di- 
viseur de  t*-{-cu*. 

Remarque.  On  trouverait  de  même ,  à  l'égard  des  diviseurs  de  la  for- 
mule t% — «a%  les  théorèmes  suivans: 

i*.  Soit  c  un  nombre  premier  4*+  »  et  A  un  diviseur  impair  quel- 
conque de  la  formule  t% — cu%,  on  aura  (      =  1  ;  donc  A  sera  toujours 

de  la  forme  2cs-f-a,  a  étant  l'une  des  ^— -  solutions  de  l'équation 

=9 
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f~^ssi,  et  réciproquement  tont  nombre  premier  compris  dans  les 

formes  a«+a  sera  diviseur  de  la  formule  I*  —  eu*. 

a9.  Soit  c  un  nombre  premier  4" +3  et  A  un  diviseur  impair  quel- 
conque de  la  formule        eu*;  si  A  est  de  la  forme  4«-f.i,  on  aura 

(7)=» >  et  si  ^  est  de  la  forme  4*4-3,  on  aura  (^)=— -i  ;  de 

là  on  tirera  aisément  les  formes  linéaires  qui  conviennent  au  diviseur  A. 
Réciproquement  tout  nombre  premier  contenu  dans  ces  formes  sera  di- 
viseur de  la  formule  f  —  eu*. 

(198)  Considérons  maintenant  les  diviseurs  de  la  formule  **-f-  acu*, 
c  étant  un  nombre  premier. 

Soit  d'abord  c=4»-f-i  »  el  soient  at  a't  «*,  a't  des  nombres  pre- 
miers respectivement  des  formes  8/n-f-i,  8m-f-3,  8m-f-5,  8/n-f"7>  tous 
diviseurs  de  <*-{- ac«%  on  aura  dans  ces  différens  cas  (n*  i3.|)  : 

(?)-«.  (?)=->  C?)—  (?)=— 

Mais  on  a  en  même  temps  (n9  148) 

(-:)->  G)—»»  (*)--■■ 

donc(^)  =  ,,  (J)«i,  (?)==-«,  donc 
proquement(?)==i,  (7)  =  !,  (£)■■— 1,  (£)=-.. 

Soit  maintenant  A  un  nombre  quelconque  de  Tune  des  deu: 
8n  -f-  1  >  8/i  -f-  3,  et  soit  i?  un  nombre  de  l'une  des  deux  autres  formes 
8«-f-5,  8n-f"7>  le  nombre  A  résultera  nécessairement  du  produit  d'un 
nombre  quelconque  de  facteurs  a,  a'  par  un  nombre  pair  de  facteurs 

a* y  et  ainsi  on  aura  toujours  —  ^—  1  ;  de  même  le  nombre  B  ré- 
sultera du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  a ,  a',  par  un 
.nombre  impair  de  facteurs  a't       et  ainsi  on  aura  (-^== — 1. 

Soit  en  second  lieu  c=4«-f-3,  et  soient  toujours  a,  etc.  des 
nombres  premiers  des  formes  8/1 -f-  1 ,  Sn  -f-  5,  etc.  lesquels  divisent  la 
formule        acu*,  on  aura,  comme  ci-dessus, 


»  • 
reci- 
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donc  réciproquement  (°)  =  i,  (7)=-!,  (7)=—!,  (£)=  l. 

Soient  A  cl  B  deux  nombres  composés,  le  premier  8/14-1  ou  8«-f-7, 
le  second  8/1  -f- 5  ou  8n-f-5;  il  est  aisé  de  voir  que  le  nombre  A  ré- 
sulte du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  a,  a",  par  un 

nombre  pair  de  facteurs  d,  a'f  et  ainsi  on  aura  toujours  (£\  =  1 .  A  Vé- 

gard  du  nombre  B,  il  peut  être  censé  formé  du  produit  d'un  nombre 

A  par  l'un  des  facteurs  «',  «';  donc  on  aura  (|)=— 1. 

Nous  pouvons  donc  établir  ces  deux  théorèmes  : 

I.  «  A  étant  un  diviseur  quelconque  8/1 -f- 1  ou  8/1 4- 3  ,  et  B  un  di- 
w  viseur  8/1  4- 5  ou  8*4-7  ae  *a  formule  <*-f-2cu%  dan»  laquelle  c  est 

»  un  nombre  premier  4»-+- 1  ,  on  aura  toujours  (7)=  1  ** 
»(*)«  —  t.» 

II.  ^  étant  un  diviseur  8«4-  1  ou  8/14-7»  et  B  un  diviseur  8/t-f-3 
>i  ou  8/i -f- 5  de  la  formule  t'-j-  2 cm*,  dans  laquelle  c  est  un  nombre 

»•  premier  4*4-3,  on  aura  toujours  ^7^  =  1  et         —  — ■  f.  m 

(199)  De  là  on  voit  qu'on  peut  déterminer  a  priori  toutes  les  formes 
linéaires  8cx-\-b  qui  conviennent,  soit  aux  diviseurs  A ,  soit  aux  di- 
viseurs B  de  la  formule  t *  4-  2cu\ 

Par  exemple,  soit  cas 2*9,  les  solutions  de  l'équation  (7)  =  1 
étant 

A=. 58a  4-1,  5,  7,  9,  i5;  33,  a5,  33,  35,  45;  49,  5i,  53,  57, 

si  on  concilie  ces  solutions  avec  les  formes  8^4-1  et  8n  4-  5,  on  aura 
toutes  les  formes  des  diviseurs  8/14-1,  8»  4-  3  de  la  formule  **4-56V, 
lesquelles  sont: 

^=a3az4-i,  9,  a5,  33,  35;  49,  5i,  57,  5g,  65;  67,81,83,91,  107; 

n5,  îai,  125, 129, 189;  161, 16g,  179,  187, 309;  219,  335,  337. 

On  trouvera  de  même  les  formes  des  diviseurs  8a  4-  5,  8/1 4- 7  >  de  la 
même  formule,  lesquelles  sont  : 

5ssa3a34-i5,  si,  3i,  57,  39;  47,  55,  61, 69, 77;  79,  86,  g5,  101,  119; 

137,  i33,  i35,  i43, 157;  159,  189, 191, 3o5,  ai5;  3i5,  231, 339. 
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Soit  encore  c=n,  l'équation  (j^=i  ayant  pour  solutions  j«=222-f-i, 

3,  5,  9,  i5,  si  on  ramène  chaque  solution  aux  formes  8n  -f-  i  et 
8n  -f-  7  ,  on  aura  toutes  les  formes  des  diviseurs  8/i-f-i  cl8n-\-j  de 
la  formule  /'-f-aaw1,  lesquelles  seront: 

^  =  88s-f-i,  g,  i5,  25,  35;  5i,  47,  4g,  71,  81. 

De  même  les  solutions  de  1  équation         =5—  1  étant  x  =  323  +  7,  i3, 

17,  ig,  21,  si  on  les  réduit  aux  formes  8«-f-5,  8/i-f-5,  on  aura  toutes 
les  formes  des  diviseurs  8n -f-5,  8«  +  5  delà  formule  f*-f-22<**,  les- 
quelles seront  : 

5  =  883+  i3,  ig,  21  ,  3g,  35;  43,  5x,  61,  83,  85. 

(200)  Ayant  déterminé  les  diverses  formes  linéaires  8rx-f-  b  qui  con- 
viennent aux  diviseurs  de  la  formule  t*  -f-  2cu* ,  on  peut  démontrer  que 
tout  nombre  premier  compris  dans  ces  formes  est  nécessairement  diviseur 
de  t%  -f-  2<?""  i  car  si ,  par  exemple  ,  A  est  de  la  forme  8n  -f-  3  ,  et  c 

de  la  forme  4"  H-  » ,  on  aura  (n°  ig8)  ^— ^  =  1  ;  de  là,  on  déduit 
=  1  ;  d'ailleurs  on  a ,  par  la  forme  du  nombre  A ,        =  —  1 , 

donc  =  1 ,  donc  A  est  diviseur  de  t*  -f-  3cu\  Les  autres  cas  se 

démontreront  de  la  même  manière. 

Remarque.  Il  est  essentiel  d'observer  que,  quel  que  soit  le  nombre  c, 
premier  ou  non ,  positif  ou  négatif,  les  diviseurs  linéaires  de  la  formule 
l*c  -f-  eu*  seront  les  mêmes ,  soit  que  ces  diviseurs  soient  supposés  des 
nombres  premiers ,  soit  qu'ils  soient  des  nombres  composés  quelconques. 

En  effet,  si  on  considère  seulement  parmi  les  diviseurs  de  la  formule 
<*  -f-  eu*,  ceux  qui  sont  premiers  à  c  (et  il  est  inutile  d'en  considérer 
d'autres,  parce  qu'on  sait  bien  que  tout  diviseur  de  c  divisera  la  for- 
mule t*  •+-cu,)J  et  qu'on  représente  par  2cz  -f-  b  l'un  des  diviseurs 
linéaires  dont  il  s'agit ,  b  sera  premier  par  rapport  à  c,  de  sorte  que 
la  formule  acs-f-ô  contiendra  nécessairement  des  nombres  premiers,  et 
en  contiendra  même  une  infinité  (Voyez  ci-après  n'4o5).  Donc  la  forme 
ses  -f-  b  sera  comprise  parmi  toutes  les  formes  possibles  des  nombres 
premiers  qui  divisent  la  formule  **-f-cti*;  donc  il  suffit  de  chercher 
toutes  les  formes  linéaires  des  diviseurs  premiers ,  et  celles-ci  compren- 
dront absolument  toutes  les  formes  possibles ,  tant  des  diviseurs  simples 
que  des  diviseurs  composés. 
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Cette  remarque  abrégera  singulièrement  les  calculs  nécessaires  pour 
déterminer  a  priori  les  formes  linéaires  des  diviseurs  de  la  formule 
r-j-cif,  c  étant  un  nombre  composé.  Nous  allons  appliquer  cette  mé- 
thode à  quelques  cas  généraux  ;  ensuite  nous  indiquerons  une  autre 
méthode  moins  directe,  mais  beaucoup  plus  expéditivc  pour  remplir  le 
objet. 


(201)  Problème.  <<  Soit  c  =  a£,  a  et  C  étant  des  nombres  premiers 
»  quelconques ,  a  excepte  ,  on  demande  quelle  doit  être  la  forme  du 
»  nombre  premier  A,  pour  que  A  divise  la  formule  f-f-'aCo*.  » 

Il  faut  en  général  qu'on  ait  =  1  >  ma»8  Pour  satisfaire  à  cette 

équation,  nous  distinguerons  deux  cas,  selon  que  A  est  de  la  forme 
4«  -f-  1  ,  ou  de  la  forme  4n  -f-  3. 

I*.  Si  A  est  un  nombre  premier  4«  -f-  1 ,  l'équation  à  résoudre  sera 

(j)  .  —  1 ,  et  on  n'y  peut  satisfaire  que  de  deux  manières ,  l'une 
en  supposant        =  1 ,  ^)  =  1 ,  l'autre  en  supposant        =  —  1  , 

©— ■■ 

Dans  le  premier  cas,  on  aura,  par  la  loi  de  réciprocité,        =  1  , 

=  1.  La  première  équation  étant  résolue,  comme  il  a  été  explique 
ci-dessus  y  et  les  solutions  étant  toutes  réduites  à  la  forme  /,«  -f-  x ,  on 
aura  *~  '  valeurs  de  A  de  la  forme  4**  +  «'»  1*  seconde  équation  don- 
nera pareillement  ~~—  valeurs  de  A  de  la  forme  4^z  ~f-  Donc  si  on 
fait  accorder  chacune  des  formules  4*2  -f-  *'  avec  chacune  des  formules 

4C5  -f-  6',  on  aura  en  tout         .  ^-i-  formules  de  cette  sorte  

A  =  4<tCz  -f-  y. 

Dans  le  second  cas,  on  aura  semblablement  les  équations  (7)= — *j 

= —  1 ,  lesquelles  étant  résolues  séparément,  puis  combinées  entre 

elles,  fourniront  de  même  t^l  .îlZl  formules  de  la  forme  

a  a 

A  =  4a£s  -f-  y. 

a°.  Si  A  est  un  nombre  premier  fa  4-  3,  la  condition  à  remplir  sera 
=  —  1 ,  ou       .  (j)  =s  —  1.  On  n'y  peut  satisfaire  que  de  deux 
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manières,  soit  en  supposant        =  i ,  (^)  =  —  »  >  «oit  en  supposant 

(5)=-,»G)  =  i- 

La  seconde  manière  donne,  d'après  la  loi  de  réciprocité  (n*  164) 
^)  =  ( — 1)  a  ,  —  ( — 1)  a  ;  et  comme  ces  équations  rentrent 
toujours  dans  l'une  ou  l'autre  des  deux  équations =-f- 1 ,  Qss-i, 

«  étant  un  nombre  premier ,  il  sera  facile  d'avoir  la  valeur  de  A  qui 
satisfait  à  chacune  de  ces  équations.  Ensuite  la  combinaison  des  valeurs 


donnera  un  nombre  ~r- . de  solutions  toutes  de  la  forme. 


4*Çz  -f-  a. 

La  première  manière  de  satisfaire  à  la  question  ,  donnera  

(t)  =  ( — =  ( —  i)~ ,  et  on  en  tirera  des  conséquences 
analogues.  Il  y  aura  donc  en  tout,  quatre  formules  générales  4aCs  -f.  a, 
contenant  chacune  pour  a  un  nombre  de  valeurs        .  -~- 

(20a)  Si  on  suppose  c  =  a£y,  *,  C  ,y  étant  trois  nombres  premiers 
inégaux  ,  a  excepté ,  on  s'y  prendra  d'une  manière  semblable  pour 
trouver  la  forme  des  différons  nombres  premiers  qui  peuvent  diviser  la 
formule  t*-\-cu%. 

Soit  A  l'un  de  ces  nombres ,  il  faudra  en  général  qu'on  ait  (  ~p^\  =  1  • 
Supposons  d'abord  A  de  la  forme  4"  -f*  1  »  cette  équation  deviendra 
(5)  '  G)  *  G)  =  1  >  et  on  ne  pourra  y  satisfaire  que  de  ces  quatre 
manières  :  • 

••■  ©-.    ©-«•■  ©— 
a  ©=■>    ©— ©— • 
»•  G)' — •  (a)-'-  ©— 

4--  G)—.  ©— .  ©— 

Dans  le  premier  cas ,  on  aura ,  par  la  loi  de  réciprocité        =  1 , 
a»  1   or  les  valeurs  qui  satisfont  à  ces  équations  sont  de 
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la,  forme  =  +  Jwm^+C,  A  =  4yz+y' «'  ayant  l=i 
valeurs  moindres  que  4»,  É'  ayant  valeurs  moindres  que  4ff,  et 

y  ayant  — - —  valeurs  moindres  que  Içy.  Donc  si  on  fait  accorder  les 

trois  valeurs  4*2  +  01',  465  + é*,  4yz -f->',  suivant  toutes  les  combi- 
naisons possibles,  on  aura  une  nouvelle  formule  A  —  tya&yi  +  a>  dans 

laquelle  a  aura  un  nombre  de  valeurs         .  i=-L  .  ZZZ±. 

a         a  3 

Il  y  aura  une  formule  semblable  pour  chacun  des  quatre  cas  qui  sont 
k  conside'rer  lorsque  A  est  de  la  forme  4/1 -|-  I.  Il  y  en  aura  quatre 
pareilles  ponr  représenter  les  valeurs  de  A  lorsque  A  est  de  la  forme 
4«      5.  Donc  on  aura  en  tout  huit  formules ,  chacune  renfermant 

-  .    •    „  '  .  - — -  formes  différentes, 
a  a  a 

•  Il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  si  c  contenait  un  quatrième  facteur  «f, 
le  nombre  des  formules  deviendrait  double ,  et  le  nombre  des  formes 

contenues  dans  chacune  serait  .  •  ♦  •  On  peut  donc 
établir  cette  conclusion  générale.  > 
«  Si  on  désigne  par  m  le  nombre  des  Acteurs  premiers  « ,  C,  y,  etc; 
»  qui  composent  le  nombre  c,  les  diviseurs  impairs  de  la  formule  cit 
»  seront  représentés  par  2"  formules  A  =  4cz  +  a,  dans  chacune  des- 

»  quelles  a  aura  un  nombre  de  valeurs  ^— -  .  ^=-1 .         .  i— L  etc. , 

a         a         a         a   »  » 

»  de  sorte  que  le  nombre  de  toutes  les  formes  linéaires  contenues  dans 
»  ces  formules  sera  (et  — 1)  (£ — x)  (y — 1),  etc.  « 

Il  pourra  arriver  que  les  formes  4/i-f-  1,  4*-+-  3,  soient  confondues 
dans  une  même  formule  ,  laquelle  serait  acs  -f-  a,  au  lieu  de  4cs-r-  a 
que  nous  venons  de  trouver  ;  mais  alors  il  y  aurait  deux  fois  moins  de 
formules,  ce  qui  reviendrait  au  même. 


(ao3).  Si  on  a  c=  arf,  d  étant  un  nombre  impair  résultant  du  pro- 
duit des  m  nombres  premiers  a,  C,  y ,  etc.,  il  faudra  considérer,  h 
iëgard  du  diviseur  A,  les  quatre  formes  8*  +  1  ,  8/1-+-  3,  8/t -f-  5 , 

8n  -f-  7  ,  chacune  desquelles  donne  une  valeur  déterminée  pour  , 

de  sorte  qu'il  ne  faudra  plus  que  satisfaire  à  l'une  ou  l'autre  des  équation* 
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Cette  équation,  traitée  toujours  de  la  même  manière,  donnera  a"-*, 
valeurs  de  A ,  chacune  de  la  forme  8Jz  -+■  a ,  dans  laquelle  a  aura 

un  nombre  de  valeurs  - — - .          .       1  .  etc.  La  même  chose  ayant 

lieu  pour  chacune  des  quatre  formes  8n  -f- 1  ,  8n  -f-  3 ,  etc. ,  on  aura 
donc  en  tout  a""*" 1  formules  ^ = 8dz  -f-  a ,  ou  A  =  4<?-  -f  -  a ,  dans  chacune 

desquelles  a  aura  un  nombre  de  valeurs  - — -  .  -     1  .  - — î.  .  etc. ,  et 

le  nombre  total  des  formes  linéaires  sera  par  conséquent  a  (a  —  i) 
(£ —  î)  (y  —  i).ctc. 

Si  le  nombre  c  contenait  un  facteur  quarré ,  on  pourrait  le  diviser 
par  ce  facteur ,  car  la  formule  t*  -+-  cO'u»  n'est  pas  plus  générale  que 
t*  -f-cu1,  et  n'admet  pas  d'autres  diviseurs  premiers  à  c.  Ainsi  on  peut 
toujours  supposer  que  c  est  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers 
inégaux,  sans  en  excepter  a  ;  de  sorte  que  les  deux  cas  généraux  que 
nous  venons  d'examiner  renferment  absolument  tous  les  cas  possibles. 
Enfin ,  quoique  nous  n'ayons  considéré  jusqu'à  présent  que  le  cas  de  c 
positif ,  la  formule  f  —  eu*  se  traiterait  de  la  même  manière  ;  et  on 
aurait  les  mêmes  résultats  quant  au  nombre  des  formes  l\cz  -f-  <*,  qui 
conviennent  aux  diviseurs  de  cette  formule.  Mais  dans  tous  les  cas, 
on  peut  trouver  ces  différentes  formes  linéaires ,  par  un  procédé  plus 
simple,  et  qui  conduit  à  de  nouvelles  propriétés. 

(ao4)  On  a  déjà  vu  (n*  1 58)  que  les  différens  diviseurs  d'une  formule 
telle  que  t%  =fc  eu*  peuvent  toujours  se  réduire  à  la  forme 

A = PJ%  H-  2«rs  =*=  «'» 

dans  laquelle  ona/?rq=^'=sc,  et  où  l'on  peut  supposer  a^  non  plus 
grand  que  p  et  r.  Au  moyen  de  ces  conditions,  il  est  facile  de  déter- 
miner a  priori  toutes  les  formes  des  diviseurs  qui  répondent  à  un  nombrè 
donné  c.  Les  formes  iqyz'àzrz* ,  contenant  des  indéterminées  au 

second  degré,  sont  ce  que  nous  avons  appelé  des  formes  quadratiques, 
pour  les  distinguer  des  formes  linéaires  4cx  -f-  a  ,  dont  nous  nous 
sommes  occupés  dans  ce  paragraphe  et  dans  le  précédent. 

Supposons  donc  qu'étant  donné  le  nombre  c  on  a  déterminé  d'abord 
toutes  les  formes  quadratiques  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  la  for- 
mule proposée  /'±c«*,  il  ne  restera  plus  qu'à  développer  ces  formes 
quadratiques  en  formes  linéaires;  on  aura  ainsi  toutes  les  formes  linéaires 
qui  conviennent  aux  diviseurs  de  cette  formule,  on  aura  de  plus  l'avan- 
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Ugé  de  connaître  la  correspondance  qu'il  y  a  entre  les  formes  quadra- 
tiques et  les  formes  linéaires. 

Tout  se  réduit  par  conséquent  à  yoir  ce  que  devient  la  formule 
py*  îqyzzéz  rz% ,  lorsqu'on  y  substitue,  au  lieu  àcy  et  s,  des  nombres 
quelconques  déterminés,  et  qu'on  met  les  résultats  sous  la  forme  ^cx-^a t 
où  l'on  peut  négliger  les  multiples  de  4c,  et  ne  conserver  que  le  résultat 
positif  et  moindre  que  4c 

Or  il  n'est  pas  nécessaire ,  dans  cette  substitution ,  de  faire  y  ni  s 
plus  grands  que  ac  ;  car  si  à  la  place  de  j  et  s  on  substitue  *c-{-y  et 
2c  -f-  z ■ ,  1  a  formule  py*  -f-  aqyz     rz*  deviendra 

p  (ac  +y)*  +  a?  (ac  -\-y)  (ac  -f-  3)  =b  r  (ac  +  z)* , 

quantité  qui  se  réduit  à  py*  -h  3qyz =fc  i-z* -f-  l^cM ,  ^cM  étant  un  mul- 
tiple de  4e;  de  sorte  que  ces  valeurs  ac  -\-y ,  ac  -f-  s  donneront  la  même 
forme  linéaire     c  -f-  a  qu'avaient  donnée  y  et  s. 

H  faut  éviter  également  de  donner  à  y  et  z  des  valeurs  qui  rendraient 
py*  -f-  wjyz  -àz  rz*  pair ,  car  nous  ne  considérons  ici  que  les  diviseurs 
impairs,  et  de  plus  ,  les  diviseurs  premiers  à  c. 

Pour  remplir  plus  sûrement  cette  condition ,  il  sera  bon  de  préparer 
le  diviseur  quadratique  py*  -f-  2q yz  =±=  rz* ,  de  manière  que  r  soit  pair, 
car  alors  p  étant  impair,  on  donnera  à  y  des  valeurs  impaires  quel- 
conques, et  a  s  des  valeurs  paires  ou  impaires  à  volonté.  Si  /•  n'est  pas 
déjà  pair  dans  le  diviseur,  il  suffira  de  mettre  y  dz  z  à  la  place  de^, 
et  la  transformée  aurà  son  dernier  terme  pair.  Nous  aurons  occasion 
aussi ,  dans  certains  cas ,  de  donner  aux  diviseurs  quadratiques  la  forme 
py*  -+•  qyz  +  rz*,  dans  laquelle  les  trois  coefficiens  sont  impairs.  Alors  il 
faudra  supposer  successivement  s  =a  au ,  jr  sss  a« ,  m  -\-y  =  au ,  ce  qui 
donnera  trois  formules  ayant  la  condition  requise  ;  mais  on  verra  que 
le  développement  d'une  de  ces  formules  suffit. 

u 

• 

(ao5)  Considérons  donc  la  formule  A  =#-*-f- 29-/2  rfcama*,  où  l'on 
m  a  m/7  =p  q*  —  c,  et  dans  laquelle/  doit  être  impair  ,  ainsi  que  p.  Si  ou 
suppose  q  et  c  premiers  entre  eux,  j>  et  c  seront  aussi  premiers  entre  eux. 
Cela  posé,  si  l'on  fait/  =  1 ,  je  dis  que  la  formule  p  -{-  iq\  =4=  im\*9 
ôù  il  ne  reste  plus  que  \  d'indéterminé ,  contiendra  toutes  les  formes 

linéaires  ^cx  -f-  a,  qui  sont  comprises  dans  la  formule  proposée  

/>>*-f-2<7J3=fcam*\ 
*  Il  faut  prouver  pour  cela  que ,  quelles  que  soient  y  et  * ,  on  pourra 

3o 
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toujours  trouver  ime  indéterminée  4  telle  que 

p  -f-  a<y4  —  am-4.*  —  py*  —  a<7  y&  ~+  flWlt* 

soit  un  entier.  En  effet,  puisque  p  et  l±c  sont- premiers  entre  eux,  la 
quantité  précédeute  sera  un  entier ,  si  son  produit  par  p  en  est  un , 
c'est-à-dire  si  l'on  a 

(,,+  y4)»-(py4-<ysr:±c(sl»— Q  _ 
Soit  d'abord  nJ/=  2  4- 2X,  et  il  suffira  de  satisfaire  à  la  condition 

(P  +  gt  +  ttfrV-Oïy  +  ^y^ 

C'est  ce  qu'on  peut  obtenir,  en  prenant  une  nouvelle  indéterminée  G, 
telle  que 

P  +  7*  +  ayX  =     -f-  7a  -f-  2cô  ; 

or  cette  équation  sera  toujours  résoluble ,  puisqu'elle  peut  être  mise 
sous  la  forme 

*  •  • 

où  c  et  7  sont  premiers  entre  eux,  et  où  d'ailleurs  le  second  membre 
*st  un  entier. 

Donc  pour  déterminer  toutes  les  formes  linéaires  de  la  formule 
A  =  py*  -f-  aqjz  =fc  ,  il  suffira  de  détermiuer  celles  de  la  formule 
plus  simple 

ce  qui  se  fera ,  en  donnant  à  4  ks  valeurs  successives  0,-1,  a,  S,  etc. 
jusqu'à  2c  —  1 ,  ou  seulement  jusqu'à  c  —  1  si  q  =  o.  Les  valeurs  de  A 
se  calculent  aisément  par  le  moyen  de  leurs  différences ,  et  en  omettent 
les  multiples  de  4e  à  mesure  qu'ils  se  présentent  Ensuite  on  rejettera 
parmi  tous  les  résultats  ceux  qui  sont  identiques  avec  d'autres,  et  ceux 
imi  ont  un  commun  diviseur  avec  c. 

(206)  Si  q  et  c  ne  sont  pas  premiers  entre  eux ,  il  sera  toujours  facile 
de  transformer  ta  formule  py*  -f-  xjyz  dz  2/713*  en  une  autre  semblable  , 
dans  laquelle  q  soit  premier  à  c  ;  de  sorte  qu'on  doit  regarder  comme 
absolument  général  le  procédé  qu'on  vient  d'indiquer.  Cependant  nous 
dirons  encore  deux  mots  du  cas  particulier  où  la  formule  proposée  est 
y*-±.c?  ou  ajr'  dclz*. 
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5i  Ton  a  A-ssy1  =fc  es» ,  il  faudra  distinguer  deux  caB  ,  selon  que  c  est 
pair  ou  impair. 

i*.  Si  c  est  impair,  on  supposera  d'abord^-  impair  et  »  pair,  ce  qui, 
en  rejetant  les  multiples  de  4<?,  réduit  la  valeur  de  A  au  seul  terme  j*s 
d'où  résulte  ^/=i,g,a5,  etc.  ;  on  supposera  ensuite^  pair  et  z  impair, 
ce  qui  donnera  A  =  =±=  <• ,  et  ainsi  on  formera  la  su  ire  /,  =b  c,  i6±c, 
36  =b  c ,  etc. ,  ayant  toujours  soin  de  rejeter  les  multiples  de  4e*  Les 
résultats  provenus  de  ces  deux  suppositions  ,  composeront  toutes  les 
formes  linéaires  de  A. 

&  c  est  pair,  il  faudra  nécessairement  que  y  soit  impair,  mais  z  sera 
à  volonté  ;  si  a  est  pair,  on  aura  simplement  A=y*  =  1,9,  a5,  etc.  ; 
si  s  est  impair,  on  aura  A  =y'  zh  c;  de  sorte  qu'il  faudra  former  la 
suite  i±f,ij±f,  a5±c,  etc.  Les  deux  systèmes  réunis  donneront 
toutes  les  formes  du  diviseur  A. 

Si  le  nombre  cz=ab,  parmi  les  diviseurs  de  t'dbcu*,  on  rencontrera 
nécessairement  ay*dbbz*.  Pour  avoir  les  formes  linéaires  de  ce  diviseur, 
on  donnera  à  y  les  valeurs  successives  1,  a,  3...  jusqu'à  b — 1 ,  et  on 
donnera  à  z  les  valeurs  1,  a,  3. . . .  jusqu'à  a  —  1.  11  est  inutile  d'aller 
plus  loin,  parce  que  si  à  la  place  de^  on  met  b-\-y  et  b — y  ,  les  deux 
résultats  différent  d'un  multiple  de  fab  ou  de  4^»  et  par  conséquent  ne 
sont  pas  censés  ditTérens.  11  en  est  de  même  ,  si  on -met  <i-f-s  et  a — z 
à  la  place  de  z.  Il  faudra  donc  combiner  chacune  des  valeurs  de  ay* 
avec  chacune  des  valeurs  de  de  bz%,  et  la  seule  condition  que  la  somme 
soit  un  nombre  impair,  exclura  beaucoup  de  Combinaisons;  il  faudra 
ensuite  supprimer  les  résultats  qui  sont  identiques  avec  d'autres,  ou  qui 
ont  un  commun  diviseur  avec  c. 

A  ces  préceptes  généraux  nous  n'ajouterons  plus  qu'une  observation, 
c'est  que  dans  le  cas  de  e=4n-T"3,  les  diviseurs  linéaires  delà  formule 
/*-f-cu*  doivent  être  représentés  simplement  par  acx+a,  au  lieu  de 
rétre  par  ^cx-\-a,  parce  qu'alors  une  même  forme  quadratique  con- 
tient les  diviseurs  4/i-f-i  et  les  diviseurs  4n+Z.  Le  calcul  d'ailleurs 
est  toujours  le  même,  avec  cette  seule  différence,  qu'au  lieu  de  suppri- 
mer les  mukiples  de  4<?,  on  supprime  ceux  de  ac,  «e  qui  rend  l'opéra- 
tioa  encore  plus  prompte. 

EXEMPLX  I. 

(207)  Soit  proposé  de  trouver  tous  les  diviseurs  tant  quadratiques 
que  linéaires  de  la  «annule  <'+4m\ 
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On  cherchera  d'abord  les  diviseurs  quadratiques,  au  moyen  de  la-for- 
mule pr — 7*  =4i,  où  l'on  doit  supposer  <f<\/ij-<4f  et  ay<yj  et  r. 
Voici  le  calcul  : 

i*.  Soit  7  =  0,  on  aura  /?r=  4l  >  donc     p  —  1 ,  r  =  4i. 

lp=  3,  r=i4 

a*.  Soit  7=1,  on  aura  pr=42j  donc  (^a  7,  r==  6 

(  p  =  2i  y  r=  a. 

3\  Soit  <7  =  2 ,  on  aura  ^>r  =  45  =  5.9,  donc  p=5,  r=g. 

4°.  Soit  y  =  3,  on  aura  pr  =5o;  mais  5o  ne  se  décompose  pas  en 
deux  facteurs  plus  grands  que  6,  ou  dont  le  moindre  soit  égal  à  6. 
Donc  l'opération  est  terminée,  et  il  n'y  a  que  cinq  formes  possibles  pour 
les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  proposée.  De  ces  cinq  formes, 
trois  sont  relatives  aux  diviseurs  4"  4" 1  »  savoir  : 

. .  ai/  -f-  32* 
6>' 4-4724-92*. 

- 

Les  deux  autres  se  rapportent  aux  diviseurs  4*4-3  >  et  sont: 

57*4.2/2-1-142» 

77*4-2724-  62*. 

■  *.  '    •*•.*■.         .  •,  .  .  , 

Cherchons  maintenant  les  formes  linéaires  qui  répondent  à  ces  formes 

quadratiques. 

Prenons  parmi  les  diviseurs  4/ï-f-1  ki  forme  A ss  57*4-472  4-93*, 
et  comme  le  coefficient  du  dernier  terme  est  impair,  mettons/ — 2  à  la 
place  de/,  puis  changeons  le  signe  de  a,  nous  aurons  y/=5/*^-6/2-f- 102*. 
Après  cette  préparation  ,  on  peut  considérer  simplement  la  formule 
^  =  54-64,4-104*.  Voici  les  résultats  que  donne  cette  formule,  en 
faisant  successivement  4==0>  l>  ai  3. . et  rejetant  à  mesure  les  mul- 
tiples de  4^==  »64. 

Diff.  16  36  56    76       96      116       i36'        i56  f.  r76=ia 
A=  5,  ai,  57,  11 3,  189=25,  121,  337=7.3,  209=45,  2oi=57y 

Diff.  32   52     7a        92  . 

A  =  49,  81,  i33,  2o5  =  4»>  ï33. 

Arrivé  au  résultat  4»==*»  on  voit  que  les  précédens  i33,  81,  etc. 
doivent  revenir  dans  l'ordre  inverse,  de  sorte  qu'on  parviendra  ainsi 


SECONDE  PARTIE.  a37 
an  terme  5;  mais  il  reste  à  savoir  si,  passé  le  terme  5,  il  n'y  aurait  pas 
de  nouveaux  termes  non  compris  dans  ceux  qu'on  a  déjà  trouvés.  Pour 
cela  ,  il  faut  prolonger  la  suite  en  arrière  ,  comme  on  le  -  voit  ici  :  . 

Diff.  — 16  4  34  44  64  84      104       134  144  164=0 
A  =    31,  5,   9,  33,  77,  i4'>  335=61,  i65=i,  135,  369=105. 

Ici,  à  cause  de  la  différence  o,  nous  n'irons  pas  plus  loin,  parce 
que  nous  sommes  sûrs  maintenant  que  les  termes  précédens  revien- 
dront, et  qu'on  n'aura  aucun  nouveau  terme.  Donc  en  rassemblant 
les  résultats  trouvés ,  et  excluant  41  =c,  on  aura  les  so  formes  suivantes 
qui  répondent  au  diviseur  proposé  ty+faz+y?,  ou  Sj'-^jz+xo? ; 
ces  formes  sont: 

.    •  •  • 
^r=i64r-f-  1,  5,  9,  31,  35;  33,  37,  45,  49,  57; 

61,  73,  77,  81,  io5;  n3,  131,  i35,  i33,  141. 

Prenons  maintenant  la  formule  quadratique  A—j*-^-^iz%;  en  sup- 
posant d'abord  s  pair,  il  suffira  de  développer  la  valeur  y*  d'où  résul- 
teront les  mêmes  30  formes  qu'on  vient  de  trouver.  Soit  ensuite  ?  pair 
et  :  impair,  on  aura  à  développer  la  valeur  A  =  4"*~r"4I  »  de  laquelle 
résulteront  toujours  les  mêmes  formes.  EnGn  la  troisième  forme  qua- 
dratique A  =  3rrl-+-  3j2  -f-  33»  des  diviseurs  4*  4"  1  donne-  encore 
|es  mêmes  formes ,  et  en  effet  les  formes  trouvées  comprennent  toutes 
celles  qui  ont  été  déterminées  a  priori  pour  les  diviseurs  4n~f* 1  de  'a 
formule  le  développement  des  différentes  formules  ne  pouvait 

donc  fournir  d'autres  formes  que  les  30  déjà  trouvées  n#  196;  mais  on 
voit  que  chaque  formule  particulière  les  fournit  toutes,  et  c'est  une  pro- 
priété que  nous  allons  démontrer  en  général. 

(308)  «  Si  c  est  un  nombre  premier  4"  ~f- 1  ,  les  différons  diviseurs 
»  quadratiques  4«-f*1  de  la  formule  t*-î-cu*f  fourniront  tous  les  mêmes 

m  formes  linéaires  4CZ  "f"  a>  a  ayant  valeurs  positives  moindres 

»  que  4e  >  et  ces  valeurs  ne  seront  autre  chose  que  les  solutions  de 
»  l'équation  (^)  =  i  réduites  à  la  forme  4*+ 1-  Pareillement  tous  les 
»  diviseurs  quadratiques  4H-3  de  la  même  formule  fourniront  les  mêmes 
»  formes  linéaires  /^cz  +  a,  a  ayant  c-~  valeurs  qui  sont  les  solutions 
»  de  l'équation  (  ^  )  sa  —  1 ,  réduites  à  la  forme  4«-f-3.  » 
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En  effet  soit  py*  -\-îqyz~+-  mnz*=:s4  un  diviseur  ^"f"1  de  la  for- 
mule £*-f-co*,  p  étant  par  conséquent  de  la  forme  4"-f-i  ;  il  faut  prou- 
ver que  les  formes  linéaires  tirées  de  cette  formule  coïncideront  avec 
celles  qui  seraient  tirées  du  diviseur  j*  -f-  cz*  qui  appartient  pareille- 
ment à  la  forme  4»+  •«  Changeons  les  indéterminées  y  et  z  de  cette 
dernière  formule  en  î  et  4  ,  pour  ne  pas  les  confondre  avec  les  autres; 
la  question  sera  de  faire  voir  que ,  quels  que  soient  j  et  « ,  on  peut 
toujours  déterminer  p  et  \  de  manière  que  la  quantité 

9'  4-      —  (  py>  +  aqyr  +  amt') 

soit  un  entier;  et  puisque  p  et  4<?  sont  premiers  entre  eux,  cette 
quantité  sera  un  entier,  si  son  produit  par  p  en  est  un,  ou  si 
Ton  a 

Or  p  est  de  la  forme  ^  «r* 1  >  donc  pourvu  qu'on  prenne  •^=c ,  ou 
seulement  -|  —  3  P3**"»  a*  sera  divisible  par  4»  et  ainai  il  ne  res- 

tera plus  qu'à  satisfaire  à  1  équation 

p»'-  tpy  +  <7Q'  

Mais  (n8  196)  le  nombre  p  ,  comme  diviseur  4«  + 1  de  **  -f-  cu%  est 
tel  que  f^C^sat;  donc  c  est  diviseur  de  jc* — p,  et  par  conséquent 
on  peut  trouver  un  nombre  «  tel  que  «* — p  soit  divisible  par  c.  Si 
on  prend  de  plus  et  impair,  *u  entier;  donc  l'équation  à 

laquelle  on  veut  satisfaire  deviendra 

Cette  équation  est  toujours  résoluble,  puisque  *  et  ac  étant  premier» 
entre  eux,  on  peut  toujours  trouver  deux  indéterminées  <p  et  telle* 

Donc  fl  n'est  aucune  forme  linéaire  contenue  dans  le  diviseur  qua- 
dratique py'  +  if/e-r-a/n»8  qui  ne  soit  pareittement  contenue  dans  le 
diviseur  yx-\-cz\  et  la  proposition  réciproque  se  prouverait  par  un  rai- 
sonnement semblable.  Or  la  forme  y*+cz*  renferme  toutes  fes  formes 
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linéaires  possibles,  puisqu'on  faisant  s  pair,  elle  se  réduit  à  y*  qui  les 
renferme  toutes  (n*  ig3);  donc  toutes  ces  formes  sont  pareillement 
contenues  dans  le  diviseur  quadratique  py%  4-  %qyz~\-  an»'. 

On  démontrera  la  même  cbose  de  deux  diviseurs  quadratiques  4*4-3, 
représentés  par  y?/1 4-  a^s-f-  amz*  et  p'f  *  -f-  a^/a'  amV*.  D'où  il  suit 
que  dans  le  cas  où  c  est  un  nombre  premier  4*  4-  i  »  tous  les  diviseurs 
quadratiques  4*4- 1»  donnent  los  mêmes  formes  linéaires,  et  il  suffit 
par  conséquent  de  développer  le  premier  diviseur  quadratique  /^f*<S% 
ou  simplement  y*  ;  dans  ce  même  cas ,  tous  les  diviseurs  quadratiques 
4*4-3  fournissent  pareillement  les  mêmes  formes  linéaires  ■>  de  sorte 
qu'il  suffit  de  développer  l'un  de  ces  diviseurs. 

(aog)  «  Soit  maintenant  c  nn  nombre  premier  4*4-  3 ,  je  dis  que  tout 

»  diviseur  quadratique  py*-\-  sq/z-^n*  de  la  formule  t*-+-cu%t  contien- 
»  dra  les  mêmes  formes  linéaires  que  donne  le  diviseur  y*  4-  cs%  ces 
»  formes  linéaires  étant  représentées  par  la  formule  acx4-a.  m 

Il  suffit,  pour  cela,  de  prouver  que,  quels  que  soient^-  et  a,  on  peut 
toujours  déterminer  ?  et  4  Ac  manière  que  la  quantité 

soit  un  entier.  Or  comme  p  et  ac  sont  premiers  entre  eux,  si  on  mul- 
tiplie cette  quantité  par  p,  on  aura  l'équation  à  résoudre 

ac 

et  d'abord  en  prenant  \ — z  pair,  p-\>* — a*  sera  toujours  divisible  par  a; 
ainsi  il  suffira  de  satisfaire  à  l'équation 

ac 

Mais  p  étant  un  diviseur  de  /'4-cu',  on  a  (n°  197)  ^£)  =  i .  donc  c 

est  diviseur  de  <* — p;  ainsi  on  peut  supposer  =*,  et  l'équation 

à  résoudre  deviendra 

Or  on  satisfait  à  cette  équation ,  en  cherchant  les  indéterminées  <p  et  0 
telles  que 

«P— (py+q*)=*A; 
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équation  toujours  résoluble ,  puisque  et  et  ne  sont  premiers  entre  eux." 
Donc  les  formes  linéaires  contenues  dans  le  diviseur  quadratique 
pjr*  -f-  Kffz  -f-  rs*,  sont  également  contenues  dans  le  diviseur  y*+cz'  ; 
et  comme  la  propriété  réciproque  se  démontrerait  de  la  même  manière, 

il  suit  de  toutes  deux  qu'un  diviseur  quadratique  quelconque  

pj*  -f-  37/3  -f-  rz*  renferme  absolument  toutes  les  formes  linéaires  qui 
conviennent  aux  diviseurs  de  la  formule  t*-\-cu*.  Donc  lorsque  c  est  un 
nombre  premier  4«-f-3,  les  mêmes  formes  linéaires  sont  affectées  à 
la  totalité  des  diviseurs  quadratiques  et  à  chacun  d'eux  en  particulier. 

On  verra  qu'il  n'en  est  pas  de  même ,  lorsque  e  est  un  nombre  com- 
posée alors  les  formes  linéaires  sont  distinguées  en  plusieurs  groupes 
qui  répondent  à  différens  systèmes  de  diviseurs  quadratiques.  L'existence 
de  ces  groupes  est  d'ailleurs  une  suite  de  ce  qui  a  été  démontré  a  priori 
sur  la  forme  linéaire  des  diviseurs. 

Exemple  II. 

(a  10)  On  demande  les  diviseurs  linéaires  de  la  formule  ** — 5gu?  avec 
les  diviseurs  quadratiques  correspondans. 

Pour  cela,  on  commencera  par  chercher  tous  les  diviseurs  quadra- 
tiques, d'après  la  formule pr+q*=z5g,  où  l'on  peut  donner  à  q  toutes 
les  valeurs  moindres  que         ou  <  3  ;  ces  diviseurs  sont  : 

^  —  593'  59/*  — s1 

5/*— i3s*  i3j*  — 3a* 

1 9/*  -f-  3/  33*  QJ  *  3JZ        1 95» 

5r"-Kr*— 73'  77*— 47*— 

Mais  en  suivant  la  méthode  pour  réduire  ces  diviseurs  au  moindre 
nombre  possible,  on  trouve  qu'il  ne  reste  que  les  quatre  suivans  : 

j'  —  Zip*  5gjr%  —  3* 

1 97*  4-      —  a»*  37'  —  yr  z  —  1 92*. 

Il  s'agit  donc  d'avoir  les  formes  linéaires  qui  répondent  à  ces  formes 
quadratiques. 

i*.  Le  diviseur  jr*  —  Sgs*,  en  supposant  3  pair  et  négligeant  toujours 
les  multiples  de  4.59=1 56,  se  réduit  au  seul  terme/*,  dont  voici 
les  valeurs  successives  : 

Différ.   8,  16,  34,  3s,  40,   48,  56,  64,   73,  80,   88,  96. 
r*         «,   9»        49,  81,  lai,  i5,  69,  i33,  49,  129, 
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Diffër.    xo4,  ua,  120,  ia8,  i36,  144,  i5a,     4,    ta,  / 
y%  1 ,  io5,   61  ,    a5,  i53,  i33,  lai  ,  1 17,  lai ,  etc. 

Supprimant  dans  cette  suite  les  termes  divisibles  par  3  et  par  i3 ,  il  ne 
restera  que  six  termes  diflërens,  1  ,  a5,  49,  61  ,  lai,  i33;  de  sorte 
que  le  diviseur  quadratique  y*  —  393'  comprend  les  formes  linéaires 

i56x-f-  1,  a5,  49,  61,  lai,  i33. 

H  suffit  de  changer  les  signes  des  nombres  déterminés ,  ou  d'en  prendre 
le  complément  à  i56,  et  on  aura  les  formes  linéaires  qui  répondent  au 
diviseur  597»  —  z*  ;  ces  formes  seront  donc 

i56x-+- a3,  35,  o5,  107,  i3i,  i55. 

Venons  à  l'une  des  deux  autres  formes  197»  -f-  aja  —  as*,  il  suffira 
de  développer  la  formule  19 -f-  a>L  —  a>|,»,  d'où  l'on  déduira  les  ré- 
sultats suivans  :  .  ■ 

1 

Différ.    o  — 4  — 8  — xa        — 16  —  ao  — a4  — 08  —  3a  —  36 
Suite.  19,  19,  i5,     7,— 5=i5i,  i35,  n5,   91,    63,  5i, 

Différ.    '     —40  —44  —48  —5a  --56  -60  —64  —68 

Suite.  — 5=i5i,  m,   67,    19,—  33=ia3,   67,  7,-57=99. 

DitTér.  — 7a  :         — 76  — 80  ' 
Suite.        Si,  — 41=115,    5g,  — 41,  etc. 

Écartant  les  termes  répétés  et  ceux  qui  sont  divisibles  par  3  ou  par  i5, 
il  ne  restera  encore  que  six  nombres,  d'où  l'on  conclura  que  la  forme 
quadratique  iQjr'  •+•  ^T»  —  22*  comprend  les  six  formes  linéaires 

i56x-f-7,  19,  3i,  67,  n5,  i5i. 

Le  complément  de  celles-ci  donnera  les  formes  linéaires  qui  répondent 
à  l'autre  forme  quadratique  a/*  —  a/a —  igs»,  et  qui  seront 

;    i56r-f-5,  4'»  8g>  ,a5,  187,  149. 

Nous  avons  donc  dans  cet  exemple  quatre  groupes  de  diviseurs 
linéaires,  chacun  composé  de  six  formes,  et  chacun  répondant  à  un 
diviseur  quadratique  de  la  même  formule.  C'est  ce  qui  s  accorde  avec 
la  théorie  générale  donnée  ci-dessus ,  en  vertu  de  laquelle ,  si  le  nombre  c 
est  le  produit  de  deux  nombres  premiers  a,  £  ,  le  système  entier  des 
diviseurs  linéaires  doit  se  décomposer  eu  a*  groupes ,  chacun  composé 

5i 
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de  — .  termes)  en  effet,  dans  ce  en»  ,  «  =  5 ,  €  =  i3  ,  et 
3  a  '  .     J"  '  =  6  :  aussi  chaque  groupe  C6t-il  composé  de  six  tenues. 

Exemple  III. 

(ai  i)  La  formule  t*  -f-  io5V  ayant  pour  l'un  de  ses  diviseurs  5^*  -f-  ai  a*, 
on  demande  les  formes  linéaires  qui  répondent  à  ce  diviseur  quadratique. 

Prenons  d'abord  y  impair  et  z  pair,  le  terme  5y*  développé  6eul,  en 
négligeant  les  multiples  de  4e  ou  de  420,  donne  une  suite  qui  se  réduit 
aux  sept  termes  5,  45,  ia5,  i85,  a45,  a85,  4o5  ;  l'autre  terme  aiz', 
où  s  doit  être  pair ,  ne.  donne  que  les  deux  termes  84,556.  Il  fa  ut  donc 
aux  sept  termes  précédens ,  ajouter  84  ou  556 ,  ce  qui  donnera  les 
quatorze  termes  , 

89>  ia9»  a09»  a69j  5a9»  369>  69» 
54i ,  58i  ,    /,  1  ,  101 ,  161 ,  aoi  ,  5ai  , 

desquels  retranchant  ceux  qui  ont  un  commun  diviseur  avec  io5,  il  ne 
restera  que  les  six  termes  41  >  89,  101 ,  aog,  369,  541. 

On  trouverait  absolument  les  six  mêmes  termes ,  si  dans  le  diviseur 
5/»  -f-  a  ia*,  on  supposai!  3  impair  etjr  pair ,  ainsi  il  n'y  a  que  six  forme» 
linéaires  qui  répondent  au  diviseur  5y*  -f-  a  13^  savoir  ;  . 

4aar-f-4i,  69,  toi,, aog,  369,  54ir  , 

Exemple   î  V. 

(2 t  a)  La  même  formule  <'  -f-  10®**  a  pour  diviseur  quadratique 
i5/'  1073  H-  103*;  mais  comme  dans  ce  diviseu*  .7  =  5 ,  et  que  5 
est  diviseur  de  io5,  on  ne  peut  donner  au  diviseur  quadratique  la  forme 
i5-f-  104, iOaJ/,  parce  que  le  résultat  en  serait  incomplet.  Il  faut 
donc,  par  une  substitution  (n*  ao6),  Taire  ensorle  que  le  terme  moyen 
de  la  formule  n'ait  plus  de  commun  facteur  avec  io5  ;  or  on  trouve 
bientôt  qu'en  mettant  y  -+-  as  au  lieu  de  y  ,  on  a  la  transformée .... 
t5y*  -f-  63/3  -f-  8a  3*  ,  laquelle  a  la  condition  requise.  H  reste  donc 
maintenant  à  développer  la  formule  i5  -f-  63 82  4*  »  en  v0*c*  k 
calcul  : 

.    Différ.    «44    5o8    5a    ai6    58o    134    388     5a    196  96o 
Suite.      i5,  157,  45,    97,  5i5,  «75^  597,  a65,  397,  75; 
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et  il  est  inutile  de  le  prolonger  plus  loin ,  parce  qu'il  fournit  six  termes 
distincts  ;  ainsi  les  formes  linéaires  qui  répondent  au  diviseur  quadra* 
tique  i3j*-r-  io/x+  ios»  sont  : 

(     420x4- i5,  73,  97,  157,  3i3,  397. 

Voici,  au  reste,  le  système  entier  des  diviseurs  quadratiques  de 
e  -f-  io5u»  avec  les  formes  linéaires  correspondantes. 


Diviseurs  quadratiques. 

Diviseurs  linéaires  correspondons. 

4300:+  1, 

i<>9> 

121, 

169,  289,  !î6i 

53/»  4-  rya-J-aa* 

4  mx  4-  53, 

1 13, 

>57, 

197,  253,  3i7 

5/* 4- aïs* 

420x4-41, 

IOI, 

209,  269,  34i 

i^y*  +  «o/* -f-  ma1 

42or  -f-  1 3, 

97» 

i57,  5i3,  397 

5/«  4-  35s* 

4aor  +  47, 

83, 

,43, 

167,  237,  383 

4aar-f.  19, 

3,, 

i39, 

'99*  27>>  3gi 

4aox  4-  43, 

67, 

137> 

i63,  247,  4°3 

420x4- 11» 

7*> 

»79, 

191,  259,  55g. 

II  y  a  donc  en  tout  huit  groupes  de  diviseurs  linéaires  composés 
chacun  de  six  termes.  Et  en  effet,  suivant  la  théorie  donnée  ci-dessus 
(n*  302) ,  le  nombre  io5  étant  5.5. 7,  il  doit  y  avoir  a3  groupes  composés 

chacun  du  nombre  de  tenues  — .  —  .  tZls=6.  Nous  voyons  de 

a         2         a  J 

plus,  dans  ce  développement,  que  chaque  groupe  répond  à  un  diviseur 
quadratique ,  et  ne  répond  qu'à  un  seul. 
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§  XL  Explication  des  Tables  III,  IV,  Vy  VI,  et  VIL 

•  .  -  ■ 

TABLE  III. 

•    •        •  •  • 

(aj5)  La  Table  III  contient  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la 
formule  <*  —  eu*,  et  les  diviseurs  linéaires  correspondans ;  elle  est  cal- 
culée pour  tous  les  nombres  depuis  c  =  2  jusqu'à  0  =  79,  excepté  les 
nombres  quarrés  ou  divisibles  par  un  quarré.  On  a  exclu  ceux-ci , 
parce  que  les  diviseurs  de  la  formule  t*  —  c$'«* ,  en  les  supposant  pre- 
miers à  cfl*,  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  formule  t* —  eu*. 

Lès  diviseurs  quadratiques  représentés  généralement  par  la  formule 
py*  -f-  iqyz  —  rz*,  où  l'on  a  pr-4-q*=c,  sont  réduits  au  moindre  nombre 
possible  par  la  méthode  du  §  XIII. 

Tout  diviseur  quadratique  py*-h  iqyz —  rz*  doit  être  accompagné  de 
son  inverse 
identiques  l'une 
l'équation  m* 

la  table  que  l'une  des  deux  formes  qui  doivent  être  identiques. 

A  eu  te  de  chaque  diviseur  quadratique ,  on  a  rais  les  diviseurs  linéaires 
qui  en  résultent ,  calculés  suivant  la  méthode  du  §  précédent.  Ces  divi- 
seurs sont  toujours  supposés  premiers  au  nombre  c,  et  on  ne  considère 
que  les  diviseurs  impairs ,  quoique  les  formules  py*  -+-  iqyz  —  rz*  ren- 
ferment aussi  des  nombres  pairs. 

On  observe  constamment  dans  cette  Table  ,  que  les  diviseurs  linéaires 
se  partagent  en  plusieurs  groupes  dont  le  nombre ,  ainsi  que  la  quantité 
de  termes  contenus  dans  chacun,  sont  conformes  a  la  loi  générale  (n*  20 3). 
Cependant  il  arrive  quelquefois  que  deux  de  ces  groupes  sont  réunis  pouf 
répondre  à  une  même  forme  quadratique.  Ainsi,  lorsque  c=66=  2. 3. 1 1 , 
la  proposition  générale  dit  qu'il  y  a  a'  ou  8  groupes  composés  chacun 

de  ^-^1 .  ''  ~~  1  ou  5  termes  :  mais  on  ne  trouve  dans  la  Table  que 

3  3 

quatre  groupes  composés  de  10  termes,  ce  qui  a  lieu  par  la  réunion 
de  deux  groupes  en  un  seul.  D'ailleurs  le  nombre  total  des  formes  li- 
néaires est  toujours  4°>  comme  il  doit  être  suivant  la  théorie. 
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■  • 

TABLE  IV. 

(ai4)  La  Table IV  contient  les  diviseurs  tant  quadratiques  que  linéaires 
de  la  formule  t%  -f-o*',  pour  tout  nombre  a  de  forme  4«-f- 1  ,  non 
quarré  ni  divisible  par  un  quarré,  depuis  i  jusqu'à  io5. 

La  première  formule  t*  -f-  u*  qui  n'a  qu'un  seul  diviseur  quadratique 
y%  -f*  a*  »  n'a  aussi  que  le  seul  diviseur  linéaire  fa:  -f-  i .  Toutes  les  autres 
formules  /*-f-5al,  P  -f-  i3u*,  etc.  admettent  à-la-fois  des  diviseurs 
4«H-  i  et  des  diviseurs  fa-j-$  ;  il  est  même  à  remarquer  i°.  que  les 
diviseurs  quadratiques  qui  contiennent  les  nombres  fa  -f.  i  sont  toujours 
distincts  de  Ceux  qui  contiennent  les  nombres  fa  +  3  ;  a*,  qu'il  y  a 
toujours  autant  de  formes  linéaires  pour  les  diviseurs  fa  -f-  i  qu'il  y 
en  a  pour  les  diviseurs  fa  -f-  3. Il  n'en  est  pas  toujours  de  même  des 
formes  quadratiques.  On  voit,  par  exemple ,  que  la  formule  <?  -f-41""» 
a  trois  diviseurs  quadratiques  fa  -f-  i ,  et  seulement  deux  fa  3.  De 
même  la  formule  t*  +  65u*  en  a  quatre  de  la  première  espèce,  et  deu* 
seulement  de  la  seconde.  , 

(ai 5)  On  a  apporté  dans  cette  Table  une  légère  modification  à  la 
forme  générale  des  diviseurs  quadratiques  pj*-\-  vufjz^-rz%;  elle  consiste 
en  ce  qu'on  a  supposé  constamment  q  impair.  Par  ce  moyen,  q%  -f-  a 
ou  pr  étant  un  nombre  pair ,  on  peut  mettre  ara  à  la  place  de  r,  et  la 
forme  des  diviseurs  quadratiques  devient  pj%  -f-  aqjs  -f-  a//u* ,  dans 
laquelle  les  nombres  p  et  m  seront  toujours  impairs. 

Cette  forme  a  l'avantage  d'en  fournir  immédiatement  une  autre. ... 
'W*  H"  2fÎJ z  ~f-  ma*  >  el  ces  deux  formes ,  à  cause  de  la  liaison  qu'elles 
ont  entre  elles ,  s'appelleront  désonnais  formes  conjuguées ,  ou  diviseurs 
conjugués. 

Nous  avons  dit  que  les  nombres  p  et  m  sont  toujours  impairs  ;  en 
effet ,  7*  étant  de  la  forme  8n  -f-  i ,  et  a  de  la  forme  fa  -f- 1  ,  il  est  clair 
que  q*  -f-  a  ou  ipm  sera  de  la  forme  fa-\-"xy  donc  pm  sera  nécessaire- 
ment impair.  Mais  il  faut  distinguer  deux  cas  selon  que  a  est  de  la  forme 
8n  +  i  ou  8«  +  5. 

i°.  Si  a  est  de  la  forme  8n  -f-  i ,  alors  f  -f-a  sera  de  la  forme  8n  -f-  a 
et  pm  de  la  forme  fa  4-  i  ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu ,  à  moins  que  les 
nombres  p  et  m  ue  soient  tous  deux  de  la  forme  fa  -f-  i  ,  ou  tous  deux 
de  la  forme  4^4-  3  ;  donc  alors  les  formes  conjuguées /y*-r-  ao/s-f-  a//w*, 
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zpy*  -f.  37 yz  -f-  mz*  appartiennent  toutes  denx  aux  diviseurs  4«"+-  i ,  ou 

toutes  deux  aux  diviseurs  4"  -f-  3 . 

a0.  Si  «  est  de  la  forme  8«  -f-  5 ,  /wi  sera  de  la  forme  4« -f-  3,  de  sorte 
que  les  deux  nombres  p  et  m  seront,  l'un  de  forme  4n-f-  i  ,  l'autre  de 
forme  4n-f-3.  Donc  alors  les  deux  formes  conjuguées  appartiennent, 
l'une  aux  diviseurs  -f-  i ,  l'autre  aux  diviseurs  4«  -f-  De  là  on  voit 
que  «  a  étant  un  nombre  quelconque  8n  -f-  5 ,  la  formule  i*  -f-  ou*  aura 
>»  toujours  autant  de  diviseurs  quadratiques  4"  +  1  que  de  diviseurs 
»  quadratiques  4*  4-  5.  » 

(ai6)  Les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  f*  -f-  ou*  étant  trouvés 
par  la  méthode  générale  ,  il  sera  toujours  facile  de  les  réduire  a  la  forme 
py*  -f-  2*jJ*  -f-  ams* ,  où  17  est  impair  ;  car  il  n'y  aura  à  transformer  que 
ceux  où  9  serait  pair ,  et  dans  ceux-ci  il  suffira  de  mettre  y  —  s  à  la 
place  de  y. 

On  peut  aussi  trouver  directement  tous  les  diviseurs  quadratiques  d'un* 
formule  donnée  <*  -H  au* ,  réduits  à  la  forme  £f  '  -f-  *7J*  -f  -  ania*.  Pour 
•  cela,  il  faut  observer  qu'en  laissant  7  impair,  on  peut  toujours  faire  en- 
sorte  que  y  n'excède  ni  p  ni  m.  Car  en  substituant  y  —  i<zz  à  la  place 
de  r ,  si  on  a  y  >  p,  ou  z  —  à  la  place  de  a ,  si  on  a  7  >  m ,  on 
déterminera  aisément  le  nombre  ci  de  manière  qu'on  ait  dans  la  trans- 
formée </</»,  OU  c/  <«.  Donc  par  une  ou  plusieurs  substitutions  de 
cette  sorte,  toute  formule  #7-* 37/s-f-  ams»,  dans  laquelle  a/M» — q'z=a 
pourra  être  ramenée  à  une  formule  semblable ,  où  q  n'excédera  ni  p 
ni  /«,  de  sorte  qu'on  aura  ipm  — q*  >  y',  et  par  conséquent  q  <  y/ a. 

Donc  pour  avoir  toutes  les  formes  quadratiques  py*  -f-  -xqyz  -f-  amz* 
qui  conviennent  aux  diviseurs  de  la  formule  £»  -f-  au*  ,  il  faut  donner 
à  q  les  valeurs  impaires  successives  1 ,  3,  5...  jusqu'à  Chaque 

valeur  de  q  en  donnera  une  pour  pm  =  9  ^"  °  ;  et  si  cette  valeur 

peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  p  et  m  non  moindres  que  q , 
il  en  résultera  les  deux  diviseurs  conjugues  py*  -f-  3  qyz  -f-  vnz* , 

Cette  méthode  donnera  ,  comme  la  méthode  générale  ,  toutes  les 
formes  possibles  des  diviseurs  quadratiques  ;  elle  est  plus  expéditive , 
en  ce  qu'on  n'a  à  essayer  que  les  valeurs  de  7  impaires ,  et  plus  petites 
que  \/a ,  tandis  que  par  la  méthode  générale  on  doit  essayer  toutes  les 
valeurs  de  7  paires  ou  impaires  jusqua  1/5°»  or  on  a  j\/a  <  Vha' 

Suivant  cette  nouvelle  méthode  ,  le  diviseur  quadratique  y*  *f-  «s* 
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est  représenté  par  la  formule  y*  -f-  ars  -f-  +  ct  son  conjugué 
est  aj'-f-  2J3  +(î±i)a».  On  a  laissé  dans  la  Table,  pour  plus  dW: 

formité  ,  la  forme  7»+  3ja-f-(«-f-  excepté  dans  la  première  case 
où  l'on  n'a  pas  voulu  altérer  la  simplicité  du  diviseur  y* -f»»*  en  mettant 
à  sa  place  y*  -f-  3/3  -f-  28*. 

Dans  tous  les  cas,  les  formes  linéaires  ont  été  conclues  des  formes 
quadratiques  par  les  méthodes  du  §  précédent,  et  le  nombre  des  groupes, 
ainsi  que  des  termes  contenus  dans  chacun,  est  toujours  conforme  à 
la  loi  générale. 

TABLE  V. 

(317)  Là  Table  V  contient  les  diviseurs  tant  quadratiques  que  linéaires 
de  la  formule  /'-f-  au%,  a  étant  un  nombre  4»  4"  3  non  quarré,  ni  divi- 
sible par  un  quarré. 

Les  diviseurs  quadratiques  sont  restés  sous  leur  forme  ordinaire, 
lorsque  a  sse  8n  -f-  7  >  mais  ils  ont  subi  une  modification  ,  lorsque 
a  =  Sn  -f-  3.  C'est  ce  que  nous  allons  expliquer. 

Si  a  est  de  la  forme  Sn  -f-  3,  et  qu'on  désigne  par  P  un  diviseur 
quelconque  impair  de  la  formule  /*  +  <»•,  on  pourra  toujours  supposer 
t  et  m  impairs,  et  alors  -\-au%  étant  de  la  forme  8»-f-4,  le  quotient 
de  t%  -f-  au*  divisé  par  P  sera  nécessairement  de  la  même  forme  8«  -f-  4  » 
on  4p,  p  étant  un  nombre  impair  :  on  aura  donc 

f  -f-  au"  =  4Pp. 

Dans  cette  équation ,  les  nombres  u  et  ap  sont  premiers  entre  eux  ; 
car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur,  I  et  u  en  auraient  un  aussi,  ce 
qui  est  contre  la  supposition,-  donc  on  peut  faire  a=s  et  <  =  a/jr+ys, 
ce  qui  donnera 

'  .  P  =  PJ%  +  9^+t^^ 

Or  cette  équation  ne  peut  subsister ,  à  moins  que  a  ne  soit  un 
entier;  soit  donc  ^-f-err^r,  et  on  aura 

P  —  W  +  qyz  +  n%. 

Dans  cette  formule,  il  est  aisé  de  voir  que  les  trois  coefficiens  pt  qt  r 

sont  impairs  ;  car  d'abord  puisque  t est  impair,  et  qu'on  a  t=apy 

il  est  ckir  que  q  est  impair  ,•  ensuite  f  *  étant  de  la  forme  8/1  -f-  1  «l  a 
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de  la  forme  8/î-f-  3,  q*  +  a  est  de  la  forme  8/1  +  4  ;  donc  ou  pr 

est  impair  ;  donc  p  et  r  sont  impairs. 

De  là  on  voit  que  tout  diviseur  impair  de  la  formule  r*  -\~au%  peut 
toujours  être  réduit  à  la  forme  pjr%  -f-  qyz  -f-  rs'  où  l'on  a  p ,  ^  ,  r  impairs 
et  4/""  — ^'  =  a.  Je  dis  de  plus,  que  dans  cette  formule  on  pourra  sup- 
poser le  coefficient  moyen  q  plus  petit ,  ou  non  plus  grand  que  chacun 
des  extrêmes  ^  et  r;  en  effet  si  on  avait,  par  exemple,  q>p,  on 
mettrait  y  —  az  à  la  place  de  y ,  et  le  coefficient  moyen  devenant 
q  —  2npton  pourrait,  au  moyen  de  l'indéterminée  a,  rendre  ce  coef- 
ficient plus  petit  ou  au  moins  non  plus  grand  que  p. 

Puis  donc  que  p  et  r  sont  plus  grands  ou  non  moindres  que  q ,  il  est 

clair  que  ^pr —  q%  sera  >  3q% ,  et  qu'ainsi  on  aura  q  <  v/g.  Donc 

pour  avoir  toutes  les  formes  quadratiques  qni  conviennent  aux  diviseurs 
impairs  de  la  formule  r-f-oM*,  il  faudra  donner  à  q  les  valeurs  impaires 

successives  i ,  3,  5  jusqu'à  i/|  :  chaque  valeur  de  q  en  donnera  une 
pour  />r  =  2-i^,  et  si  cette  valeur  peut  se  décomposer  en  deux  fac- 
teurs non  moindres  que  q ,  il  en  résultera  une  des  formes  quadratiques 
demandées. 

(ai8).  Soit,  par  exemple,  a  =91,  si  l'on  fait  q  =  1 ,  on  a  

2l±f  =  33=i.aS,  d'où  résulte  le  diviseur y>+yz  +  2$z\ 

Si  l'on  fait  q  sa  3,  on  a  ?**a  =  a5  =  5.5,  d'où  résulte  un  second 
diviseur  fy*  -f-  3/3  -f-  5z'. 

La  limite  de  q  étant  1/  ^- ,  on  peut  faire  encore  9  =  5  ,  ce  qui 

donnera  °- =  29.  Mais  ce  nombre  étant  premier ,  il  n'en  résulte 

aucun  nouveau  diviseur.  Donc  les  deux  formules  trouvées  sont  les  seuls 
diviseurs  quadratiques  de  **-f-  91a*. 

Soit  encore  a=  i63,  la  limite  de  q  étant  yf  ~  <  g  ,  on  pourra 

faire  successivement  q  =  1 ,  3,  5,  7  ,  d'où  résultera pr=s/^i ,  43,  47,  53; 
mais  ces  nombres  étant  premiers,  il  s'ensuit  que  la  formule  *'-+-  i63a» 
ne  peut  avoir  que  le  seul  diviseur  quadratique  y*-\-y3  +  4i s». 

(219)  La  formule  py%-\-  qyz-hrz',  dont  les  coefficiens  sont  impairs, 
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représente  en  général  trois  diviseurs  quadratiques  de  forme  ordinaire 
où  le  coefficient  moyen  est  pair;  cardans  l'application  de  cette  formule, 
il  faudra  prendre  les  nombres  y  et  a  tous  deux  impr.irs ,  ou  l'un  pair  , 
l'autre  impair;  on  ne  pourra  donc  faire  que  les  trois  suppositions  z  =  2u, 
y  ~2uty=2u —  z,  lesquelles  donneront  les  trois  formes 

4pu*  -f-  2qzu  +  rz% 

4pu'  +  (a</  —      us  +  (p  —  q  -f-  r)  z\ 

Ces  trois  formes  se  réduisent  à  deux,  lorsque  deux  des  nombres  p,  qfr 
«ont  égaux.  Elles  se  réduisent  à  une  seule ,  si  les  trois  nombres  pyq,  r 
sont  égaux  entre  eux  ;  mais  ce  cas  n'a  lieu  que  lorsqu'ils  sont  égaux  à 
l'unité ,  ou  lorsque  la  formule  proposée  est  tx  5«* ,  et  alors  le  diviseur 
y*  -\-yz  -f-  2*  se  réduit  à  la  seule  forme  y*  -f-  3a*,  comme  nous  l'avons 
déjà  trouvé  (n*  i4')*  ^aas  *oul  autre  cas,  les  trois  formules  qu'on  vient 
de  développer  seront  essentiellement  différentes  les  unes  des  autres.  Il 
suit  de  là  qu'on  diminue  beaucoup  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques 
en  les  représentant  parla  formule  à  coefficiens  impairs py%-\-qyz-\-rzti 
il  est  d'ailleurs  facile ,  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir ,  de  développer  ces 
diviseurs  à  coefficiens  impairs  en  diviseurs  quadratiques  de  forme  ordi- 
naire, ce  qui  en  donnera  un  nombre  à  peu  près  triple. 

* 

(220)  11  est  utile  d'observer  que  les  diviseurs  quadratiques  compris 
dans  la  Table  V,  tant  pour  les  cas  de  a  =  8«+  3,  que  pour  celui  de 
a  =  8/j  -f-  7  »  peuvent  toujours  être  ramenés  à  la  forme  py%-\-fâ>yz-\-Kz*t 
laquelle  ne  diffère  de  la  forme  générale  py%-\-  2qyz-\-  rs*,  qu'en  ce  que  q 
est  pair.  Eu  effet ,  si  on  a  trouvé  d'abord ,  par  la  méthode  générale  , 
tous  les  diviseurs  quadratiques  py*  -f-  iqyz  -|-  /•**  de  la  formule  /'  +au*y 
il  ne  restera  à  transformer  que  ceux  dans  lesquels  q  serait  impair  ;  et 
comme  alors  l'un  des  nombres  p  et  /•  doit  être  pair  et  l'autre  impair,  si 
on  prend  p  pour  celui-ci ,  il  suffira  de  mettre  y  —  2  à  la  place  de  y , 
et  le  coefficient  moyen  2<y  deviendra  27  —  *p,  c'est-à-dire  sera  de  la 
forme  requise  4£- 

Maintenant ,  puisque  tous  les  diviseurs  quadratiques  sont  réduits  à  la 
forme  4P/3  +      »  et  qu'on  a  P*  =  4<P*  "+•  a>  ^  s'ensuit  que  px 

est  de  la  forme  4"  4-  3 ,  et  qu'ainsi  les  deux  coefficiens  p  et  *  sont  , 
l'un  de  la  forme  4"  "f"  1  >  l'antre  de  la  forme  4*  ■+•  3.  On  voit  par  là 
que  chaque  forme  quadratique  py*  -f-  îfîyz  -f-  t(z%  contient  à-la-fois  des 
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diviseurs  /tn  +  t  et  des  diviseurs  4*  •+*  3  ;  nuis  il  est  facile  de  séparer 
ces  deux  formes  rime  de  l'autre ,  comme  cela  a  lieu  dans  les  Tables  111 
et  IV.  En  effet,  si  p  est  de  la  forme  4«  -f-  ï  ,  et  qu'on  fasse  s  se  a«, 
il  est  clair  que  la  formule  pjr*  -f-  fyju+fa*  ne  représentera  que  des 
diviseurs  4"-f-  1  î  3131  contraire ,  si  l'en  fait  j  =  a» ,  la  formule. . . .  • 
lipu*     %$zu  •+■       ne  représentera  que  des  diviseurs  4*  -j-  3. 

(a?i)  Quant  aux  formes  linéaires  qui  répondent  aux  diviseurs  qua- 
dratiques, elles  peuvent  de  même  se  partager  en  deux  sortes,  les  unes 
4«  -f-  i  ,  les  autres  4«      3  ;  c'est  ce  qu'il  suffira  de  développer  dans  un 


On  voit  dans  la  Table,  que  la  formule  t*  -f-  nu*  n'a  que  le  seul  di- 
viseur quadratique  à  coefficiens  impairs  y*  -\-jz  -f-  33*.  Ce  diviseur  en 
renferme  deux  autres  de  forme  ordinaire,  savoir  : 

y%  -f- 1  ia» 

iy*  •+•  27a  •+■  4s'- 

De  ces  deux  diviseurs  qu'on  aurait  trouvés  immédiatement  par  la 
méthode  générale ,  l'un  a  le  coefficient  moyen  zéro ,  et  partant  de  la 
forme  4?;  pour  réduire  l'autre  à  la  même  forme,  il  faut  mettre  y  —  * 
à  la  place  de  3  ,  ce  qui  donnera  pour  transformée  3>*  -f-  4/3  ■+-  5a'- 
De  là  résultent  deux  diviseurs  quadratiques  4"  -r  1 ,  savoir  ; 

et  deux  diviseurs  quadratiques  4«  -r  3 ,  savoir  ; 

1  ij*  -f-  4s" 
3>  +  8?3  +  203* 

Quant  aux  formes  linéaires  correspondantes,  on  les  déduira  facilement 
de  celles  qui  sont  données  dans  la  Table ,  savoir,  aax  -f-  1 ,  5,  5 ,  9,  i5. 
Ainsi ,  pour  avoir  les  formes  4*  -f-  1  >  on  conservera  les  nombres  detei> 
minés  1  ,  5,  9  qui  sont  de  cette  forme,  et  aux  deux  autres  3,  i5  on 
ajoutera  aa ,  ce  qui  fera  en  tout  les  cinq  formes  44*  +  1  »  5  ,  9,  a5 ,  ; 
on  trouvera  scmblablement  les  formes  4«-f-3  qui  seront  44~r-f-3,  i5,  a3, 
37  ,  5i.  Donc  si  l'on  veut  séparer  dans  la  Table  les  formes  4/i-f-  1  des 
formes  4"  -+-  5 ,  il  faudra  substituer  l'article  suivant  à  celui  qu'on 
dans  la  Table  concernant  les  diviseurs  de  t*  -f-  1 iu\ 
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Diviseurs  quadratiques.  Diviseurs  linéaires.' 

r»  -f-  /,4s»  \ 

%Xt*+**  )#>+*.*.*,*,*: 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  faire  observer  que  l'article  tel  qu'il  est  inséré 
dans  la  Table  ,  est  beaucoup  plus  court  sans  être  moins  général. 

(222)  Enfin,  pour  ne  rien  omettre  de  ce  qui  peut  abréger  la  recherche 
des  diviseurs  quadratiques,  nous  ajouterons  encore  deux  mots  sur  le  cas 
de  a  —  8/a  -f-  n.  Si  donc  on  a  a  ==  8n  -f-  7,  et  qu'on  suppose  q  impair 
dans  le  diviseur  quadratique  pj*  -f-  aqjrz  +  rz% ,  ce  diviseur  prendra  la 

forme  pj*  -f-  27/3  -f-  8/na»,  où  l'on  aura  pm  =  9  g    .  Dans  cette  forme, 

on  peut  supposer  q  plus  petit  que  4W»  »  et  n<>n  pbis  grand  que  p  ;  par 
conséquent  q  sera  moindre  que  \/a.  On  essaiera  donc  pour  q  tous  les 
nombres  impairs  1  ,  3  ,  5. . .  jusqu'à  y/ a  ;  on  calculera  pour  chaque 

valeur  de  q  celle  de  pm  =  q      a,  et  on  verra  si  cette  valeur  peut  se 

décomposer  en  deux  facteurs,  l'un  p  impair  et  non  moindre  que  qt 

l'autre  m  pair  ou  impair ,  mais  >  \.  Autant  de  fois  cette  condition 

4 

pourra  être  remplie ,  autant  on  aura  de  diviseurs  quadratiques  de  la 
formule  f  -+•  au*;  diviseurs  qui  pourront  ensuite  être  réduits  soit  à  la 
forme  ordinaire  où  27  est  <  p  et  r ,  soit  même  à  la  forme  dont  nous 
avons  fait  mention  où  q  est  pair.  Cette  méthode  est  très-prompte ,  puis- 
qu'elle n'opère  que  sur  des  nombres  pm  toujours  moindres  que  | ,  tandis 
que  dans  la  méthode  générale  pr  peut  aller  jusqu'à  ^. 

TABLE  VI. 

(aaî)  La  Table  VI  contient  les  diviseurs  tant  quadratiques  que  linéaires 
de  la  formule  f*  -f*  aait* ,  a  étant  un  nombre  de  la  forme  -f-  t  »  qui 
n'est  ni  quarré ,  ni  divisible  par  un  quarré. 

Les  diviseurs  quadratiques  sont  réduits  à  la  forme  pj*"\-^J'Z'\-  2ms' , 
où  l'on  *pm=  2f '  -+-  a.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  sans  changer  cette 
forme,  on  peut  supposer  *(p  moindre  ou  non  plus  grand. que  p  et  m,  ce 
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qui  donnera  pm  >  4p»  et  p  <  \/\  a;  donc  si  d'après  ces  conditions  on 
satisfait  de  toutes  les  manières  possibles  à  l'équation  pm  =  atp*  4-  a  ,  on 
en  déduira  immédiatement  tons  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule 
/'  -f-  2au' ,  réduits  à  la  forme  pj*  -f-  fâyz  +  im%%.  Ce  procédé  est  beau- 
coup plus  court  que  la  méthode  générale,  puisque  y/\a  est  plus  petit 
que  t/|fl. 

Chaque  forme  pj*  -f-  4$J'Z  "+"  2/n^,  el  sa  conjuguée  ?py*-\- iflJS  \  OU* 
résultent  à-la-fois  d'une  même  valeur  de  /«1  qui  satisfait  aux  conditions 
requises. 

Si  le  nombre  'p  est  de  la  forme  8n  -f-  1  ou  8/1 -f-  3,  le  diviseur  qua- 
dratique py%  -f-  4  f     -f-  amz»  ne  comprendra  que  des  nombres  de  ces 
mêmes  formes  8n  -f-  1  et  8«-f-  3  ;  car  comme  y  est  toujours  impair, 
si  z  est  pair ,  le  diviseur  dont  il  s'agit  sera  toujours  de  la  forme  p  -f-  8/', 
c'est-à-dire  de  la  même  forme  que  p.  Si  s  est  impair ,  le  diviseur  qua- 
dratique deviendra,  en  omettant  les  multiples  de  8,  p  +  fà  +  am-  Soit 
d'abord  p  sa  8n  -f* 1 ,  à  cause  de  pm  —  2p *  -f-  a ,  on  aura  (  toujours  en 
omettant  les  multiples  de  8)  m  =  2$*  -{-0,  et  par  conséquent. ..... 

p  -f-  4p  -{-  a/»  =  1  -f-  4^  -f-  4p*  -f-  ia  =  1  -f-  20  =  3  ;  donc  le  diviseur 
quadratique  deviendra  dé  la  forme  8n  -f-  3.  Soit  en  second  lieu /?  =  8/1  + 3, 
on  aura  3/n  =  ap1  -f-  a ,  6/n  =  4p»  -f-  20,  et  /j  -}-  4P  -f-  am  =  3  -f-  4p  — 
4p*  —  o.a  =  3  —  Mai;  donc  le  diviseur  est  de  la  forme  8« -f-  1 . 

On  démontrera  de  même  que  si  p  est  do  l'une  des  formes  8«  -f-  5 , 
8n  -f-  7  ,  le  diviseur  quadratique  pj*  -|-  4<P/S  +  aws*  ne  contiendra  que 
des  nombres  de  ces  mêmes  formes  8«  -f-  5,  8«  -f-  7. 

Donc  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  f-t-iau*,  a  étant 
de  la  forme  4"  -f-  1  ,  se  divisent  en  deux  espèces  ,  l'une  contenant  tous 
les  diviseurs  811  -f-  1 ,  811  5  ,  l'autre  contenant  tous  les  diviseurs 
8«-f  5,  8/1  +  7. 

(224)  Chaque  diviseur  quadratique,  tel  qu'il  est  inséré  dans  la  Table, 
contient  deux  formes  à-la-fois  ;  mais  elles  peuvent  être  facilement  sé- 
parées ,  ainsi  qu'il  résulte  de  la  démonstration  précédente. 

Soit  la  formule  proposée  <*+4aw*,  et  considérons  d'abord  le  diviseur 
quadratique/*  +  42**,  auquel  répondent  les  formes  linéaires  i68x  -f-  1 , 
s5,  43  ,  G7 ,  121  ,  i63.  Ce  diviseur  quadratique  appartient,  comme  on 
voit,  aux  formes  8n  -f-  1  ,  8«-f-3;  pour  les  séparer  l'une  de  l'autre, 
j'observe  que  si  z  est  pair,  ou  si  à  la  place  de  z  on  met  23,  le  diviseur 
deviendra/' 168s1,  et  ne  contiendra  plus  que  les  formes  8n  H-  1. 
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Si  an  contraire  on  suppose  7  el  s  impairs  à-la-fois;  on  si,  ponr  exprimer 
cette  condition,  on  met  3/ -f- s  à  la  place  dej,  le  diviseur  deviendra 
4</'4-4.T5  +  433%  et  ne  contiendra  plus  que  des  formes  8n  4-  5.  Traitant 
donc  semblablement  les  trois  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  pro- 
posée t*  -f-  4att"  i  on  aura  les  résultats  suivans  : 

Diviseurs  8«-f-  i. 


Quadratiques. 

Linéaires. 

j%  +  1682* 

»77"+  13/2-+-  132' 

i68x  4-  1 ,  35,  131 
168x4-  r7,  4»,  % 

Diviseurs  8n  -f-  3. 

43/' -f-  4.^4- 4** 

168x4-43,  67,  i65  ; 

168x4-  59,  83,  i3i 

Diviseurs  8n  +  5.  - 

31^-1-83» 

l3j»  4.  34^24.  34s» 

168x4-39,  53,  149 
i68x  4-  i3,  61 ,  i57  . 

Diviseurs  8«  4~  7- 

77'  -f-  342» 
33^4.8^4-8^ 

i68x-f-3i,  55,  io3 
i68x  4.  35,  71 ,  95 

Les  diviseurs  line'aires  sont,  comme  on  voit,  divisés  en  huit  groupes 
de  trois  termes  chacun,  ce  qui  est  conforme  à  la  loi  générale  (n°  3o3). 


TABLE  VIL 

(aa5)  La  Table  VIT  contient  les  diviseurs  linéaires  et  quadratiques  do 
la  formule  t'-\-aau*t  dans  laquelle  a  est  un  nombre  de  la  forme  4«4-  3, 
non  divisible  par  un  quarré. 

Les  diviseurs  quadratiques  sont  réduits ,  comme  dans  la  Table  précé- 
dente ,  à  la  forme  py*  -f-  da,ls  laquelle  on  a  mp  =  3<p*  4-  a  ; 
de  sorte  que  ta  détermination  de  ces  formes  se  fait  toujours  de  la  même 
manière. 

Si  le  coefficient  p  est  de  la  forme  8/1 -f-  3  ou  8/1 4"  5,  le  diviseur  qua- 
dratique py*  -f-  4VJZ  "f"  2/M31  ne  comprendra  que  des  nombres  8/1 4- 3 
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et  8»-f-5;  «I  le  coefficient  p  est  de  la  forme  8n-f.  *  >  0*  8n  7 ,  le 
diviseur  ne  comprendra  que  des  nombres  de  ces  mêmes  formes  8«  -j-  x, 
«t  8»  7.  C'est  ce  que  l'on  démontrera  comme  nous  l'avons  fait  dans 
l'explication  de  la  Table  précédente. 

Il  s'ensuit  par  conséquent  que  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la 
formule  ^-t-aou',  a  étant  un  nombre  de  la  forme  4«-f-  5,  se  divisent 
en  deux  espèces  ;  l'une  contenant  tous  les  nombres  8n  +  5 ,  8«  -f-  5  ; 
l'autre  contenant  tous  les  nombres  8n-f-  1,  8»  +  7.  Et  indépendam- 
ment de  ces  nombres  impairs  ,  il  est  clair  que  chaque  diviseur  quadra- 
tique pj*  -f-  4ff3  *+■  3/ns*  contient  aussi  des  nombres  pairs ,  puisqu'on 
peut  prendre  y  pair  et  s  impair,  pourvu  qu'ils  soient  premiers  entre  eux. 

Ou  pourra  de  même  séparer  les  diviseurs  tant  quadratiques  que  li- 
néaires ,  en  quatre  espèces  qui  répondent  aux  quatre  formes  8n  -f-  1 , 
8* H- 3,  8n  +  5,  8/»-f-7. 

RtHAUqUÏ  GÉNÉRALE. 

Dans  ces  diverses  Tables,  il  est  à  remarquer  que  chaque  groupe  de 
diviseurs  linéaires  répond  toujours  à  un  même  nombre  de  diviseurs 
quadratiques ,  si  toutefois  on  ne  compte  que  pour  ±  chaque  diviseur 
quadratique  qui  est  de  l'une  des  formes  py*-\-rz* ,  Jty*  -f- "f" j 
pjr*-\-2qjrz-\-pzt.  La  raison  de  cette  exception  est  que  ces  sortes  de 
diviseurs  donnent  le  même  nombre  dans  deux  suppositions  différentes 
sur  les  valeurs  des  indéterminées  jr  et  a;  de  sorte  qu'ils  ne  contiennent 
réellement  que  la  moitié  du  nombre  des  diviseurs  compris  dans  les 
autres  formes. 
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§  XII.  Suite  de  Théorèmes  contenus  dans  les  Tables  précitées. 

(aa6)  Théorème  général.  «  Soit  fax  +  a  l'une  des  formes  linéaires 
«  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  frfccu*,  je  dis  que  tout  nombre 
»  premier  compris  dans  la  forme  ^cx-\-a  sera  nécessairement  diviseur 
»  de  la  formule  f'àzcu*,  et  sera*  par  conséquent  de  l'une  des  formes 
»  quadratiques  pj%  -f-  zqjrz  =L  rs*  qui  répondent  à  la  forme  linéaire 
»  l^cx  -f-  a.  » 

Ainsi  en  prenant  dans  la  Table  VU  l'exemple  de  la  formule  t*  -f-  5ou», 
et  choisissant  dans  cet  exemple  les  formes  linéaires  qui  répondent  au 
diviseur  quadratique  \5j%  -f-  iz%  ,  on  peut  affirmer  que  tout  nombre 
premier  de  l'une  des  formes  iaor-f-  *7>  a5,  47  >  "3  est  diviseur  de 
r-f-3ou*,  et  conséquemment  doit  cire  de  la  forme  if^-f-as'. 

Par  un  autre  exemple  pris  dans  la  même  Table  ,  on  peut  affirmer 
que  tout  nombre  premier  de  l'une  des  formes  56x  -f-  3,  5,  i3,  19, 
37 ,  /{5  est  diviseur  de  t*  ■+-        et  par  conséquent  doit  être  de  la  forme 

La  démonstration  de  ce  théorème  a  été  donnée  ci-dessus,  lorsque  • 
est  un  nombre  premier  ou  double  d'un  nombre  premier  ;  elle  peut  être 
aussi  établie  sans  difficulté  pour  toute  valeur  de  c,  si  le  nombre  pre- 
mier A  de  la  forme  f  >  -f-  a ,  est  en  même  temps  de  la  forme  4" +  3, 
car  alors  il  est  nécessaire  que  le  nombre  A  divise  la  formule  l*-\-cu%t 
ou  la  formule  1*  —  eu»  (n°  171).  Or  si  on  cherche  les  formes  liuéaires 
des  diviseurs  de  e  —  eu" ,  ces  formes  seront  trouvées  différentes  de 
celles  des  diviseurs  de  C-\-cu%;  donc  le  nombre  A ,  s'il  est  de  l'une  de 
ces  dernières  formes  ,  ne  peut  diviser  t%  —  eu*  ;  donc  il  divisera  néces- 
sairement **-f-c«%  et  sera  par  conséquent  de  l'une  des  formes  quadra- 
tiques qui  répondent  à  ces  formes  linéaires. 

Le  même  raisonnement  n'aurait  plus  lieu  si  A  était  de  la  forme  4«-f-i  ; 
il  est  même  incomplet  dans  le  cas  de  A  =  /ln  -f-  3  ,  parce  qu'il  suppose 
le  développement  effectif  des  diviseurs  linéaires  tant  de  la  formule  t*-f-cu* 
que  de  la  formule  l%  —  eu*  ;  c'est  pourquoi  il  convient  de  suivre  une 
autre  route  pour  parvenir  à  la  démonstration  générale  de  la  proposition. 


a5ô  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

(227)  Observons  d'abord  que  la  forme  linéaire  4CJC~f-a>  à  laquelle 
se  rapporte  le  nombre  premier  A ,  peut  toujours  être  censée  l'une  de 

celles  qui  répondent  à  un  diviseur  quadratique.  Soit  ce  diviseur  

pj%  -f-  d=  rz% ,  et  on  pourra  supposer  py%  -f-  aqjz  ztz  rz%  =  4e*  -f-  a  i 
ou  ,  ce  qui  os l  la  même  chose , 

pj%  -f-  iqyz  =fc  rz*  =  4«r  -f-  ^. 
Cette  équation  multipliée  par  p,  donnera 

(PS  +       =*=  cs*  =  4^*  +  Ap , 
d'où  l'on  voit  que  ^  +  1"^  ~  ^—  est  un  entier  ;  donc  ,  à  plus  forte 

raison,  si  8  est  un  nombre  premier  qui  divise  c,  l'équation  ~^p'4  =  e 

sera  résoluble ,  et  par  conséquent  on  aura        =  1 ,  ou  (J)  .  ^  =  1  ,- 

mais  en  général  ou  a  (J)  =  +1  ou-i,  donc  (     .  =  1  ,  et 

par  conséquent  = 

Nous  pourrions  considérer  le  cas  particulier  de  p  =  1 ,  et  celui  de 
p  =  à  un  quarré,  dans  lesquels  on  conclut  aisément  que  ^/  doit  être 
un  diviseur  de  la  formule  proposée  C  =b  eu*  (i)  ;  mais  il  vaut  mieux 
suivre  la  démonstration  dans  toute  sa  généralité. 

(228)  Nous  avons  vu  ci-dessus  que  les  diviseurs  4«+  1  et  4»  +  3 
sont  distingues  par  des  formes  quadratiques  particulières ,  et  même 
lorsque  la  formule  proposée  est  /'  -f-  iau%t  les  diviseurs  se  subdivisent 
en  quatre  formes  8«  1 ,  8/1  -f-  3 ,  8»-f-5,  8/14-7,  et  ceux-ci  sont 
coutenus  chacun  dans  des  formes  quadratiques  distinctes.  On  pourra 
donc  supposer  que  le  diviseur  quadratique  pjr%  -f-  2  qyz  =h  umz%  qui  ré- 
pond à  la  forme  linéaire  /{cx-\-a  ou  /ycx  -f-  A,  ne  contient  que  des 
nombres  de  la  même  espèce  que  A ,  c'est-à-dire  tels  que  la  différence 
de  ces  nombres  avec  A  est  divisible  par  4  et  même  par  8,  si  la  formule 
est  Z»-j-2aH»,  ou  si  l'on  a  2pm  —  q*  =  ia.  Par  conséquent  p  qui  est  l'un 

de  ces  nombres ,  sera  tel  que  P—jr-  est  un  entier ,  ou  même  que 
en  est  un ,  si  c  =  20. 

(1)  Le  double  signe  indique  seulement  que  la  formule  proposée  peut  être  r'-f-cu* 
ou  t1— -eu*;  mais  d'ailleurs  il  ne  laisse  aucune  indétermination. 
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Nous  supposerons  de  plus,  que  le  coefficient  p  est  on  nombre  premier; 
s'il  ne  1  était  pas,  on  chercherait  un  nombre  premier  compris  dans  la 
formule  pj'  -f-  a? jz  =fc  imz\  Soit  ce  nombre  p'=pp*  -f-  a?/x>  =k  3m»' , 
si  Ton  détermine  fi"  et  r*  d'après  l'équation  fiv'  —  fi,f  =  i ,  et  qu'on  fasse 
y  —  fj.y  -+-  fjfz'  ,  s  =  9T*  -f-  ,  on  aura  pour  transformée  le  diviseur 
quadratique  p'yy  -f-  ay'/s'  rfc  amYa' ,  dans  lequel  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  est  un  nombre  premier.  Ainsi ,  en  regardant  cette  prépa- 
ration comme  déjà  faite ,  il  est  permis  de  supposer  p  un  nombre  premier. 

Reprenons  maintenant  l'équation  déjà  trouvée  (-j)  =  (J),  où  0  dé- 
signe un  diviseur  premier  quelconque  de  c  ;  soient  a,  etc.  les 
diviseurs  premiers  tyi -f-  i ,  et  C,  les  diviseurs  premiers  4"-f-5, 
nous  aurons,  en  mettant  ces  nombres  au  lieu  de  Ô, 

.    <&-©•  (*)=(».  ~  • 

®-(S).  <*)-(*>■  (#)-(*)• 

De  là  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité ,  et  parce  que  A  et  p  sont 
tous  deux  de  la  forme  4«  -f- 1 ,  ou  tous  deux  de  la  forme  4*  -f-  3 , 

GXf')-  «- 

Donc  ie.  si  c  est  impair ,  il  sera  égal  au  produit  de  tous  les  nombres 
premiers  a,  et',  a*.  et  on  aura 

(2)  =  G)-G)(3)-G)-(S)-(3)--' 

(f)  =  (?)(?)(7>-(f)<5)(7)- 

Et  puisque  les  facteurs  de  ces  expressions  sont  égaux  chacun  à  chacun, 
«m  am. 

a*.  Si  c  est  pair,  outre  les  facteurs  précédens ,  c  contiendra  le  facteur  a; 
mais  puisque  p  e\A  sont  de  même  forme  par  rapport  aux  multiples  de  8, 

°n  a  G) = 0)> donc  on  aura  encore  (S) = (?) 

Mais  d  étant  diviseur  de  7°  ±  c,  ob  a  ( ~^r)  =  1  »  donc  on  a  aussi 
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(^f^  =  i  ;  d<>nc  le  nombre  premier  A  est  toujours  diviseur  de  la  for- 
mule proposée  t'zizcu*.  Donc  il  doit  être  de  lutte  des  formes  quadratiques 
qui  repondent  à  la  forme  linéaire  fax  -f-  a. 

(229)  La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer,  est  sans  contredit 
l  une  des  plus  générales  et  des  plus  importantes  de  la  théorie  des  nombres; 
la  démonstration  que  nous  en  avons  donnée  suppose  seulement' qu'il 

existe  un  nombre  premier  compris  dans  le  diviseur  quadratique  

pjr*  -f-  a^/s-f-  rs*.  Or  cette  supposition  n'a  rien  que  de  très-admissible, 
et  elle  se  vérifie  aisément  à  l'égard  de  toutes  les  formes  quadratiques  ren- 
fermées dans  nos  Tables;  il  n'y  a  même  aucun  doute  que  la  formule. . . 
py*  +  ïqyz  -f-  rz%  ne  contienne  une  infinité  de  nombres  premiers  , 
excepté  seulement  dans  le  eas  où  les  trois  nombres p,  q,r  auraient  un 
commun  diviseur  9;  mais  ils  ne  peuvent  en  avoir,  puisque  c  ou  pr  —  q* 
est  supposé  n'avoir  aucun  facteur  quarré. 

On  pourrait  néanmoins  rendre  la  démonstration  tout-à-fait  indépen- 
dante de  la  supposition  que  p  est  un  nombre  premier  ;  il  faudrait  pour 
cela  examiner  difTérens  cas  ,  selon  le  nombre  des  facteurs  dont  c  est 
composé. 

On  a  déjà  examiné  les  cas  où  ç  est  un  nombre  premier  ou  le  double 
d'un  tel  nombre  :  supposons  donc  maintenant  c  =  oC,  «  et  C  étant  deux 
nombres  premiers  impairs  à  volonté;  soit  en  même  temps  pj'+iqrz+mz* 
la  forme  quadratique  qui  répond  à  la  forme  linéaire  fax  -f-  a  ou  fax  -f-  À  , 
de  sorte  que  p  et  À  seront  tous  deux  de  l'espèce  fa  -f-  1 ,  ou  tous  deux 
de  l'espèce  fai  -f-  3.  On  aura  donc  par  hypothèse 

.  .         pj*  -{-Kjjz  +  vnf  —  fax  +  J, 
et  en  multipliant  par  p, 

,  ■  .  •  • 

(pjr  +  qz)'  -f-  Ci*  =  fapx  -f-  Jp. 

(On  ne  considère  ici  que  le  cas  de  c  positif,  celui  de  c  négatif  pouvant 
être  traité  d'une  manière  semblable.  ) 

Maintenant  puisque  c  =■  *£,  on  aura  successivement,  par  rapport  à 

«  et  C,  les  é,„.uoos  (4)  =  . ,  (A)  =  ■ ,  lègues  donne* 

(x>6).  (*)-(& 

Soit  p  =  «wV**,  etc.  ,  7T,  -a*,  -,r,T,  etc.  étant  des  nombres  premiers 
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4«  +  i,  et  etc. ,  des  nombres  premiers  4*+ 3;  si    était  divisible 

par  des  quarrés,  on  les  omettrait  entièrement,  pour  ne  conserver  que 
Jes  facteurs  inégaux.  On  aura  donc 

Mais  l'équation  ipm  —  7*  =  c  =  a^,  donne 

(=30—  (y*)—  (==*)—•*■ 

et  ainsi ,  par  rapport  à  tout  facteur  de  p.  On  aura  donc 

(?)=(!).  * 
<?)—(£).  (5)— (5).  «*• 

De  là  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité  (n*  164) 

œ=G).  ©-es).  (v)=(£>> 

Ces  dernières  seulement  ont  besoin  de  quelquexplication  :  or  la  loi 

générale  donne      J  =  ( —  1)  a  '  a   .  0r)  ;  et  parce  que  *  ~  1  est 

impair,  cette  équation  devient  ^--^  =  ( —  i)a  :  on  aura  de 

même  (£)  =  (-  1        (y)  ;  donc  puisque  (A)  =  —  (£),  U  en 

résulte  (— )  =  ( —  1)  *   (j-j  ,  et  ainsi  des  autres  relatives  à  w*,  <*%  etc. 
Multipliant  entre  elles  les  deux  suites  d'équations  qui  précèdent,  on 

aura  (*)  =  *      (^),  *  étantle  nombre  des  fecteursit/,ir",  etc. 

de  la  forme  4»  -f-  5. 

Soit  dabord  À  t  et  par  conséquent^  de  la  forme  pi-f  1,  il  faudra 

que  le  nombre  k  soit  pair,  et  ainsi  on  aura       ta  Qr)  ;  donc  aussi 
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(i)  =  (£)  ;  il  s'ensuit  réciproquement  (J)  =  Q ,  ou        =  -f  ,  ; 

donc  ^  est  diviseur  **-f-*£ii*. 

Soieut  en  second  lieu  A  et  /?  de  la  forme  4«  +  3,  le  nombre  k  sera 

impair ,  et  on  aura  g)  «(-  if^  (f  )  ;  donc  (^«(-l)^ 
De  là  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité 

c— >— (3-<-«>- ^  -Qî 

ce^qui  se  ridai.  1  (£)-(— }'(*,),  -(S)— (£> 
f^J-)  =  i  ;  donc  ^  est  encore  diviseur  de  /»  -f- 

La  conclusion  que  A  est  diviseur  de  **-+-cu*  a  donc  lieu,  quel  que 
soit  le  coefficient  p ,  et  il  n'y  a  pas  de  doute  qu'elle  ne  se  vérifiât  éga- 
lement ,  si  c  était  le  produit  de  plus  de  deux  nombres  premiers. 

(a3o)  On  voit  maintenant  que  chaque  article  de  nos  Tables  fournit 
plusieurs  théorèmes  qui  donnent  des  rapports  entre  les  formes  Unéaires 
des  nombres  premiers  et  leurs  formes  quadratiques.  Voici  les  plus  mé- 
morables de  ces  théorèmes,  ou  ceux  qui  s'appliquent  aux  formules  les 
plus  simples. 

D'après  la  Toile  III. 

1.  Tout  nombre  premier  8x-f-  i  ou  8x4.7  est  de  la  forme  J* —  az*. 

2.  Tout  nombre  premier  m+i  est  de  la  forme  /*  —  3s* ,  et  tout 

nombre  premier  1  ax  -f-  1 1  est  de  la  forme  3j*  —  s*. 

3.  Tout  nombre  premier  de  l'une  des  formes  aox-J-i,  aox-f-9» 

aox  +11,  aox  -f-  19 ,  est  de  la  forme  j*  —  5s\ 

4.  Tout  nombre  premier  a4x-f-i  ou  a/(jr.-|-  ig  est  de  la  forme  j"*-— 6s% 

et  tout  nombre  premier  vJ^x  -j-  5  ou  24X  ■+-  23  est  de  la  forme 
6>*  —  s*. 

5.  Tout  nombre  premier  a8x -f-  1 ,  9,  a5  est  de  la  forme/* —  7a*,  el 

tout  nombre  premier  a8x  -f-  3,  a8x-f-  19,  28x4-37  est  de  la 
forme  77* —  s*. 

6.  Tout  nombre  premier  4ox  4-  1 ,  g,  3i ,  3g  est  de  la  forme/*  —  ioa% 

et  tout  nombre  premier  4°*-f-  3,  j  S,  27,  37  est  de  la  forme 

7.  etc. 
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D'après  la  Table  IV. 

1 .  Tout  nombre  premier  $x  -f-  1  est  de  la  forme  y*  -f*  a\ 

3.  Tout  nombre  premier  aox-f- 1  ou  aox-J-gest  de  la  forme  y*  -f-  5a*, 

et  tout  nombre  premier  aox-f- 3  ou  aox-f-  7,  est  de  la  forme 

37'      a/a  +  3a\ 

3.  Tout  nombre  premier  5ax  1,  g,  17,  a5,  39,  49  est  de  la  forme 
/•-f-  1 3s',  et  tout  nombre  premier  5ax  -f-7,  11,  i5,  19,31,47, 
est  de  la  forme  a/*  -f-  a/a  -f-  72V 

4-  etc. 

1.  Tout  nombre  premier  6x  -|-  1  est  de  la  forme  y*  -f-/a  -f-  2*,  ou,  ce 
qui  revient  au  môme  ,  de  la  forme  y*  -+-  3a*. 

a.  Tout  nombre  premier  i4x-|-i,  9,  11  est  de  la  forme/*  +  72*. 
3.  Tout  nombre  premier  aax-f-i,  3,  5,  9,  i5,  est  de  la  forme 

/•-f-/2-f-32\ 

4>  Tout  nombre  premier  3ox-f-i  ou  3ox-f-i9  est  de  la  forme 
/•-f-i5a*,  et  tout  nombre  premier  3ox-f-i7  ou  5ox-f-a3  est  de 
la  forme  3/'-J-5a\ 

5.  etc. 

D'opes  la  Table  VI. 

I.  Tout  nombre  premier  8x-f-i  ou  8x-f-3  est  de  la  forme  /,-f-aa\ 
a.  Tout  nombre  premier  ^ox-^-x ,  9,  1 1 ,  19  est  de  la  forme  y*-\-  ioa% 
et  tout  nombre  premier  40X-+-7,  i3,  33,  37  est  de  la  forme 

3.  Tout  nombre  premier  io4x-f-i,  3,  9,  17,  s5,  37,  55,  43,  49, 

5i,  75,  81,  est  de  l'une  des  formes /*-f-a6s%  5y*-j- yyz -f-93*; 
et  tout  nombre  premier  io4x-f-5,  7,  i5,  ai,  5i,  37,  45, 
47,  63,  71,  85,  93,   est  de  Tune  des  formes   a/^-f-iSa* , 

4.  etc. 

D'après  la  Table  VIL 

i.  Tout  nombre  premier  a4x-r-5  ou  a4x-f-n  est  de  la  forme 
a/»+3a»,  et  tout  nombre  premier  34x-f-i  ou  34x4-7  est  de 
la  forme /*  + 6a*. 
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a.  Tout  nombre  premier  56x-f-3,  5,  i3,  19,  37,  45  est  de  la  forme 
5j%  -f-  iyz-j-5z*t  et  tout  nombre  premier  56x-f- 1 ,  9,  i5,  a3 , 
a5,  59  est  de  l'une  des  formes  7*4-143%  a/*  +  75*. 

3.  Tout  nombre  premier  88x4-13,  19,  ai,  39,  35,  43,  5i,  61, 

83,  85  est  de  la  forme  a^•-f-IIa•,  et  tout  nombre  premier 
88x-f-i,  9,  i5,  a5,  a5,  Si,  47,  49»  7*>  81  est  de  la  forme 
y*  -f-  223*. 

4.  Tout  nombre  premier  iaox-f-11,  39,  5g,  101  est  de  la  forme 

5/*  4-  6s». 

Tout  nombre  premier  iaox-f-i3,  37,  43,  G7  est  de  la  forme 
10^  +  33» 

Tout  nombre  premier  iaox+1,  3i,  49,  79  est  de  la  forme 
jr'-f  303». 

Tout  nombre  premier  1 20x4-17,  a3,  4?i  "3  est  de  la  forme 
a;"4-i5s'.  1 

5.  etc.,  etc. 

Lagrangc  est  lé  premier  qui  ait  ouvert  la  voie  pour  la  recherche  de 
ces  sortes  de  théorèmes.  (  Voye*  Mémoires  de  Berlin,  1775.)  Mais  les 
méthodes  dont  ce  grand  Géomètre  s'est  servi,  ne  sont  applicables  que 
dans  très-peu  de  cas  aux  nombres  premiers  4"4~Ii  et  la  difficulté  à 
cet  égard  ne  pouvait  être  résolue  complètement  qu'à  l  aide  de  la  loi  de 
réciprocité  que  j'ai  donnée  pour  la  première  fois  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  année  1785. 
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§  XIII.  Autres  Théorèmes  concernant  les formes  quadratique* 

des  nombres. 

(a3i)  Soit  P  un  nombre  quelconque  diviseur  de  la  formule  f'dbeu», 
et  comme  tel,  renfermé  dans  le  diviseur  quadratique  #r*-+- a^srfcro', 
on  pourra  supposer  />  =  /J**-f-a<7*6db/•C^  Si  ensuite  on  détermine  a* 
et  d'aprèa  l'équation  — «'£  =  1,  et  qu'on  mette  +  et 
€/-f-£*z  à  la  place  de  y  et  a,  le  diviseur  quadratique  jy'-f-a^rj-asb/a' 
deviendra  de  la  forme  Py'+iQyz+Rz*. 

Soit  P  un  autre  diviseur  contenu  dans  la  même  formule  py*-\-%qys^trz%> 

ou  dans  son  équivalente  Py*  -f-  iQ yz  rfc  Rz% ,  on  pourra  faire  

/^P^-f-aÇ^-f-/?»*,  ce  qui  donnera  PP=(Pfi-j-Qvy±:ct\  Donc 
«  si  P  et  P  sont  deux  diviseurs  de  la  formule  t%  dccif,  tous  deux  com- 
»  pris  dans  une  même  formule  quadratique  py%-+-  iqyzzàzrz*,  leur  pro- 
»  duit  PP  sera  toujours  de  la  forme  t'dbcu*.  » 

«  Réciproquement  si  les  deux  nombres  P  et  P'  sont  tels  qu'on  ait 
»  W  =  /*îi=cu%  f  et  «  étant  premiers  entre  eux,  je  dis  que  ces  deux 
»  nombres  appartiendront  à  un  même  diviseur  quadratique.  » 

En  effet,  puisque  t  et  u  sont  premiers  entre  eux,  il  faut  que  u  et  P 
le  soient  aussi  ;  on  pourra  donc  faire  t=Py+Qu ,  y  et  Q  étant  des 

indéterminées ,  ce  qui  donnera  P=Py*  -f-  aQ/w-f-  ^'jf      Dans  cette 

expression,  u  et  P  n'ayant  pas  de  commun  diviseur,  on  voit  que  Q'rfcc 
doit  être  divisible  par  P;  ainsi  faisant  Q*dbc=P/î ,  on  aura.... 
P  =  Py*-\-  aÇ yu-\-Ru*.  Le  second  membre,  en  regardant^  et  u 
comme  des  indéterminées,  représente  l'un  des  diviseurs  quadratiques  de 
la  formule  <'=fcc«%  et  il  est  évident  que  ce  diviseur  contient  à-la-fois  P 
«t  P.  Donc  «si  les  deux  nombres  P  et  P,  etc.  » 

(a3a)  «  Tout  nombre  premier  A  qui  divise  la  formule  r*=bc«*,  ne  peut 
»  appartenir  qu'à  un  seul  diviseur  quadratique  de  cette  formule.  » 

Car  si  le  nombre  premier  A  appartenait  à  deux  diviseurs  quadratiques 
différent,  on  pourrait  transformer  ceux-ci  en  deux  autres,  dans  lesquels 
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A  serait  coefficient  du  premier  terme  (n*  a3i).  Soient  ces  deux  diviseurs 

Ay%  +  zByz  4-  Cz% 
Ay^+iByz+Cz*, 

on  pourra  supposer  en  même  temps  A^>aB  et  a/T  ;  car  si  on  avait 
sB>A,  il  faudrait  substituer  y —  mz  à  la  place  dey  ,  et  déterminer  m 
de  manière  que  le  coefficient  de  ys  ne  fût  pas  plus  grand  que  A.  Cela 

posé,  on  aurait  toujours  Bx —  A C~B'1 — A C  =dtz c ;  doue  — — —  se- 
rait un  entier ,  et  puisque  A  est  premier ,  il  faudrait  que  A  divisât  l'un 
des  facteurs  Zf-f-Z?',  B — B .  Mais  B  et  B'  étant  l'un  et  l'autre  plus  pe- 
tits que  lA,  ou  l'un  des  deux  seulement  égal  à  \A>  les  nombres  B+B, 
B — B  seront  tous  plus  petits  que  A;  donc  ils  ne  seront  ni  l'un  ni 
l'autre  divisibles  par  A ,  à  moins  qu'on  ne  suppose  B'  —  B.  Mais  alors 
les  deux  diviseurs  quadratiques  dont  il  s'agit ,  seraient  identiques;  donc 
le  nombre  premier  A  qui  divise  la  formule  ltdtzcu%)  ne  peut  appartenir 
qu'à  un  seul  diviseur  quadratique  de  cette  formule. 

Bemarquc.  Le  même  raisonnement  aurait  lieu ,  si  A  étaitle  double  d'un 
nombre  premier,  et  en  général,  si  A  était  une  puissance  quelconque 
d'un  nombre  premier,  ou  le  double  de  cette  puissance;  car  l'équation 

—=-=:a  n'admet  qu'une  seule  solution,  lorsque  A  est  de  la  forme 

mentionnée,  ou  même  plus  généralement,  lorsque  A  z=ztt*Q  t  ou  aa."9t 
fl  étant  un  diviseur  de  c,  non-divisible  par  et ,  et  et  un  nombre  premier 
(Voyez  n°  191).  Donc  dans  tous  ces  cas,  qui  sontfort  étendus,  le  nombre 
A  ne  pourra  être  compris  que  dans  un  seul  diviseur  quadratique  de  la 
formule  txdocu\ 

(a33)  «  Au  contraire,  si  A  est  un  nombre  composé,  il  pourra  y  avoir 
»  plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  C  rb  eu*  qui  contiennent 
»  le  nombre  A.  >» 

En  effet  le  diviseur  quadratique  qui  contient  A  peut  se  représenter 
parla  formule  Ay%  +  nByz+Cs*y  où  l'on  a  aB<A  et  B'—AC—^c. 
Or  A  étant  connu,  on  peut  prendre  pour  B  tout  nombre  qui  satisfait 

à  l'équation  ^-~  =  e,  pourvu  que  cette  solution  soit  comprise  entre 

zéro  et  {A.  D'ailleurs  lorsque  A  a  des  facteurs  premiers  inégaux  et 
non  communs  avec  c,  on  a  déjà  vu  (n°  191)  que  cette  équation  admet 
un  nombre  a'-*  de  solutions,  i  étant  le  nombre  de  ces  facteurs  (a  ex- 
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«epté).  Donc  il  y  aura  pareillement  un  nombre  a'""'  de  diviseurs  qua- 
dratiques Aj%  -f-  zByz -f- Cz*t  ou  de  formes  de  diviseurs  quadratiques, 
renfermant  A.  Il  pourra  arriver  cependant  que  plusieurs  de  ces  divi- 
seurs, réduits  à  l'expression  la  plus  simple ,  ne  diffèrent  point  entre  eux  ; 
de  sorte  qu'en  vertu  de  la  limite  assignée,  le  nombre  des  diviseurs  qua- 
dratiques qui  contiennent  A  ne  peut  excéder  ai-' ,  mais  il  pourra  être 
plus  petit.  Cela  est  d'autant  plus  manifeste,  que  le  nombre  des  diviseurs 
quadratiques  d'une  même  formule  i%db.cu%  est  souvent  très-petit,  et  se 
réduit  quelquefois  à  un  ou  deux ,  tandis  que  si  l'on  prend  un  nombre  A 
composé  de  plusieurs  facteurs,  la  quantité  a1—  qui  représente  le  nombre 
des  valeurs  de  B  peut  devenir  aussi  grande  qu'on  voudra. 

Remarque.  Jusqu'ici  nous  avons  considéré  les  diviseurs  des  deux  for- 
mules f-f-cu*,  C — eu*  indistinctement;  dans  le  reste  de  ce  paragraphe  , 
nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  première  formule  f*  -f-  eu*,  et  de 
ses  diviseurs  quadratiques. 

(a54)  <<  Tout  nombre  premier  A  qui  est  de  la  forme  Y'-f-as',  a  étant 
»  un  nombre  positif,  ne  peut  être  qu'une  seule  fois  de  cette  forme  ; 
»  ensorte  qu'on  ne  pourrait  avoir  à-la-fois  A~fl  -\~agx  et  A==ft-^agtt 
*i  g'  étant  différent  de  g.  » 

Supposons,  s'il  est  possible,  que  ces  deux  formes  aient  lieu  à-la-fois, 
et  qu'en  conséquence  on  aàf%-\-ag*==.f*-\-ag'%i  ouf* — f'=a(g'% — g*), 
il  faudra  que  f-\-f  soit  divisible  par  un  facteur  de  a  et  f — J*  par 
l'autre  facteur.  Soit  donc  a  —  mrty  /net  n  étant  deux  facteurs  indéter- 
minés; et  on  aura  f-\-f  =mh,  f — f  —  nk ,  ce  qui  donnera.... 
hk=g't—g\  Soit  <p  le  plus  grand  commun  diviseur  de  h  et  de 
éT -+"éf>  on  pou""»  foire  h=puç ,  g-hg'  =  *<p ,  et  il  restera  à  satisfaire  à 
l'équation  ft£=(g' — g)r.  Or  puisque  et  »  sont  premiers  entre  eux, 
il  faudra  qu'on  ait  h=*^,y  g'-—gz=zfjL-^f  -\,  étant  une  nouvelle  indéterminée. 
De  là  résulte 

Donc/'-f-a^1  ou  A=z\(jJLnï+yn*)  (my-\-n-\,%).  Et  puisque  A  est  un 
nombre  premier,  il  faudra  que  l'uu  des  facteurs  du  second  membre, 
par  exemple  mu'-j-nf,  soif  égal  à  4  ou  à  a. 

Soit  d'abord  m/*»  -f-  «*•  =  a  ;  on  ne  peut  supposer  fi  =  o  ni  f  =  o, 
parce  que  l'une  ou  l'autre  supposition  rendrait  identiques  les  deux 
formes  fl-\-ag%  f +ag't't  donc  la  seule  manière  de  satisfaire  à  cette 
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étnratiw,  est  de  suppose*  tous  les  nombres  m,  n>  nt  t  égustt  à  l'unité. 
Wais  *tets  on  aurait  a—  i ,  /«*4(f  4-     »       s  (^H'),/a=i 
£'=-±(04-4),  dorre  et  y""-f-/^'%  ne  seraient  qu'une  seul* 

et  thème  forme  i  (f-f  4)»4- *  (?-^4)',  contre  k  supposition. 

Bh  second  lieu,  soit  rti'x*-^/w«:=4;  comme  on  ne  peut  faire  encore 
l«=£=o  ni  x=o,  il  n'y  aura  que  deux  manières  de  satisfaire  à  cette 
équation,  lune  en  faisant  m=n=  i ,  /*=>  =  t  ;  Tantre  en  faisant 
m=i,  «  =  5,  fi  =  f=\.  Le  premier  cas  donnerait  A  f 
et  ainsi  ^  ne  serait  pas  un  nombre  premier. 

Dans  le  second  cas  ,  on  aura  A  =  9'  +  ,  i/*=5(<p4-34), 
g  =  ï(?. —  4")»  ma's  ces  dernières  valeurs  ne  peuvent  avoir  lieu,  à  moins 
que  <p  et  4  ne  soient  tous  deux  pairs  ou  tous  doux  impairs ,  et  dans 
les  deûx  hypothèses  <p'-fô4'i  ou  A  serait  divisible  par  4.  Donc,  dans 
aucun  cas,  le  nombre  premier  A  ne  pourra  être  exprimé  de  deux  ma- 
nières différentes  par  la  même  formule  ^*-f-as\ 

Remarque.  Si  un  nombre  A  peut  être  exprimé  de  deux  manières  par 
la  formule  j'-^az't  ce  nombre  sera  nécessairement  un  nombre  com- 
posé, et  on  pourra  même,  par  l'analyse  précédente,  en  déterminer  les 
deux  facteurs.  Mais  il  est  à  observer  que  ce  théorème  ne  serait  phjs  vrai 
si  a  était  un  nombre  négatif,  car  l'équation  A— y* — ai*  étant  supposée 
avoir  une  solution,  elle  en  a  dès-lors  une  infinité. 

(a3&)  Nous  avons  déjà  eu  occasion  d'observer  que  le  produit  des 
deux  formules  semblables  x%  4-<y  %  />*-+- «f*  donne  un  produit  semblable, 
lequel  est  susceptible  des  deux  formes 

C'est  ce  dont  on  peut  s'assurer  par  le  simple  développement  de  ces 
quantités.  Mais  on  peut  trouver  directement  hi  forme  de  ces  produits, 
en  considérant  que  les  deux  facteurs  Jr*-f-<ïr*>  p*-*raq*  équivalent  aux 
quatre  suivans  : 

Or  si  on  multiplie  les  deux  fréteurs  x-}-y\/-*-a,  p^qy/*-a ,  Yttti 
par  l'autre,  le  produit  sera  p& àqy (jy  +  <fx)\/ — a;  les  deux 
autres  facteurs  auront  de  même  pour  produit  px^--tujj~~( py-\-qx) y/ — a; 
et  le  produit  de  ces  deux  produits  sera  G^r-*-*^)*  4. 0(^4-7*)». 
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Le  résultat  fierait  le  mêaie,  en  changeant  Je  signe  de  f;  Ainsi  une  autre 
forme  du  produit  est  {px-\-(ujjr)*  -f-  o(pj —  çx)%.  Ces  formules  onjt 
lieu ,  quel  que  soit  le  signe  de  a  ;  tout  ce  qui  suit  suppose  que  a  est 

(a36)  Si  la  formule  x*-\-aj*  représente  un  nombre  composé*  N,  le- 
quel soit  m  fois  de  la  forme  x'-j-aj*,  et  que*  p*-\-aq*  représente  un 
nombre  premier  A  y  on  voit,  par  le  a"  précèdent,  que  le  produit  A  Y 
sera  susceptible  de  am  formes  semblables  a  x*  -f-  oy  \  pourvu  toutefois 
que  N  ne  soit  pas  divisible  par  A  :  ou  verra  tout-À-l'heme  pourquoi 

Si  le  nombre  premier  A  est  de  la  forme  p%-+-aç%,  le  quarre  du  .nombre 
A  sera  une  fois  de  la  forme  x%,  et  une  fois  de  la  forme  x*+aj*}  car 
on  a,  suivant  les  formules  précédentes  ^ 

Donc  si  le  nombre  composé  N  est  m  fois  de  la  forme  x>  -f-  aj*y  et  que 
le  nombrejpremier  A  soit  aussi  de  la  forme  p*-\-ag*.,  le  produit  NA* 
sera  susceptible  de  3m  formes  .semblables  ^'-f-aî'",  parmi  lesquelles 
il  y  aura  am  formes  où  X  et  Y  n'auront  point  de  cpmmun  diviseur  A  f 
et  m  où  ils  en  auront  un.  On  suppose  encore  que  A  n'est  point  divir 
seur  de  N. 

Le  nombre  premier  A  étant  toujours  de  la  forme  p*-\-aq%t  le  cube 
de  A  .sera  deux  fois  de  cette  même  forme  ;  car  A*  est  de  h  forme 
(pp —  aqq)1 -f- o{^pq)* et  cette  quantité  (multipliée  par  p*-\-acj*  fournit 
les  deux  formes 

(p>-5apry  +  a(5p-9^9y 

La  dernière  étant  représentée  par  X*+aY%  on  voit  que  X  et  «Font 
pour  commun  diviseur  A>  et  qu'elle  se  réduit  à  (pA)*  -\-a(qA)*t  la 
même  que  si  on  eût  multiplié  simplement  p'-+-aq%  par,  A*. 

'En  général,  A  étant  un  nombre  premier  de  la  forme  p*-\-aq%y  on 
peut  faire  A*  =  P*  H-  aO*,  et  on  aura ,  pour  déterminer  P  et  Q  y  l'équa- 
tion — a)m=zP+Q\/ — a,  dans  laquelle,  après  avoir  déve- 
loppé le  premier  membre,  il  faut  égaler  la  partie  rationnelle  à  la  partie 
rationnelle ,  et  la  partie  imaginaire  à*  la  .partie  imaginaire. 

•On  aura  -aussi  A'ssiA* .  A*-%  de  sorte  que  «Ion  fait  A'-^P  F-\-aQQt 
on  aura  une  nouvelle  valeur  de  A  qui  sera  {AFy-\-a{AQ)%.  On  en  ti- 
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rera  une  semblable  de  J*.A—*)  etc.  Donc  autant  îl  y  aura  d'unités 
dans  i  -h-,  autant  on  aura  de  formes  diverses  X'+aY*  pour  la  puis- 
sance A";  mais  parmi  ces  formes,  il  n'y  en  aura  qu'une  seule  dans 
laquelle  X  et  Y  seront  premiers  entre  eux;  dans  toutes  les  autres 
X  et  Y  auront  successivement  pour  commun  diviseur  A>  A\  A3,  etc. 
Donc  la  valeur  de  A'  sera 

lorsque  n  =  2,  unè  fois  A*  et  une  fois  de  la  forme  X*  -f-aK*, 
lorsqne  «  =  3,  deux  fois  de  la  forme  X*  -4-aI'V 

lorsque  n  =  4,  une  fois  A*  et  deûx  fois  de  la  forme  X'  +  aY*, 
lorsque  /i  =  5,  trois  fois  de  la  forme  l'  +  aP, 

ainsi  de  suite. 

Et  comme  chaque  facteur  X%-\-aY%  multiplie'  par  un  nombre  de  même 
forme,  produit  deux  résultats  de  cette  même  forme,  tandis  que  X* 
seul  n'en  donne  qu'un  ,  on  peut  conclure  en  général  que  le  produit 
d'une  formule  f*-j-ag*  par  A*  sera  susceptible  de  «-J-i  formes  sem- 
blables jr'-J-fl;»,  lesquelles  seront  toutes  différentes  entre  elles,  pourvu, 
que  A  ne  divise  point  f-hag\ 

Donc  si  on  a  Nz^arCy"^,  etc.,  *,  C,  y,  etc.  étant  des  nombres 
premiers,  tous  de  la  forme  p*-\~atf%y  le  nombre  N  sera  autant  de  fois 
de  la  forme  x%-\-aj-%  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  produit 

t(«H-i)        0  (»'+  0  («"  +  0  clc- 

Ce  nombre  coïncide  avec  la  moitié  de  celui  des  diviseurs  de  N  t  ou 
avec  celui  qui  indique  en  combien  de  manières  on  peut  partager  N  en, 
deux  facteurs.  1 

Dans  le  cas  où  (n-f-i)  (/»'+»)  etc.  serait  impair,  le  résultat  serait 
toujours  vrai,  pourvu  que  la  fraction  restante  \  fût  comptée  pour 

Lorsque  a=i ,  ou  que  la  forme  dont  il  s'agit  est  a-*-f-j*,  le  facteur  a 
ni  ses  puissances  n'entrent  point  en  considération  ,  et  ne  changent  pas 
le  nombre  des  formes  du  produit.  Car  en  multipliant  x*-\-j%  par  a, 
©n  n'a  qu'uu  produit  de  la  même  forme,  qui  est  (x+jY  4-  (*— /)*• 

(237)  Pour  appliquer  la  formule  générale,  considérons  les  trois  nombres 
5,  i3,  17,  qui  tous  sont  de  la  forme  p*-^-q%t  on  trouvera  : 

i".  Que  le  produit  5. 13.17  est  ^.2.2,2,  ou  quatre  fois  de  la  forme 
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a*.  Que  le  produit  54.i3  est  i.3.a,  ou  trois  fois  de  la  raème 
forme. 

3'.  Que  le  produit  5*.i3\i7  est  £.5. 3. a,  ou  neuf  fois  de  cette 
forme. 

4°.  Que  le  produit  5*.i3*  est  -.5.5,  ou  treize  fois  la  somme  de 
deux  quarrés  ;  toutes  propositions  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

Le  problème  inverse,  qui  au  premier  abord  aurait  pu  paraître  fort 
difficile,  se  résoudra  très-simplement ,  en  faisant  attention  au  résultat 
trouvé  dans  la  solution  directe. 

Par  exemple,  soit  proposé  de  trouver  un  nombre  qui  soit  trente  fois, 
de  la  forme  /j'-f-ay'.  Les  nombres  les  plus  simples  de  cette  forme  sont 
les  nombres  premiers  3,  17,  19,  4'»  4'»  etc.,  je  les  désigne  par  «, 
€,  y,  et  le  nombre  cherché  par  a"£"V,  etc.;  il  faut  donc  faire  en- 
sorte  qu'on  ait  5o—\(n+\)  (»'-+- 1)  («'+')>  €tc-  Pour  cela>  décom- 
posez 60  en  facteurs,  premiers  ou  non,  tels  que  3-4.5;  diminues 
chaque  facteur  d'une  unité,  vous  aurez  a,  5,  4  pour  les  valeurs  de  », 
n\  n*.  Donc  a*€3y*  sera  l'un  des  nombres  cherchés;  ainsi  3*.  17'.  19* 
doit  satisfaire  à  la  question. 

Fermât  a  indiqué  cette  solution,  sans  en  donner  de  démonstration, 
dans  une  de  ses  Notes  sur  Diophante,  page  128. 

Le  théorème  du  n*  a34  dont  nous  venons  de  donner  diverses  applica- 
tions ,  renferme  une  propriété  essentielle  et  très  -  remarquable  des 
nombres  premiers,  mais  il  est  susceptible  d'être  rendu  beaucoup  plus 
général,  ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  les  propositions  suivantes. 

(a38)  «  Tout  nombre  premier  A  compris  dans  la  formule  wy'-f-na*, 
ji  où  m  et  n  sont  positifs  (1),  ne  peut  être  exprimé  de  deux  manières 
m  différentes  par  cette  formule,  ensorte  que  si  l'on  a  A '=  nif*  -f-  ng* , 
»  on  ne  pourra  avoir  en  même  temps  A  =zmf*-\-ng'*,  g'  étant  difle- 
»  rent  de  g.  » 

Si  on  avait  à-la-fois  A=mf*-\-ng*  =  tnf%-\-ng'*t  il  en  résulterait 
f  ~~J  =^~^* ;  équation  dont  chaque  membre  doit  être  un  nombre 
entier,  parce  que  m  et  n  n'ont  point  de  commun  diviseur.  Soit  donc 

(1)  Les  nombres  m  et  n  doivent  être  premiers  entre  eux  ,  puisque  mf*  -f-  ng>  est 
i  gai  à  un  nombre  premier  ;  mais  on  peut  supposer  de  plus  que  m  et  n  n'ont  aucun- 
facteur  quarrè  :  car  si  on  atait  m  —  m'*' ,  il  «it  clair  que  la  formule  my*  -f-  ns*  ierait 
comprise  dans  m'y*+nz\ 
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n  =  a.C,  m  =  yS~ ,  on  pourra  faire  en  général 

f—f  =  clMN  g'Jrg^yMP 
f-f  =  ÇPQ  g'+g^NQ; 

ce  qui  donnera  a/=  *MiV  +  Éi><? ,   2g  =  yMP  -  MQ }  donc..; 

ou  4^=(«^*-+-^Q,).(^*  +  ^). 

Maintenant,  puisque  A  est  un  nombre  premier,  cette  équation  ne 
peut  subsister,  à  moins  qu'un  des  facteurs  du  second  membre  ne  sçùt 
égal  a  4  ou  a  2. 

Sott  *\  œylfr+GiPQ'  =  a  :  j'observe  qu'aucun  tles  nombres  M, 
ne  peut  être  supposé  égal  à  zéro,  parce  que  cette  suppo&itU» 
rendrait  identiques  les  deux  formes  mf+ng*,  vf*-h»g'>;  on  jne<K>WT» 
donc  -satisfaire  à  l'équation   précédente  qu'en  disent  aCyJ  ^  i 
tf  =  Q  =  i.  Mais  alors  le  nombre  ^  serait  de  k  -forme  /,-f-a%  «* 
par  conséquent  il  ne  «pourrait  être  qu'une  fois  de  cette  forme  (n*  aS4j}. 

Soit  a\  aj-M*-f-Ç<TQ*=4>  cette  équation  ne  pourra  avoir  lieu  qu'en 
faisant  etÇyS  =  3,  3f=Ç=i,  alors  le  norrrore  serait  de  la -forme 
j*  4-  3i* ,  ce  qui  rentre  dans  le  cas  déjà  examiné  nT  sf54. 

Donc  dans  tous  les  cas  le  nombre  premier  A  ne  pourra  être  exprimé 
que  d'une  manière  par  la  formule  mf%~{-n£'. 

(aSg)  «  Le  double  d'un  nombre  premier  A  ne  peut  être  exprimé  non 
»  plus  de  deux  manières  différentes  par  la  même  formule  m/'  -f-«â*, 
»  ensorte  que  si  l'on  a  *A  =nif*-)-ng%r  on  ne  pourra  avoir  en  .même 
»  temps  2A=zmf-\-  ng",  g'  étant  différent  de  g.  » 

Car  toutes  choses  restant  .comme  dans  la  proposition  .précédente.,  ojx 
sera  conduit  de  même  à  l'équation 

8Az=(ayM>+CSQ*)  (tfN'  +  Cyl*).  '■ 

Or  pour  que  cette  équation  subsiste,  il  faut  que  l'un  des  facteurs  du 
second  membre  soit  égal  à  a,  ou  à  4,  ou  à  8,  sans  cependant  qu'aucun 
ées  nombres  M,  N,  P,  Çaoit  «éro. 

Soit  i9.  <tyMt-{-ÇJQ%=  a  ;  cette  équation  ne  pourra  avoir  lieu  qu'au- 
tant qu'on  aura  a£^J==i ,  M=Q=i.  Mais  alors  nA  serait  de  la  forme 
y  -f-  a*,  et  si  on  avait  2A=f*  -f-f  =/•-+-/%  il  en  résulterait 
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Bouc  le  nombre  premier  A  serait  deux  fois  de  la  forme  >É-f-s*,  ce 
qui  est  impossible  (n°  2  >4). 

Soit  a'.  aj,Af'-f-CJX>'=4;  la  seule  manière  de  satisfaire  à  cette  équa- 
tion (sans  supposer  M  ou  Q  «gai  à  zéro,  ni  et6>cT  divisible  par  un 
quarré),  est  de  faire  a(»>^=s5,  Jl/e=  if  Ç=ri  ;  mais  alors  on  aurait 
ja-^=e=y*  -f-  5g*  équation  impossible,  parce  que  le  premier  membre  est 
de  la  forme  4«-M,  tandis  que  le  second  sera  toujours,  ou  impair, 
ou  multiple  de  4. 

Soit  3e.  ayM*+€<?Q>x=8t  il  est  aisé  de  voir  d'abord  que  *€yf 
ou  .mn  ne  peut,  dans  ce  cas ,  cire  un  nombre  pair;  car,  par  exemple, 
si  Ton  fait  a.y=3 ,  Ç«T=3,  on  aura  réquation  aiir*-f- 5N*ssBy  à  la- 
quelle on  ne  peut  satisfaire  qu'en  faisant  Nr=zù.  Les  antres  valeurs 
paires  de  mn  ne  pourraient  être  que  2  ou  iô;  mais  on  reconnaîtra  de 
même  qu'elles  sont  inadmissibles. 

Il  reste  donc  à  examiner  les  valeurs  impaires  de  mn  ou  de  ttÇyJ" , 
au  moins  celles  qui  ne  donnent  pas  plus  de  8  pour  la  somme  des  deux 
facteurs  ay  -f-6cT;  car  la  quantité  ay!lf*-{-€J'Q*  est  an  moins  égale  à 
cette  somme,  puisqu'on  ne  peut  faire  ni  M  ni  Q  égal  à  zéro. 

Le  cas  de  mnssti  ayant  été  déjà  examiné,  soit  mn=5,  on  aura 
Jlf*-f-3Q,=8,  équation  dont  l'impossibilité  est  manifeste. 

Soit  /m«=5,  on  aura  A/,,-f-5Q,=8,  équation  pareillement  impossible. 

Soit  mn=7 ,  on  aura  Af*-f-7Ç*=8,  équation  possible;  mais  alors  ou 
aurait  ^A=f*-\-^g%t  équation  impossible,  parce  que  le  second  membre 
est  ou  impair,  ou  multiple  de  8. 

On  ne  peut  faire  ««=9  à  cause  du  facteur  quarré,  ni  mn=  it,  ou 
mn^=  i3,  parce  que  i-j-n  ou  i+i3  surpassent  8. 

Soit  enfin  mn—i5,  <ty—  3,  6iT=5,  l'équation  3Af*-r-5Q,=8  sera 
possible;  mais  alors  on  aurait  3^/==/*  +  i5^*  ou  *A  —  *>fl  -f-  %*,  équa- 
tions toutes  deux  impossibles ,  parce  que  le  second  membre  est  on 
impair,  ou  multiple  de  8. 

Donc,  dans  aucun  cas,  le  double  d'un  nombre  premier  ne  peut  être 
compris  de  deux  manières  dans  la  formule  ny*  -f-  nz%. 

(246)  «  Tout  nombre  P  premier,  ou  double  d'un  premier,  qui  est 
»  compris  dans  la  formule  quadratique  2^7*  +  2 jrs*,  ne  peut 

»  être  exprimé  que  d'une  manière  par  cette  forum  le  ;  en  sorte  que  si 
1»  on  a  P—pf*-\-2{fJg-)-wrg* ,  ou  ne  pourra  avoir  en  même  temps 
»  P  =  pf*^~2effg'  -f-  **g'%'  »  (On  suppose  toujours  p  impair  et  np  ?r — q* 
égal  à  un  nombre  positif  c.) 
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J'observe  d'abord  que  le  cas  où  P  est  double  d'un  nombre  pre- 
mier se  ramène  aise'ment  à  celui  où  P  est  un  nombre  premier;  car 
si  on  a 

^—Pf*  +  *<?fg  + 

uA =/2f  •  4-  3f/y  +  a*£", 

il  faudra  que  /  et  /'  soient  pairs.  Ainsi  faisant /=  ah ,  /'=  aA',  on 
aura 

A  —  iph'  +  iqhg  +  *g" 

Donc  s'il  est  impossible  qu'un  nombre  premier  A  soit  compris  de  deux 
manières  dans  une  même  formule  quadratique,  il  sera  pareillement  im- 
possible que  son  double  "xA  soit  exprimé  de  deux  manières  par  la  for- 
mule quadratique  qui  contient  iA.  Réciproquement  si  la  proposition 
était  démontrée  par  le  cas  de  P=zA ,  elle  le  serait  pour  celui  de 
P  =  A;  c'est  pourquoi  il  suffira  de  considérer  l'un  de  ces  cas. 

Soit  donc  A  un  nombre  premier  compris  dans  la  formule  

py*  -|-  iqyz  -f-  27fo*  qu'on  pourra  considérer  comme  l'un  des  diviseur* 
quadratiques  de  la  formule  /'-f-cu\  Si  l'on  fait  A=pf*-{-2<]fg-\-2itg*t 
et  qu'après  avoir  déterminé  f°  et  g°  par  l'équation  Jg* — Jfagz=cit  on 
substitue  Jy-t-f*s  et  gy-\-g°z  à  la  place  de  y  et  z  dans  la  formule 
/yM-aflT'a-r-a**'»  cette  formule  deviendra  de  la  forme  Ay'+aByz-j-Cz*, 
OÙ  l'on  aura  AC — B*—c. 

Donc  si  le  nombre  est  compris  de  deux  manières  différentes  dans 
la  formule  proposée  /n--+-2</yz-\-2-x:',  il  faudra  qu'on  puisse  satisfaire 
à  l'équation  A=Ay*-+-  iByz-{-  Cz*y  sans  supposer  s  =  o.  Cette  équa- 
tion étant  multipiice  par  A  donne  A%  =  (  Ay  -f-  Bz  )•  +  cz% ,  ou 
A*  —  (Ay  +  Bzy=cz\  Soit  c  =  «w,  m  et  n  étant  deux  facteurs  indc-» 
terminés,  on  pourra  faire 

A  +  Ay  +  Bz  —  mM 
A  —  Ay  —  Z?z  =  tjiV  , 

et  l'équation  à  résoudre  deviendra  MN  =  z%.  Or  on  satisfait  générale- 
ment à  cette  équation,  en  prenant  il/  =  Xft%  iVssXr»,  3=tyir,  /*  et  » 
étant  premiers  entre  eux;  on  aura  donc 

A  -f-  -f-  sas  m^' 
A~Ay  —  BXfM  =  nh>*t 

d'où  l'on  tire  3^  =  A(»y*'-r-w'). 
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Ce  résultat,  qui  a  lieu  quel  que  soit  ,7,  prouve  que  si  an  nombre 
quelconque  A  est  compris  de  deux  manières  différentes  dans  une  même 
formule  quadratique  pyx  -f-  %qyz  -f-  3*3%  son  double  iA  sera  le  produit 
de  deux  facteurs  A,  »,  l'un  m  de  la  forme  ffi^  +  ws"  (où  m/i  =  c), 

Maintenant  si  A  est  un  nombre  premier ,  comme  on  peut  faire  abstrac- 
tion du  cas  de  c  =  i,  on  ne  pourra  faire  ni  Xz=A,  ni  X=saA;  donc 
puisque  X  est  diviseur  de  2A ,  il  faudra  que  A  soit  1  ou  a;  ainsi  on  aura 
soit  A  =  m^u.'  -f-       soit  2  A  =  mp.*  -f-  nt*.  ,  .  - 

i*.  Si  on  a  ^=/iu*,-r-'»*%  le  nombre  premier  A  sera  compris  dans  la 
formule  mr» qui  est  l'un  des  diviseurs  quadratiques  de  la  formule 
l?-f-c«\  Mais  comme  un  même  nombre  premier  ne  saurait  appartenir 
à  deux  différens  diviseurs  quadratiques  d'une  même  formule  t*-{~cu* , 
il  s'ensuit  que  la  formule  mjr*-\-nz%  doit  coïncider  avec  la  formule  donnée 
pj*-\-2qyz-\r7.TCt%.  Or  on  a  prouvé  (n°  a38)  que  le  nombre  premier^ 
ne  peut  être  qu'une  fois  de  la  forme  mjr*  -f-  nz% ,  donc  il  ne  peut  être 
qu'une  fois  (1)  de  la  forme  équivalente  py%-\-*qyz-\-2Xzl. 

a\  Si  on  a  1A  —  my%-\-nz*,  le  nombre  2A  appartiendra  au  diviseur 
quadratique  my*-{-nz*.  Mais  de  ce  que  le  nombre  A  est  compris  dans 
le  diviseur  py*-\-  2qyz  -h  2 «"2%  il  s'ensuit  que  iA  est  compris  dans  le 
diviseur  conjugué  ap/*-f-  2qyz-*r*z%.  Donc  comme  2A  ne  peut  appap- 
tenir  à  deux  diviseurs  quadratiques  différens,  il  faut  que  la  formule 
îpy*-\-%qyz-\"i(z%  soit  identique  avec  my* -+-  «s\  Mais  s'il  y  avait  deux 
solutions  de  l'équation  A=py*-\-2qjrz-\-*'Kz%f  il  y  en  aurait  deux  de 
l'équation  2A  =.  ipy*  -f-  22Tz  -f-  et  partant  deux  de  son  identique 
az/ss/nr'-f-ns*,  ce  qui  est  impossible  (n*  i3g). 

Donc  le  nombre  premier  A  ne  peut  être  exprimé  de  deux  manières 
différentes  par  la  même  formule  pjl  açrs-f-  a***;  •*  donc  tout 
m  nombre  P,  etc.  » 

(a40  Remàryue.  La  proposition  précédente  et  même  les  propositions 
des  art.  a58  et  a5g,  sont  sujettes  à  exception  dans  trois  cas,  savoir: 

I»,  Si  le  diviseur  quadratique  est  de  la  forme  py%-\-  apjz  -f-  airz* ,  ou 
simplement  />r*-f-rz»,  ce  qui  suppose  9  =  0. 

—  —  ■ 

(0  Cette  conclusion  est  sujette  a  une  exception  dont  il  sera  fait  mention  dans  la 
Remarque  suivaatt. 
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e\  S'il  est  de  la  forme  py' -*r%qy%  -^a^t*,  qui  suppose  rzk  iq. 

3'.  S'il  est  delà  forme  pj%-^~aqp*+{piii  qui  «appose rinsp. 

Car  il 'est  visible  'que  dans  oes  differens  cas,  chaque  manière  Je  ne^ 
présenter  un  nombre  donné  -i^par  l'un  de  •Cês  diviseurs,,  en-fouroit  im- 
médiatement une  seconde. 

Ainsi  i\  à  l'on  satisfait  à  l'équation  P*=py*  +  rz* ,  en  Taisant 
-r«*<»vz*±:H,  tmi  7  *â**feitWiflsi  en  faisant  7==>n,^^^h,*equi, 
«gtfureusemont  vpaMani,  ##t  «ne  solution  différente. 

<2°.  .Si  l'on  satisfait  à  l¥q*Htiôh  -P=±=pf  +  *<ff£  *+->#fim  en  lalsadt 
jrzssm,  z  —  n,  on  y  satisfait 'aussi  'Wa^faisant^îfaJn,  zss—Vfr— 

*Si>Si  l'on  «twfâit  4  ^Équatton  ^-  açyM-/*'  *n  faisant 

rri=.w»,  a*»,  <m  y  'satisfait  aussi  en'fofcaot  ^sn». 

•Nous  appellerons,  pour  abroger,  dtviséHrs  Qiktàrtù<}i)és<btjïd*s,  OU 
simplement  diviseurs  bifides,  ceux  qui  «tombent  dans  l'un  de  ces  trois 
«cas;  mais  nous  conviendrons  en  même  temps  de  ne  regarde*  qde  comme 
^ine  solution  les  deux  qui  vont  ainsi  ensemble  efqui  «e-déduiseht  H'urie 
•de  loutre  de  là  même  manière.  Alors  lés  -propositions  'précédentes  se- 
ront absolument  générales *>t«il  tn»y  Wl  liwi  à  'aucune  exception. 

'i^i)  «Tout  nombre  premier  ^  Compris  dans  la  formule  quadra- 
it  tique  py*  +  qfz*l-  As»  dortt  les  coéfBcrêns  sont  impairs,  >n'y  peut  être 
">  'fcbmpris  que  d'une  seule  'manière ,  excepté  dans  le  «as  évident  w> 
^>  deux  «es  nombres  p,  q,  r  sOrit  égaux.»»  '('0&  Wpe  toujours 
4Jaï**J  y»  'egdl  à  ttn  nombre  positif  feî) 

On  a  ftcjà  -*n;  ri«  *io,  que  la  formdle7y*4-^z+rt*reiiferme  les 
trois  suivantes  : 

"G>  — 7  4-  H-  (  V  -  +  4P»> 
donc  il  faudra  que  le  nombre  premier  -i  appartienne  à  l'une  de  ces 
formules.  Mais  celles-ci  étant  réduites  à  la  forme  ordinaire,  où  deux 
coefficiens  sont  pairs,  il  suit  du  théorème  précède  nt,  que  le  nombre  si 
ne  pourra  être  compris  que  d'une  seule  manière  dans  la  formule  à  laquelle 
il  appartient;  donc  il  ne  pourra  être  exprimé  que  d'une  manière  par  la 
formule  proposée  pj  * -+- qjz -f-  rz',  exccpté'les  cas  des  diviseurs  bifides, 
dont  nous  faisons  abstraction. 

Nota.  Les  théorèmes  précédons  concernant  les  nombres  P  , 
P  =  a^,  premiers  ou  doubles  de  premiers,  s'appliquent  également  aux 
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de  la  ferme  P=*A\  P*=**A*}  k  étant  tu»:  «posant  que*- 
car  clans  ©es  (ormes,  comme  dans  celles  ou  ka=zxs  le  nombre 
P  ne  pourra  appartenir  qu'4  un-  seul'  dfciseurvquadtatique<dè  la  formule 
f*-f-c«»<  (  Voyea  »»  *3a).  -  ■" .  -  ;  ;  "  «°  K  X.  LV»  f«f 
.»  •  •     /  "i  <  f   .     '  «,!'  ï,f  *.       \  t,m*2  *  :  -lïf'fl  *  " 

(245)  «Soit  P  un  nombre  composé,  impairdu  dfcublè  di'ii&  impair; 
»  si  l'on  suppose  que  P  soit  diviseur  de  la  formulé  i"<4-««*,  et  qÀiVm 
«  conséquence  P  soit  compris  dans  un  ou  plusieurs  diviseurs  quadra- 
»  tiques  de  cette  formule ,  je  dis  que  P  sera  toujours  exprimé  par  ces 
»  diviseurs  quadratiques  de  a'-'  manières  différentes,  *  titan t  le  nombre 
»  des  facteurs  premiers  inégaux  qui  divisent  Psans  divise*  e.  » 

En  effet,  puisque  P  est  diviseur  de  !..  formule, f-f-cn*,  il  le  sera  do 

la  formule x*^f- c,  et  l'équation  -^-===  e  aura  autant  de,  splutionf 

qu'il  y  a  d'unités  dans  a'-  (voyez  n*  191).  Soient  .**c'..,. ç«ft 

4iTérai**  v4e.urs.:d^  HHWP  t«ips 

if,  iT,  JT,  etc.  tes  valeurs  correspondantes'  de  la <  quantité  ,  è* 

pourra,  a,veç  ces  nombres  composer  les  .  formules.    '  1 

.  ^r*^fr aQyaU-  Jfo?,       :,.!»«.  ;  :.  .>  .  ..<■) 

'    P^+aÇ^ra-K/jy  •  i  • 
P>--f-aÇyz-r- iTz»- 

,  f  .»  '                    :   etc.:       '  '  ' ;"  '  !                j!  i  'h 

dans  lesquelles  P  est  constamment  le  môme,  cjquv  «eront  toutes 
djvisv-ui  s  quadratiques  de  la  formule  tf-f?<?«*.  , 

Soit  pj "  -f-  iqjz-\-  rs'  un  des  diviseurs  de  la  morne  formule,  réduit 
à  la  forme  la  plus  simple,  et  dans  lequel  le  nombre  P  soit  contenu,  on 
pourra  donc  supposer  Pzappf*  -f-  %qfg  -jrrg*.  Si  ensuite  on  détermine 
f  et  g*  d'après  l'équation^— fgz=i,  et  qu'on  mette  jj+fz  au 
lieu  de  j ,  et  gf-\-g*z  au  lieu  de  s ,  la:  formule  /y*  ■+-  a^ys  -f-  rz%  de- 
viendra par  cette  substitution  P/» aAfrz -f- JVz%  et  on  aura 

D'ailleurs  on  pourra  toujours  prendre/*  ët  g-  de  manière  que  Af'soit 
moindre  ou  non  plus  grand  que  £  P.  Be  là  On  voit  que  pour  que  M 
puisse  être  successivement  égal'  à  chacun  des  nombres  Ût  Ç",  Çf  \  etc. 
(comme  cela  est  nécessaire ,  puisque  chaque  diviseur  quadratique 
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i^*-t-aÇ/s-{- As*,  après  avoir  été  réduit  à  la  forme  la  plus,  simple, 
doit  coïncider  avec  l'un  des  diviseurs  représentés  par  py%  •\-Mffz-\-rz*') 
il  faut  que  les  valeurs  de  /  et  g  puissent  être  variées  en  autant  de  ma- 
nières qu'il  y  a  de  nombres  Qt  Q,  Q",  etc. ,  c'est-à-dire  en  un  nombre 
de  manières  a*-',  i  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers,  inégaux  et 
impairs,  qui  divisent  P  sans  diviser  c. 

Donc  Je  nombre  P  sera  compris  de  a1-'  manières  différentes  dans  le* 
diviseurs  quadratiques  de  Ja  formule  t'-^-cu*. 

(a44)  Si  le  diviseur  quadratique  pj*  -+-2qfz+rz*,  est  le  seul  affecté 
à  un  même  groupe  de  diviseurs  linéaires ,  il  faudra  que  les  a'—  formes 
dont  il  vient  d'être  question  soient  comprises  dans  ce  seul  diviseur , 
et  ainsi  il  y  aura  dans  ce  cas  a'~*  manières  de  satisfaire  à  l'équation 
P=pj  •»  -f- -r-ra*.  Résultat  remarquable,  et  qui  mérite  d'être  con- 
firmé par  un  exemple. 

"La  formule  r+6gtt"  a  pour  diviseurs,  d'après  la  Table  IV,  lef 
nombres  premiers  5,  7,  i5,  «,7,  ,19,  etc.;  donc  le  produit  5.7.17, 
par  exemple  ,  ou  5<p ,  est  un  diviseur  de  la  même  formule.  Ce  diviseur 
étant  de  la  forme  3760-4-43,  'a  même  Table  fait  voir  qu'il  doit  être 
compris  dans  le  diviseur  quadratique  77M-  3>z4-ioz»;  et  parce  que  ce 
diviseur  est  seul  de  son  espèce,  et  qu'en  même  temps  le  nombre  com- 
pris 5cp  est  composé  de  trois  facteurs  impairs,  inégaux;  il  faudra, 
d'après  le  corollaire  précédent ,  que  5g5  soit  compris  de  as— '  ou  4 
manières  dans  la  formule  yjr'-j-sj-z-^-  102*.  En  effet,  si  on  met  l'équa- 
tion 595  =  7/*-f-ajz-f-  ioz*  sons  cette  forme  (7/4-2)* =4 165  —  692% 
et  qu'on  donne  à  z  les  valeurs  successives  o,  1,  3,  5,  etc.,  on  trouvera 
les  solutions  suivantes  : 
.'•■>,  ••■  m  '\  j  •'  £=  t  y=zQ- 
«ji;;..'t/î*  **  no  '•..••if  «  1  i'<  .",    g~        •  -  5 

;    *  •  "...il  ••')   <..!  .  J -       [>'•'•  '•■ 

-  •  7 .......   ^ 

i'U  -  .  J  '  )   /    /.--;   -        (.-;•'  vv>    i  ..>.         4.,.  »  1  .     . .. .  .. 

Donc  il  y  a  trois  valeurs  de  z  dont  une  répond  à  deux  valeurs'  de  y ,  et 
ainsi  il  y  a  quatre  solutions  dfe  l'équation  proposée ,  conformément  au 
théorème.  i  V, 

Remarque  1.  Les  mêmes -exceptions  qui  ont  été  observées  n  , 
lorsque  P  est  premier  ou  double  d'un  nombre  premier,  ont  également 
lieu  lorsque  P  est  un  nombre  composé;  mais  elles  se  rapportent  toutes 
aux  diviseurs  bifides,  et  on  peut  en  faire  abstraction. 
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Remarque  II.  Si  un  nombre  impair  P  est  diviseur  de  la  formule 
où  c  est  de  forme  8/»-f-3,  et  qu'en  conséquence  P  soit  com- 
pris dans  le  diviseur  quadratique  pj^-hq/z  +  rz*  dont  les  coefficiens 
•ont  impair*;  on  prouvera,  comme  ci-dessus,  que  le  nombre  P  sera 
compris,  de  a1-'  manières  différentes,  dans  les  diviseurs  quadratiques 
de  la  formule  /•-f-eu»,  i  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers  inégaux 
qui  divisent  P  sans  diviser  c. 

Et  il  n'y  aura  point  exception,  quand  même  on  aurait  r=q,  pourvu 
qu'on  regarde  la  solution  j=m,  z=ra,  de  l'équation  Pz=pjr%+<{jrz+qz* 
comme  ne  différant  point  de  la  solution  /=/»,  z  = — m — n. 

(a45)  «  Si  o  est  premier  ou  double  d'un  premier,  tout  nombre  2V 
w  compris  dans  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  f*-f-cu%  n'y 
»  pourra  être  compris  que  d'une  manière,  tant  qu'on  n'aura  pas 

»N>\c.n 

Pour  le  démontrer,  nous  allons  chercher  quelles  sont  les  conditions 
pour  que  le  nombre  N  soit  contenu  deux  fois  dans  le  diviseur  quadra- 
tique pj*  -f  -  2<prz  n*.  Alors  en  faisant  pjr  -f-  qz= jc  ,  on  aurait  les  deux 
solutions 

pN=  a:*  ■+■  ci*  =x"-f-  «\ 

Soit  i\  z'=z,  on  ne  supposera  pas  en  même  temps  x'—x,  parce 
qu'alors  on  auraity=y ,  et  les  deux  solutions  n'en  feraient  qu'une  ; 
mais  on  peut  supposer  a^=— a?,  ce  qui  donnera  p(jr+jr')-j-2qz=:o. 

Puisque  le  nombre  c—pr — y*  est  premier  ou  double  d'un  premier  , 
les  nombres  p  et  uq  seront  premiers  entre  eux,  ou  n'auront  que  a  pour 
commun  diviseur. 

Dans  le  premier  cas,  on  ne  peut  satisfaire  à  l'équation  p{y~\-f)-iriqz=JO 
qu'en  faisant  jr-f-/=  *mq  ,  z  =  — mp.  On  a  donc  alors  N=py% — Kjmpy 
-t-rm%p*=p[(jr— mqY-+-cm*']  ;  donc  N>pcmmt  ou  en  général  N>pe. 
Les  cas  de  p  s=  1  et  p=  3  ne  donnant  qu'une  même  solution ,  on  aura  . 
au  moins  p  =  5;  ainsi  pour  que  N  soit  contenu  deux  fois  dans  le  même 
diviseur  quadratique,  il  faut  qu'on  ait  N>5c. 

Dans  le  second  cas,  p  étant  pair,  si  l'on  fait  p  —  i* ,  on  aura 
l'équation  nx{j-\-y/)-\-^z=oi  à  laquelle  on  satisfait  en  faisant  2= — -jr/rc, 

y-\^z=qm  ;  d'où  résulte  N=aty—3q*fi*+***mh=i  Z  [(2/— -fcm»]. 
Donc  jV>jcm%  ou  en  général  iV>  ^.  On  ne  peut  supposer  p=z, 
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ni  p=  4 ,  parce  qu'il  n'en  résulte  pas  proprement  deux  solutions,  ainsi 
1*  moindre  valeur  que  poisse  avoir  p  est  6 ,  ce  qui  donnera  JV->  \e.  ■ 
Soit  a*.  z'>a,  alors  ayant  x^— .*'»=c z»),  l'un  des  facteur* 
x-f-x',  je — x'  du  premier  membre  devra  être  divisible  par  c  ;  et  comme* 
le  signe  de  x  est  à  volonté,  on  pourra  faire  r-j-jc'  =  eu.  De  Lj  résulte* 

x=ic«+^,  et  ^=ic-«-4-^(z'^H^-7f 

donc  on  aura  ify^cV**,  ou  en.  général  Np>\c%^  et.  parce  qu'q»  a 
^<i/Jc,  il  s'ensuit  iV>^çv/|c 

Cette  limite  est  égale  à  \c,  lorsque  c=48,  et  elle  est  plus  grande, 
lorsque  c  surpasse  /,8.  D'ailleurs  en  examinant  successivement  tous  les 
cas  où  l'on  a  c<48,  on  ne  rencontre  aucune  exception  à  la  proposition 
que  nous  avons  énoncée.  Donc  on  peut  dire  en  général  que  si  on  a  iV<  £  c, 
le  nombre  iV  ne  pourra  être  contenu  qu'une  fois  dans  un  même  diviseur 
quadratique  de  la  formule  t *+  eu*,  c  étant  premier  ou  double  d'un  premier,' 
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§  XI V.  Sur  le*  hioyen*  $e  trouver  un  nomltre  premier plus 
grand  q&km  nombre  donné. 

(M®  S 


oit  M  un  «ombre  contenu  deux  on  .plusieurs  fois  dons  la 

ait 


multipliant  tout  par  y;,  et  faisant  a  l'ordinaire     — ^*=r,  on  aura 

Supposons  que  £  ou  £c  soit  un  nombre  .premier.,  ou  qu'au  moins  si 
l'un  ou  l'autre  est  le  produit  de  deux  facteurs ,  l'un  de -ces  facteurs  soit 
commun  avec  p  et  <j\  alors  l'équation  .précédente  ne  peut  avoir  lieu,  à 
moins  que  /7*-hf£=fc(/^*f-j/«r)  ne  soit  divisible  par  c.  Soit  donc 
py-t-ff  ==*=(/>*  H-  —  *r),  on  aura,  après  avoir  substitué  et  divisé 
par  c,  l'équation 

Toutes  les  fois  que  cette  équation  sera  possible,  c'estr*-dire ,  totttesles 
fois  qu'on  pourra  trouver  une  valeur  de  jt  autre  que  zéro ,  par  laquelle 
le  premier  membre  devienne  un  q narre  parfait,  il  s'ensuivra  que  le 
nombre  'M  ou  sa  moitié  n  est  pas  un  nombre  premier. 


(247)  Si  l'équation  (a)  n'est  possible  qu'en  faisant  x=i 
'pas  encore  en  conclure  que  le  nombre  M  ou  sa  moitié  est  Un  nombre 
premier.  Cependant  si  dans  ce  même  cas  le  diviseur  quadratique 
py  *  -+-  -Hrs*  relatif  à  la  formule  /*-f-cn*,  est  seul  de  son  espèce, 
ensorte  qu'un  nombre  qui  y  est  contenu  ne  puisse  appartenir  à  aucun 
antre  diviseur  quadratique  de  la  même  formule  f -f-ca';  ou  en  d'autres 
termes,  si  le  diviseur  quadratique  py%  -f-  zqfz  -f-  rz*  est  seul  affecté  a  un 
même  groupe  de  diviseurs  linéaires,  comme  on  en  voit  des  exemples 
multipliés  dans  les  Tables  IV,  V,  VI,  et  VII,  je  dis  qu'on  pourra  con- 
•dure  que  le  membre  M  00  sa  moitié  est  un  nombre  premier,  sauf  une 
exception  dont  il- sera  fait 
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En  effet,  t5.  si  le  nombre  Af,  compris  dans  la  formule  pf*+iqyz+rz% 
e,t  divisible  par  deux  nombres  premiers  différens  non-d,v,seurs  de  ^ 
on  a  déjà  vu  (n-  *44)  q«e  Af  sera  compris  de  deux  manières  différentes 
dans  la  formule  ,yM- puisque  celle-ci  est  seule  de  son  es- 
pèce. Donc  alors  1  équation  (a)  aurait  au  moins  deux  solutions. 

a»  Si  le  nombre  Af  est  égal  à  une  puissance  paire  du  nombre  pre- 
mier a  ou  si  l'on  a  Af=*",  alors  le  nombre  Af  appartiendra  au  divi- 
seur quadratique  +  car  si  Ce  °,n  £  JT*!* 5 
T=  àTn  nombre  pair,  on  obtiendra  la  même  forme  linéaire  fxj* 
qui  convient  au  nombre  Af.  Mais  on  suppose  que  les  formes  linéaires 
dans  lesqueUes  Af  est  compris  ne  répondent  qu'à  un  seul  diviseur  qua- 
dratique Pr  +  »«rM-«"i donc  ce  diviMur> dans  lwH  ^  ^TTÏ! 

n'est  autie  que  ou  son  équivdentj» +  ^  +  (0+1)^ J  ob. 

serve  maintenant  que  le  nombre  Af  qui  sera  exprime  par  f+<£» 
fête  étant  premiers  entre  eux ,  pourra  l'être  aussi  par  la  simple  for- 
mule >\  en  faisant  j  =  >=*',  3  =  o;  et  quoique  cette  dernière  ex- 
pression ne  soit  pas  régulière,  puisqu'on  doit  toujours  supposer  j  et^x 
premiers  entre  eux  ,  cependant  il  n'en  est  pas  moins  vrai  qu  on  pourra 
faire /»-f-c^  =  >',  et  qu'ainsi  l'équation  (a),  outre  la  solution  x=o, 
en  aura  une  autre  qui  donne  «f =0. 

5.  Si  le  nombre  Af  =*-+',  *  étant  un  nombre  premier ,  alors  il  est 
aisé  de  voir  que  *  et  Af  appartiendront  au  même  diviseur  quadratique. 
Car  soit  ar'-f-  *£/z -+->*'  le  diviseur  quadratique  qui  contient  «,  s,  Ion 
fait  r=a-  et  z  égal  à  un  multiple  de  2c  f  alors  ce  d.v.seur  devient  de 
la  même  forme  hnéaire  4cx+a  dont  est  «—  ou  A/.  Mais  il  n  y  a  par 
sunnosition  qu'un  seul  diviseur  quadratique  qui  reponde  au  groupe  de 
formes  linéaires  dans  lequel  Af  est  compris,    donc  ce  diviseur 
py.  +  3Çrz+«»  sera  identique  avec  le  diviseur      +  ■ 
Slui-ci  offrira  toujours  deux  manières  de  représenter  Af,  lune  ou^ 
et  z  seraient  premiers  entre  eux,  l'autre  où  l'on  ferait  j=«",  z=*o. 
Donc,  enTerm  de  ces  deux  expressions,  l'équation  (a)  aurait  encore 
deux  solutions. 

4*  Si  on  a  Af =*",  on  prouvera,  d'une  manière  semblable ,  que  le 
nombre  Af  appartiendra  au  diviseur  quadratique  W+yv+Ç^)? > 
si  c  est  impair,  ou  au  diviseur  *T+C-z-,  si  c  est  pair.  Dans  les  deux 
cas  le  nombre  Af  pourra  toujours  être  exprimé  de  deux  manières  par 
ce  diviseur,  ainsi  l'équation  (a)  aura  deux  solutions. 
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5*.  Si  le  nombre  M  =  a**""*"' ,  ou  prouvera  encore  de  la  même 
manière  ,  que  le  nombre  M  appartiendra  au  même  diviseur  qua- 
dratique que  aa,  et  qu'ainsi  ce  diviseur  pourra  être  représenté  par 
îtty  +  aÇjrz+yz*.  Il  y  aura  donc  au  moins  deux  manières  de  satisfaire 
à  l'équation  M=pj*  +  a^yz-f-rz",  et  par  conséquent  au  moins  deux, 
solutions  de  l'équation  (a). 

(a48)  n  parait ,  -par  l'examen  de  tous  ces  cas,  que  si  le  premier 
•membre  de  l'équation  (a)  ne  peut  devenir  un  quarré  que  lorsque  x=o, 
on  peut  en  conclure  que  le  nombre  M  ou  \M  est  un  nombre  premier. 
Il  faut  néanmoins  excepter  le  cas  où  M  aurait  un  facteur  premier  *  non 
commun  avec  c,  et  plusieurs  autres  6,  yt  etc.  communs  avec  c,  car  alors 

l'équation  -=L *-  =  <  ne  serait  susceptible  que  d'une  solution ,  et  le 

nombre  M  ne  pourrait  être  représenté  que  d'une  manière  par  la  for- 
mule py*-\'aqjrz'jr  rz*.  Mais  si  d'une  part  le  diviseur  quadratique 
TJT'-r-açT'z-f-rt*  qui  contient  M,  est  seul  de  son  espèce;  si  d'autre 
part  M  n'a  aucun  diviseur  commun  avec  c,  et  que  la  quantité... 
€t-\-a(pa.-i-qG)x — ex\  formée  d'après  la  valeur  M=p<f-t-2qa.Ç+r€% 
ne  puisse  être  égale  à  un  quarré  que  dans  le  seul  cas  de  x=o,  on 
pourra  conclure  avec  certitude  de  ces  conditions  réunies,  que  le  nombre 
M  ou  sa  moitié,  s'il  est  pair,  est  un  nombre  premier. 

(349)  Cela  posé ,  si  on  prend  pour  a  et  £  des  nombres  quelconques 
premiers  entre  eux,  on  pourra  regarder  comme  autant  de  théorèmes  les 
résultats  suivans  choisis  entre  plusieurs  autres  semblables  qui  sont  con- 
tenus dans,  nos  Tables.  Ils  indiquent  diverses  formules  générales  dans 
lesquelles  tout  nombre  compris  sera  premier  ou  double  d'un  premier  , 
si  la  formule  conditionnelle  ne  peut  être  un  quarré  que  lorsque  x=o  , 
et  si  en  même  temps  M  et  c  sont  premiers  entre  eux,  ainsi  que  «  et  C 
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Formule  conditionnelle. 

 i  .  . 

£-4-2(*4-e).r—  i3x» 
€'  -f-  a  (a  H-  É)  X  —  37X» 
£«4~6(*4-£)x  — 57X»J  . 
g»_(_G(a-f-e)ar  — 95a:» 
e»4-G(5*4-€)x  —  i4ix* 
6*4-3(11  4-7^)0;  —  igSx» 


Formule  de  nombres  prem< 


f  F  S 


«•4-2«€-Ki4£* 
a'-f-aa^  -f- 58f • 

3a»4-6a£4-346» 
i5a*4-6a£4-  106* 
11**4-  i4a€-f-  aa€* 


C'  +  a  0*4-°)  x  —  1  ix» 

É*  4-  2  (2*-j-£)  x  —  igx* 
€•4-2  (2«4-^)  x  —  43x» 
Cl  4-  2  .(2*4-^)  x  —  C7x» 
4-  6  (ax4-£)  x  — .  1 23x« 
4-  a  (2*4-6)  a?  —  iC5x» 
6»  4-io(2a4-€)x—  a35x» 


«1»  4-  *6  4-  36» 
a»  4- «6  4- 56» 
*»  4- «6  4-1 16» 
a»4_a^4_,7g. 

3**4-3aÉ4-»i£" 

a*  4-  x£  4-4iÊ* 

5*»4-5«é  4»  i36» 


6»4-a*x  —  iox' 

6*  4"  2 XX  22X* 

6*4-  2*x  —  58x» 
6*4-  îoax  —  7ox* 
£»4-6ax—  ioax» 
6*4-  loatx —  190X* 


*»4-  106* 
«»4-aa6» 
et»  4-586» 
5**4-146* 
5«»4-34^* 
5a»  4- 586» 


<a5o)  Pour  s'assurer  si  la  qnantîté  6*4-2  (;>*4-76)x— cxx  ne  peut 
être  un  quarré  que  lorsque  xs=o,  il  faudra  essayer  pour  x  toutes  le» 
valeurs  en  nombres  entiers  comprises  entre  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion 6*4-3(/>*4-<?*»)«* — tfxx==o.  Le  nombre  des  essais  est  donc  en 

'général -«/^Af,  M  étant  le  nombre  p<u*-\-nqa.Ç,-\-r€%  dont  on  veut  dé- 
terminer la  nature.  La  formule  la  plus  avantageuse,  ou  celle  qui  exige 
le  moins  d'essais ,  est  donc  celle  où,  toutes  choses  d'ailleurs  égales, 
p  sera  le  plus  petit ,  et  c  le  plus  grand. 

Par  exemple,  si  on  considère  la  formule  a»  4- «64-4»  on  plutôt 
aa»-r-2«'t4-S2£*,  afin  de  l'assimiler  à  la  formule  générale /y-*4-2£?'3'4~r-% 
le  nombre  des  essais  pour  s'assurer  si  le  nombre  iV  =  a»4-a64-4'k* 

est  un  nombre  premier,  sera  *yg^,  ou  à  peu  près  j-yN. 
La  formule  5*»4-386»,  qui  répond  au  nombre  c=  190,  est  encore  plus 
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avantageuse,  an  moins  en  prenant  a  impair;  car  si  l'on  fait  N=Sa,-i-38S,f 

le  nombre  des  essais  sera  ou  ~y/ N< -^\/ N.  Si  l'on  suppose 

de  plus  dans  cette  seconde  formule,  que  le  nombre  €  soit  impair,  ainsi 
que  et ,  la  quantité  C'-f-  îoax —  içpx*  ne  pourra  être  de  la  forme  8/i-f-i, 
ni  par  conséquent  devenir  un  quarré,  à  moins  qu'on  ne  suppose  a:  de  la 
forme       ou  4A  — ~a,  et  ainsi  les  formes  4* — fl  étaat  exclues, 

le  nombre  des  essais  se  réduit  à  ^}/N. 

(a5i)  Enfin  on  peut  observer  que  plus  a  sera  petit,  plus  la  limite  de  x 
sera  petite.  D'après  toutes  ces  considérations,  voici  la  manière  qui  parait 
la  plus  simple  de  trouver  un  nombre  premier  plus  grand  qu'une  limite 
donnée  L. 

*  T  * 

Ayant  fait  «=  1 ,  prenea  pour  €  un  nombre  impair  >  y/  ^  et  non- 
divisible  par  5,  vans  auree  le  nombre  impair  iVs=:  5-f-  58C  plus  grand 
que  la  limite  donnée  L;  ce  nombre  n'a  point  de  diviseur  commun  avec 
190;  donc  pour  savoir  si  N  est  un  nombre  premier,  il  restera  a  exa- 
miner s'il  y  a  une  valeur  de  x  autre  que  zéro  qui  puisse  rendre  la  quan- 
tité € '  -f-  iox —  190X*  égale  à  un  quarré.  Les  valeurs  de  x  à  essayer  se- 
ront tous  les  nombres  de  forme  4A  ou4A+3,  tant  positifs  que  négatif», 

m 

moindres  que  -5 —  :  si  aucun  de  ces  nombres  ne  rend  la  quantité  dont 

il  s'agit  égale  à  un  quarré,  on  en  conclura  que.le  nombre  5-f-38£»  est 
un  nombre  premier. 
Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  par  cette  méthode  un  nombre 

premier  plus  grand  que  1000000;  on  prendra  C  impair  et  >^I^?. 
Soit  C=  i63ril  faudra  voir  si-  on  peut  satisfaire  à  1  équation 

2656g -fr  îgojfssj*. 

Le»  valeurs  de  x  à  essayer  seront  seulement  —  1,  5,  ±4,  —5,  7; 
^fc8,.  —  9,  11^  et  comme  aucune  d'elles  ne  rend  le  premier  membre 
égal  à  un  quarré,  il  s'ensuit  que  le  nombre  5  H-  38f=  1009627  est  un 
nombre'  premier. 

'  ,  ,  *  ,  f 

Sens  des  exemple*  plus  compliqués,  on  parviendrait  facile-' 
ment  à  diminue»  encore  le  nombre  des  tentatives ,  en  observant  quel» 
sont  les  restes  des  quarrés  divisé»  par  5,  par  7,  ou  par  quekro'autrf 
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nombre  premier,  et  excluant  les  valeurs  de  x  qui  ne  peuvent  donner 
ces  restes.  Ainsi,  en  prenant  6=3A,  on  trouverait  que  x  ne  peut  avoir 
aucune  des  quatre  formes  9*4-3,  9*4-4,  9*4-6,  9*4-7»  ce  <Im  r«" 
duit  le  nombre  des  essais  aux  |  du  nombre  total.  Si  l'on  avait  6=22Arfci,' 
les  formes  exclues  seraient  x=ii*4-i,  6,  8,  9,  10,  et  le  nombre  des 
essais  serait  réduit  aux  Donc  par  la  combinaison  de  deux  semblables 
suppositions,  c'est-à-dire  en  prenant  C=66m±ai  ;  le  nombre  des  va- 
leurs de  or  à  essayer  se  réduirait  à  £.-£•  ou  -Jf  du  nombre  total,  qui  est 
environ  i^y/L^  et  deviendrait  seulement  ^\/l>- 

Soit,  par  exemple,  6  =  681;  pour  savoir  si  le  nombre  5 4- 386* 
=  17  623  933  est  un  nombre  premier,  il  faut  voir  si  on  peut  satisfaire 
à  l'équation  465761  4-  iox  —  igox'  =/*;  et  d'après  ce  que  nous  venons 
de  trouver,  les  valeurs  de  x  à  essayer  se  réduisent  aux  suivantes  : 

11,  37,  35,  36,  44,  47,  —4,  —8,  —9,  —17,  —28,  —37,  —40,  -44. 

Or  la  valeur  35  donne  7  =  481,  donc  le  nombre  dont  il  est  question, 
n'est  pas  un  nombre  premier. 

Soit  encore  6=747,  on  aura  la  quantité  558oo94-iar — igox*, 
dans  laquelle  il  faudra  substituer  pour  x  chacun  des  nombres  suivans  : 

1 1 , 27, 35, 56, 44, 47,— 4,-8,— g,— 17,— 38,— 37,— 40,— 44,— 5s,— 53. 

Et  comme  on  trouve  qu'aucun  de  ces  nombres  ne  rend  la  quantité  dont  il 
s'agit  égale  a  un  quarré  ,  il  s'eusuil  que  le  nombre  54-386*=2i  204  347 
est  un  nombre  premier. 

(355)  On  peut  ,  d'après  ces  principes,  expliquer  d'une  manière  satis- 
faisante, pourquoi  certaines  formules  renferment  une  suite  dé  nombres 
premiers  assez  étendue.  (Voyez  Introd.  n°XX.) 

Par  exemple,  on  trouve  dans  la  Table  (n*  349)  que  la  formule 
a*  4- a 4- 41  doit  être  égale  à  un  nombre  premier,  toutes  les  fois  que  la 
quantité  i4~  (4*  +  2)JÎ' "-~,63a:,  ne  pourra  devenir  un  quarré  qu'en  fai- 
sant ,/  =  o.  Or  on  voit  au  premier  coup-d'oeil,  que  cette  quantité  ne 
pourra  être  un  quarré ,  ni  même  un  nombre  positif,  tant  que  4«4-i 
sera  <  i65  ,  ou  *<4o.  Donc  si  on  fait  successivement  *  =  o,  1, 
a,  3. . .  jusqu'à  3g,  toutes  les  valeurs  qui  en  résulteront  pour  a*4- «4-4 1, 
doivent  être  des  nombres  premiers. 

■  On  trouve  également,  dans  la  Tabîe  du  n"  349,  que  la  formule 
**4-58  désigne  un  nombre  premier  ou  son  double,  toutes  les  fois  que 
i-f-nox—  58x*  ne  pourra  être  un  quarré  (excepté  en  faisant  x=o). 
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Or  il  est  manifeste  que  cette  quantité  ne  peut  être  un  quarré  tant  que  a 
sera  au-dessous  de  29.  On  voit  donc  a  priori  que  les  29  premiers  nombres 
contenus  dans  la  formule  a'  -f-  58  doivent  être  premiers  ou  doubles  de 
premiers. 

Il  en  est  de  même  des  19  premiers  nombres  contenus  dans  la  for- 
mule 5z*  — f-  58 ,  parce  que  la  quantité  1  -f-  îoauc — igox*  ne  peut  devenu' 
un  quarré  tant  que  a  est  au-dessous  de  1 9. 

Remarque.  Le  problème  de  déterminer  un  nombre  premier  plus  grand 
qu'un  nombre  donné ,  n'est  pas  résolu  complètement  dans  ce  paragraphe. 
On  a  indiqué  seulement  diverses  formules ,  dans  lesquelles  prenant  au 
hasard  un  nombre  plus  grand  que  la  limite  assignée,  il  y  a  déjà  une  pro- 
babilité assez  grande  que  ce  nombre  sera  premier.  Mais  pour  s'en  assu- 
rer entièrement,  il  faut  faire  des  essais  qui  sont  d'autant  plus  longs  ,  que 
le  nombre  dont  il  s'agit  doit  être  plus  considérable  ;  et  si  cette  grandeur 
passe  certaines  limites,  il  pourra  être  plus  avantageux  de  suivre  les  mé- 
thodes indiquées  dans  le  paragraphe  suivant. 
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§  X  V.  Usage  dest  Théorèmes  précédent  pour  reconnaître  si 
un  nombre  donné  est  premier  ou  s'il  ne  Vest  pas. 

.  .  ... 

-  » 

(a54)  Les  Tables  Je  nombres  premiers  qu'on  a  construites  jusqu'à 
présent  n'étant  pas  fort  étendues  ,  il  serai*  à  désirer,,  pour  la  perfec- 
tion de  la  théorie  des  nombres,  qu'on  trouvât  une  méthode  prolieahle 
au  moyen  de  laquelle  on  pût  décider  assez  promptement  si  un  nombre 
donné  qui  excède  les  limites  des  Tables  est  premier  ou  s'il  ne  l'est  pas. 
En  attendant  que  cette  méthode  soit  trouvée,  nous  allons  faire  voir  quels 
secours  on  peut  tirer  des  théorèmes  exposés  jusqu'à  présent,  pour  la  so- 
lution de  ce  problème  particulier. 

On  a  déjà  vu  que  si  le  nombre  proposé  A  est  de  la  forme  cr  d=  i , 
ou  s'il  est  seulement  diviseur  de  cette  formule  ,  tout  nombre  premier 
qui  divise  A  doit  être  de  la  forme  nx-\-\  ou  inx-\-  1  lorsque  n  est  im- 
pair; car  s'il  n'était  pas  de  cette  forme,  il  diviserait  le  nombre  plus  petit 

o'=fci ,  v  étant  un  diviseur  impair  de  n.  Ayant  donc  examiné  tous  les 

nombres  a'rfci  ,  qui  remplissent  cette  condition,  si  aucun  de  leurs  fac- 
teurs premiers  ne  divise  A ,  on  sera  assuré  que  les  diviseurs  de  A  ne 
peuvent  être  que  de  la  forme  mentionnée  «x-f-i  ou  a«x-f-  i  ;  et  si  n 
est  impair,  il  faudra  non-seulement  que  les  diviseurs  de  A  soient  de  la 
forme  a/ur-f- 1 ,  mais  qu'ils  soient  aussi  de  l'une  des  formes  linéaires  qui 
conviennent  aux  diviseurs  de  /*=ba«*.  Ces  formes  étant  connues  par  nos 
Tables  (au  moins  lorsque  a  ne  passe  pas  leurs  limites),  on  pourra,  par 
la  combinaison  de  ces  deux  conditions,  réduire  beaucoup  la  multitude 
des  nombres  premiers  moindres  que  V 'A  par  lesquels  il  faut  essayer 
de  diviser  A.  Nous  avons  déjà  donné  des  exemples  de  celte  méthode 
dans  le  §  V;  nous  ajouterons  encore  les  deux  suivans. 

(a55)  Considérons  i\  le  nombre  a»*—  i  =  (a5— .  i).  1 08 2401,  et  pro- 
posons-nous de  trouver  tous  les  diviseurs  du  facteur  1083401=^; 
comme  ce  nombre  n'est  pas  divisible  par  a*^  1  =3i ,  il  ne  peut  avoir 
pour  diviseur  que  des  nombres  de  la  forme  5o.r-f- 1.  De  plus,  le  nombre 

J 
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A  étant  diviseur  de  la  formule  a*8— a  qui  est  de  la  forme  2if%  il 
faudra  que  Jes  diviseurs  de  A  soient  de  la  forme  8e-f-i ,  ou  de  la  forme 
8«-f-7.  Mais  la  forme  3ox-r-i  renferme  les  quatre 

aoox+i,    5i,    101,  i5ij 

excluant  donc  la  seconde  et  la  troisième  qui  ne  s  accordent  pas  avec  les 
formes  8/i-f*i  et8n-f-7,  il  ne  restera  pour  les  diviseurs  de  A  que  les 
deux  formes 

aoox-f-i;  aoojr-f- 

...  ■  • 

Les  nombres  moindres  que  )/A  compris  dans  ces  formes  sont  : 

■5r,  aoi,  55i,  401,  55i,  601,  751,  801,  g5i,  1001  ; 

d'où  excluant  ceux  qui  ne  sont  pas  premiers,  il  reste  les  quatre  seuls 
nombres  l5i  ,  401  y       t        >  par  lesquels  il  faut  essayer  de  diviser  A. 

La  division  ne  réussit  ni  par  i5i  ,  ni  par  4°i  >  mais  elle'  réussit  par 
601  ,  et  on  a  pour  quotient  1801  ;  donc  le  nombre^  n'est  pas  un  nombro 
premier.  Et  quant  au  quotient  1801,  il  est  nécessairement  .premier,,  car 
s'il  ne  l'était  pas,  il  admettrait  la  division  par  un  nombre  moindre  que 
^1801,  ce  qui  n'est  pas  possible,  puisque  le  moindre  nombre  premier 
qui  divise  /  est  601.  Donc  on  a  simplement  ^=60 1  ;  18O1. 

Considérons  2*.  le  nombre  a*7 — i  ==(as— 263.657,  et  soit  proposé 
de  trouver  les  diviseurs  du  nombre  .^=262657  ;  il  est  facile  de  s'assurer 
que  ce  nombre  n'est  divisible  par  aucun  de  ceux  qui  divisait  a* — 1  ou 
a» —  1;  donc  ses  diviseurs,  s'il  en  a,  sont  de  la  forme  54-e  -f-  ». 
D'ailleurs  A  étant  lui-même  diviseur  de  a**  —  2,  les  diviseurs  de  A  sont 
aussi  de  la  forme  <**— au*,  et  par  conséquent  de  l'une  des  formes  8n-f~* 
et  8/1-+-7.  Si  on  combine  donc  ces  deux  formes  avec  la  forme  54<sr-f-i» 
on  aura  les  deux  formes  216^+»,  2  i6avfr55,  lesquelles  ne  comprennent, 
au-dessous  de  V^te5ia,^u*  les  cinq  nombres  55,  217,  071,  433,  487. 
Retranchant  de  ceux-ci  les  nombres  composés,  il  ne  reste  il  essayer  que 
Jes  trois  nombres  premiers  27  tj  4^3,  4$7  f  e'  comme  aucun  de  ces  trois 
nombres  ne  divise  062657  ,  on  en  conclura  avec  certitude  que  262657 
est  un  nombre  premier; 

(a56)  En  général ,  étant  proposé  un  nombre  quelconque  A  ,  on  tâ- 
•chera de  ramener  ce  nombre  ou  un  de  ses  multiples,  à  la  forme  tl-{-au*9 
a  étant  un  nombre  le  moins  grartd  possible,  et  qui  ne  passe  pas  les  li- 
xnites  des  Tables.  Pour  cela,  U  faut  extraire  la  racine  quarrée  tant  de 
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A  que  de  quelques-uns  de  ses  multiples  aA ,  SA ,  /^A,  etc.,  et  on  fer* 
ensorte  que  le  reste,  positif  ou  négatif,  soit  de  la  forme  au%,  u*  étant 
le  plus  grand  quarré  par  lequel  ce  reste  est  divisible. 

Dès  qu'on  aura  mis  A ,  ou  en  général  kA  sous  la  forme  t*dtau%  on 
sera  sûr  que  les  diviseurs  de  A  sont  compris  parmi  les  formes  linéaires 
des  diviseurs  de  la  formule  t%=i=au*;  et  comme  ces  formes  linéaires  ex- 
cluent la  moitié  des  nombres  premiers ,  autant  on  aura  trouvé  de  formes 
diflërentes  t%  zk.au*  pour  A  ou  fcA ,  autant  de  fois  on  aura  réduit  à  moitié 
le  nombre  de  diviseurs  à  essayer  pour  le  nombre  A.  Si  donc  il  y  a  m 
nombres  premiers  compris  depuis  1  jusqu'à  y/ A  y  et  que  i  soit  le  nombre 
des  formes  t% zk.au*  dont  il  s'agit,  on  n'aura  plus  à  essayer  que  (î)'.m 
nombres  premiers,  pour  s'assurer  si  A  est  premier,  ou  s'il  né  l'est  pas. 

Si  A  était  un  diviseur  de  la  formule  a"±i,  ou  a'dzb",  a  et  b  étant 
premiers  entre  eux ,  on  aurait  de  plus  les  conditions  dont  nous  avons 
déjà  parlé,  qu'on  combinerait  avec  celles  qui  résultent  de  la  forme 
fzkau*. 

(357)  Enfin  on  peut  encore  indiquer  un  moyen  qui  le  plus  souvent 
aura  du  succès.  11  consiste  à  convertir  en  fraction  continue  [/  A  ou 

yU9  */5J,  etc.  Car  si  en  général  i2g±-7  est  un  quotient-complet 

provenant  du  développement  de  \/kA,  et  que  J  soit-la  fraction  con- 
vergente qui  répond  à  ce  quotient,  on  aura  (n*  3o)  dzD=pt — kAq% 
ou  kAq%—p*z^D,  Donc  les  diviseurs  de  A  sont  diviseurs  dep*=f:Dt 
ou  en  général  de  **qpZ?um,  savoir  de  t*-\-Du*  lorsque  le  qnotient- 
complet  est  de  rang  pair,  et  de  1%  —  Du%  lorsqu'il  est  de  rang  impair.' 

Dans  cette  opération,  le  nombre  D  n'excède  jamais  -x\/kAt  et  le 
plus  souvent  il  est  beaucoup  plus  petit  ;  ainsi  on  pourra  connaître,  par 
ce  moyen,  des  formules  assez  simples  fdbDu*  dont  les  facteurs  de  A 
(doivent  être  diviseurs.  Et  s'il  arrivait  qu'on  trouvât  deux  formules 
%%-\-Du*t  t*--Dut  contenant  la  même  valeur  de  D,  il  s'ensuivrait  que 
A  qui  divise  l'une  et  l'autre,  divise  et  par  conséquent,  que  ses 

propres  diviseurs  doivent  être  aussi  de  la  forme  j* et  delà  forme 
linéaire  4*4- 1 ,  ce  qui  abrégerait  les  calculs. 

(a58)  Appliquons  ces  principes  au  nombre  333667  —A.  On  trouvera 
d'abord,  par  l'extraction  de  la  racine,  A^S'j'j*  -f-  82. 5';  donc  A  est 
de  la  forme  r-f-Saa',  et  ses  diviseurs  doivent  être  du  nombre  de  ceux 
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qui  conviennent  à  cette  formule.  Pour  trouver  d'autres  formes ,  j'essaie 

de  décomposer  des  multiples  de  A  t  je  trouve,  par  exemple,  

ZA=z  1001001  =(1001)»—  io(io)>,  quantité  de  la  forme  iou'  ; 
donc  les  diviseurs  de  A  doivent  être  de  l'une  des  formes  qui  conviennent 
aux  diviseurs  de  tx  —  iou\  Ces  deux  formes  réduiraient  déjà  au  quart 
seulement  les  nombres  premiers  qui  sont  à  essayer  pour  diviseurs  de  A, 
et  qui  doivent  être  moindres  que  y^A  ou  577.  Mais  comme  l'opération 
serait  encore  longue ,  nous  chercherons  de  nouvelles  formes  par  le  déve- 
loppement de  y/ A  en  fraction  continue.  Ce  développement  donne  les 
quotiens-complets  qui  suivent  : 

VA  +  0        VA  -j-  577     \/A+  161      y/ A  -f  «56     \/A  -f-  387 

VA  +  t*i      y/A  +  Zi\      y/A  +  395     \/A_+5t9     y/A + 
%i       '        606  .    »        407      *        H>8  » 


VA  +  Si%  y/ A  +  5i7  +  {/A  +  54a 


'  y 


etc. 


De  là  on  voit  que  les  diviseurs  de  A  doivent  diviser  les  formules 

t*  4- 758a*  ou  /•  ■+-  8a»S  tt  —  4ïju%J  **-f-645«*,  etc. 

Les  plus  simples  sont  f'-f-Sau",  t*  —  69U*,  et  f*-f-a«*  ,  car  c'est  à 
cette  dernière  que  se  réduit  la  formule  t*  -f-  286V  donnée  immédiate- 
ment par  le  terme  D  ssa  288. 

Si  à  ces  formes  on  ajoute  celle  qui  a  été  déjà  trouvée  t*  —  io«*,  on 
sera  en  état  de  diminuer  beaucoup  le  nombre  des  essais  qui  restent  à 
faire.  Et  d'abord  les  diviseurs  de  t%  -f-  au*  étant  de  la  forme  8rc  -f-  1 
ou  8n-f-3;  et  ceux  de  /' —  iou'  étant  4ox-h  *>  3,  9,  i3,  27,  3i,  37, 
39  ;  si  on  rejette  parmi  ceux-ci  les  formes  qui  ne  sont  pas  8/1+1  ou 
8n-f-  3,  il  ne  restera  que  les  formes  4ojc-f-  1,  3,  9,  37. 

Maintenant  si  on  développe  tous  les  nombres  premiers  compris  dans 
ces  formes  jusqu'à  577  qui  est  y fA on  trouvera 


1,  5,  41,  43,  67,  83,  89,  107,  i63,  227,  24»,  *8i,  a85,  . 

•  •  •  •  • 

347,  401,  409,  445,  449,  467,  481,  52i,  525,  547,  563,  569; 

d'où  éliminant  ceux  qui  ne  peuvent  être  diviseurs  de  **  —  69M*,  ce  qu'on 
reconnaîtra  facilement  (Table  III)  par  les  formes  276x4- a  qui  con- 

5/ 
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viennent  à  ces  diviseurs,  il  rester* 

•  •  •  • 

i,  83,  89,  107,  i63,  227,  281,  401,  409,  467,  5ai  , 
547,  563,  56g. 

Enfin  rejetant  de  même  parmi  ces  derniers  ceux  qui  ne  peuvent  être 
diviseurs  de  la  formule  r*  -f-  8a«*,  ou  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  3 28a: -f-  a 
qui  convient  à  ces  diviseurs  (Table  VI),  il  ne  restera  à  essayer  que  les 
sept  nombres  premiers  : 

83,  107,  i63,  401,  4°9>  4^7»  569. 

Or  aucun  de  ces  nombres  ne  divise  333667,  ainsi  on  est  assuré  que 
333667  est  un  nombre  premier. 

On  aurait  diminué  de  beaucoup  le  nombre  des  tentatives ,  si  on  eût 

observé  que  3 A  étant  1 001 001  =  io8  -f-  io1  -f- 1  as  -n  ,  les  diviseurs 

*  10'—  1  * 

de  A  doivent  diviser  109  —  1  ,  et  par  conséquent  doivent  avoir  la  forme 

i8x-f-  1.  Mais  nous  avons  voulu  faire  voir  comment  on  doit  procéder 

lorsqu'on  n'a  aucune  donnée  sur  la  nature  du  nombre  qu'on  examine. 

(a5g)  Proposons-nous  encore  le  nombre  10  091  401  —  A  :  il  faudrait, 
suivant  le  principe  général ,  essayer  la  division  par  tous-  les  nombres 
premiers  moindres  que  \/  A  ,  c'est-à-dire  moindres  que  3176.  Mais  pour 
diminuer  le  nombre  de  ces  tentatives,  nous  chercherons  tout  d'un  coup, 
par  le  développement  de  \/ 'A  en  fraction  continue ,  les  diverses  formules 

f*  =fc  Du*  dont  A  doit  être  diviseur.  Soit  l'expression  générale  du 

quotient-complet,  on  trouvera  que  les  valeurs  de  D  fournies  par  cette 
opération  sont  successivement  : 

DsKit  44*5  =  177.5*,  1928  =  482.2*,  1709,  2189,  3o33  =  337. 3*, 
2872=718.2*,  a5n=3x.9*,  3755  ,  384  =  6.8*,  5585  ,  437 , 
3648  =  57.8*,  2619,  2495,  i83,  2019,  720  =  5.12',  2963, 
i52  =  38.a»,  2061  =  229.5*,  565  ,  48o  =  3o.4»,  1119,  3415, 
2712  =  678.2',  2525=  ioi.5*,  5789  =  421.5*,  184  =  46.2*,  etc. 

De  là  on  déduit  déjà  plusieurs  formules  assez  simples  ,  desquelles  A 
doit  être  diviseur.  Ces  formules  sont  : 

/*-f-3m*,  <*-f-6«*,    —  57w*,  r-f-5«*,  **-f-56V,  f  —  3ou*,  r—  46V. 
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Mais  il  est  à  observer  que  la  formule  I*  —  3ou*  n'apprend  rien  de  plus 
que  les  deux  pre'cédcntes  /*  -f-6*a'  ,  **-f-5«*  ;  car  si  un  nombre  pre- 
mier est  diviseur  de  t*  -f-  6V  et  de  t*  -f-  5a"  »  il  scra  diviseur  de  t' —  3ou*  ; 
de  même  la  formule  t*  -f-  36V  est  censée  comprise  dans  les  deux  précé- 
dentes <*  -f-  6a* ,  l*  —  57«*.  Il  ne  reste  par  conséquent  des  sept  formula 
précédentes ,  que  cinq  qui  soient  distinctes  les  unes  des  autres,  et  qui 
pouvant  chacune  réduire  le  nombre  des  essais  à  moitié,  pourront  par 
leur  combinaison  réduire  ce  nombre  à  sa  trente-deuxième  partie.  Par  ce 
moyen ,  le  nombre  des  essais ,  ou  celui  des  nombres  premiers  moindres 
que  j/  A ,  qui  aurait  été  environ  4^4»  se  réduit  à  14,  et  l'opération 
devient  praticable.  On  aurait  pu  encore  prolonger  davantage  le  calcul 
des  valeurs  de  D  y  et  il  en  serait  résulté  les  nouvelles  formules  55a" , 
t*  —  97"*,  f-f-Su1,  dont  A  doit  être  diviseur.  Avec  tous  ces  secours, 
voici  comment  on  trouvera  toutes  les  formes  linéaires  qui  conviennent 
aux  diviseurs  de  A. 

1*.  Les  diviseurs  de  **4-3u*  sont  en  général  de  la  forme  Gx  -f-  1  , 
laquelle  contient  les  quatre  formes  24x4-  1,7,  i3,  19. 

a*.  De  ces  quatre  formes ,  il  n'y  en  a  que  deux  qui  peuvent  diviser 
<*  -f-  6V ,  ce  sont  a4x  -f-  1 ,  a4x  "f"  7* 

3*.  Ces  dernières,  considérées  par  rapport  aux  multiples  de  5  ,  con- 
tiennent les  huit  formes  120x4- 1 ,  7,  3i  ,  49,  73,  79,97,  io5,  parmi 
lesquelles  écartant  celles  qui  ne  peuvent  diviser  s*  4*  5*%  il  restera  les 
quatre  formes 

120x4-  1 ,  7  ,  49  »  io^- 

Les  nombres  premiers  contenus  dans  ces  formes  diviseront  donc  à-la- 
fois  les  trois  formules  /*  4-  3u* ,  t*  -f  -  6«4 ,  i*  -f-  5u\ 

4*.  Si  les  quatre  formes  précédentes  sont  développées  par  rapport  aux 
multiples  de  11;  c'est-à-dire,  si  au  lieu  de  x,  on  met  successivement 
nx,  11x4-1 ,  nx-r-3,  etc.,  et  qu'on  rejette  les  multiples  de  11  ,  il 
en  résulte  les  quarante  formes  suivantes  : 

i3aox4-i,  7,  49,  io3,  127,  169,  223,  241,  247,  289,  343, 
36i,  367,  409,  463,  481,  487,  529,  601,  607,  703,  721, 
727  ,  769,  823,  841 ,  889,  943,  961 ,  967,  1009,  io65, 
1081,  1087,  1129,  n83,  1201,  1207,  1249,  i3o3. 

Parmi  ces  formes ,  il  ne  faut  conserver  que  celles  qui  peuvent  diviser 
t* — 55a»;  pour  cet  effet,  on  prendra  dans  la  Table  III  les  formes  220x4-* 
qui  divisent  f —  55u*  ;  et  la  comparaison  faite ,  on  trouvera  qu'il  ne  reste 
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que  les  vingt  formes  : 

i320jr-f-i,  4g,  io3,  169,  223;  a/,7  ,  289,  36i ,  367,  463; 

487,  5ag,  737,  8a3,  841  ;  889, 961 ,  1081 ,  1087,  i3o3. 

Maintenant  si  l'on  prend  les  nombres  moindres  que  3176  compris 
dans  cette  formule ,  et  qu'on  en  exclue  les  nombres  composés ,  ils  se 
réduiront  aux  suivans  : 

io5,  aa3,  367,  487,  727,  8a3,  1087,  i3ai  ,  i4a3,  1489, 
i543,  1609,  1783,  2143,  2161  ,  aa8i  ,  3689,  3ooi,  3iGg. 

Excluant  encore  de  ceux-ci  les  nombres  qui  ne  peuvent  diviser  **-f-  Ziu*r 
il  restera  les  onze  suivans  : 

io3,  737,  1087,  i3ai,  i4a3,  1489,  1609,  1783, 
ai43,  2281 ,  3i6g. 

Enfin  si  on  exclut  de  même  ceux  qui  ne  peuvent  diviser  t*  +  3&V,  on 
n'aura  plus  que  les  six  nombres  , 

727,  1087,  1423,  1489,  i783,  2281; 

et  la  condition  qu'ils  soient  diviseurs  de  C  —  46V ,  les  réduira  de  nou- 
veau aux  trois  nombres 

727,  1423,  2281. 

H  est  inutile  d'aller  plus  loin  dans  la  rédaction  de  ces  nombres ,  et  on 
auraitmëme  pu  se  dispenser  d'aller  aussi  loin;  or  on  trouve  qu'aucun  de 
ces  nombres  ne  divise  10  091  401 ,  on  pourra  donc  conclure  avec  certi- 
tude que  10  ogi  401  est  un  nombre  premier. 

Euler  est  parvenu  au  même  résultat,  en  s 'assurant  que  10  091  ne 
peut  se  décomposer  que  d'une  seule  manière  en  deux  quarrés ,  ce  qui 
est  un  caractère  essentiel  des  nombres  premiers  4/1  -|-  1 .  (  Voyez  le 
Tom.  IX  des  JSovi  Conm.  Petrop.  Voyez  aussi  les  Mémoires  de  Berlin, 
année  1771 .) 


Digitized  by  Google 


TROISIÈME  PARTIE. 


THÉORIE  DES  NOMBRES  CONSIDÉRÉS  COMME 
DÉCOMPOSABLES  EN  TROIS  QUARRÉS. 


§  I.  Définition  de  la  Jbrme  trinaire  ;  Nombres  et  diviseurs 
quadratiques  auxquels  cette  Jbrme  peut  ou  ne  peut  pas 
convenir. 


(260)  1-JES  nombres  susceptibles  d'être  décomposés  en  trois  quarrés, 
forment  diverses  classes  très-étendues  qui  jouissent  d'un  grand  nombre 
de  belles  propriétés ,  et  sous  ce  point  de  vue,  ils  méritent  de  fixer  l'at- 
tention des  analystes.  Nous  appellerons,  pour  abréger ,  forme  trinaire 
d'un  nombre ,  toute  manière  d'exprimer  ce  nombre  par  la  somme  de 
'  trois  quarrés  ;  ainsi  5g  pouvant  se  représenter  par  a5  -f-  a5  +  g ,  et 
par  49  +  9  4-  ï,  chacune  de  ces  expressions  sera  une  forme  ou  valeur 
trinaire  de  5g. 

Une  forme  trinaire  est  composée  en  général  de  trois  quarrés ,  mais 
elle  peut  ne  l'être  que  de  deux  ou  même  que  d'un  seul ,  parce  que  dans- 
ées cas ,  zéro  sera  regardé  comme  quarré  complétif.  Ainsi  26  a  deux 
formes  également  trinaires  a5-f-i  et  i6-f-g-f-i. 

(26 j)  Lorsqu'un  nombre  est  divisible  par  un  quarré,  les  formes  tri- 
naires particulières  à  ce  nombre  sont  celles  dont  les  trois  termes  ne  sont 
pas  divisibles  par  un  même  quarré':  celles  dont  les  trois  termes  auraient 
un  même  diviseur,  sont  en  quelque  sorte  étrangères  à  ce  nombre,  et 
doivent  être  regardées  comme  des  formes  trinaires  impropres.  Ainsi  189 
a  trois  formes  trinaires  propres ,  savoir 

10'  -f-  8'  +  5' 
ii*  -f-  8*  -f-  2*, 

et  une  forme  trinaire  impropre  ,  savoir  1  a»  4-  6*  -f-  3*  ;  car  les  trois 
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termes  de  celle-ci  étant  divisibles  par  3* ,  cette  valeur  n'est  autre  chose 
qu'une  forme  trînaire  de  ai  ,  savoir  4'-f-a*  +  »*j  dont  on  a  multiplié 
tous  les  termes  par  3*. 

Les  formes  trinaires  impropres  d'un  nombre  iV  se  déduisent  des 
formes  trinaires  propres  du  nombre  c ,  en  multipliant  les  termes  de  celles- 
ci  par  a*  ;  et  s'il  y  a  plusieurs  quarrés  diffère  ns  qui  divisent  un  nombre 
proposé,  il  y  aura  également  plusieurs  manières  de  trouver  des  formes 
trinaires  impropres.  C'est  pourquoi ,  dans  tout  ce  qui  suit ,  nous  ne 
considérerons  jamais  que  les  formes  trinaires  propres  des  nombres  ; 
nous  les  appellerons  simplement  formes  trinaires,  et  nous  ferons  ab- 
straction des  formes  trinaires  impropres. 

(aôa)  Une  forme  trinaire  propre  peut  être  composée  de  deux  quarrés 
seulement ,  pourvu  qu'ils  n'aient  pas  de  commun  diviseur,  car  en  y 
ajoutant  le  quarré  complétif  o»,  les  trois  termes  ne  sont  pas  divisibles 
par  un  même  nombre.  Ainsi  a5  -f*  16  est  une  forme  trinaire  de  4*  > 
aussi  bien  que  36  «f-  4  ~f-  1  • 

Mais  un  quarré  tout  seul,  excepté  1 ,  ne  peut  être  une  forme  trinaire 
puisque  m'  •+■  o*  -f-  o*  a  ses  trois  termes  divisibles  par  wi\ 

(a63)  «  Aucun  nombre  8/1  +  7  ne  peut  être  de  forme  trinaire.  » 

Car  tout  quarré  pair  étant  de  la  forme  Içn ,  et  tout  quarré  impair  de 
la  forme  8m  -f-  1 ,  la  somme  de  trois  quarrés ,  si  elle  est  impaire ,  ne 
peut  être  que  de  l'une  des  formes 

4,,,  +  irf  +  8/»'  -f-  1  =  4*  -f-  1 

8,/,+  1  -f.6W-f-i  +  Sm'  +  1  =  8k  -f-  3, 

lesquelles  ne  renferment  pas  8/14-7. 

«  Pareillement  aucun  nombre  de  la  forme  4« ,  ne  peut  avoir  une  forme 
»  trinaire  propre.  » 

Car  comme  les  trois  quarrés  ne  peuvent  être  pairs ,  puisqu'on  exclut 
le  cas  où  ils  auraient  un  diviseur  commun  ,  la  somme  qui  eu  résulte  ne 
peut  être  que  de  la  forme 

4„+8/i'+i  -4-8/»'  +  i=4A  H-  a, 

laquelle  n'est  point  divisible  par  4- 

(364).  Ayant  ainsi  exclu  les  formes  80+7  et  4*>  il  reste  les  trois 
formes  générales  4"  -f-  *  y  4"  ~f"  3  et  8/1  -f-  3  ,  dans  lesquelles  doivent 
être  compris  tous  les  nombres  susceptibles  de  la  forme  trinaire.  Or  la 
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théorie  que  nous  allons  exposer,  prouve  que  tout  nombre  compris  dans 
ces  formes  est  effectivement  décomposable  d'une  ou  de  plusieurs  ma- 
nières, en  trois  quarrés,  non  divisibles  par  un  même  facteur. 

(265)  Pareillement,  si  le  nombre  c  ap^rtient  à  l'une  des  formes 
4« -f*  1 ,  4/ï~T"3>8«  +  3,  la  formule  t* -f- c«*  aura  toujours  au  moins 
un  diviseur  quadratique  (ou  le  double  d'un  tel  diviseur  dans  le  cas  de 
c  =  8n  -f-  3) ,  tel  qu'on  pourra  le  décomposer  indéfiniment  en  trois 
quarrés ,  sans  attribuer  aucune  valeur  particulière  aux,  indéterminées  y 

et  s  qu'il  renferme.  C'est  ainsi  que  le  diviseur  quadratique  

9j*  -f-  8yz  4.  95»  appartenant  à  la  formule  f  +  65u* ,  se  décompose  en 
ces  trois  quarrés  (a/  —  z)%  4-  (2/  -f-  23)*  4"  (y  -f-  as)». 

Cette  décomposition  fournissant  un  caractère  particulier  de  ce  genre 
de  diviseurs  ;  nous  appellerons  diviseurs  quadratiques  trinaires  ,  ou  sim- 
plement diviseurs  trinaires  ceux  qui  en  sont  susceptibles.  Mais  ils  doivent 
en  outre  satisfaire  à  une  condition  que  nous  indiquerons  ci-après,  sans 
quoi  la  forme  trinaire  serait  impropre  et  du  nombre  de  celles  dont  nous 
faisons  abstraction. 

(aG6)  Observons  qu'il  est  eertaines  classes  de  diviseurs  quadratique* 
qui  ne  peuvent  jamais  être  de  forme  trinaire. 

1*.  Lorsque  c  est  de  la  forme  4«  4-  1  >  'es  diviseurs  quadratiques 
de  t*  +  eu*  sont  de  deux  sortes;  les  uns  renferment  les  diviseurs  4"  -f-  »  » 
les  autres  renferment  les  diviseurs  4"4-  3.  Ceux-ci  renferment  à-la-fois 
les  nombres  8n  -f-  3  et  Sn  -f-  7  ;  et  comme  aucun  nombre  8n  -f-  7  ne 
peut  être  de  forme  trinaire,  il  s'ensuit  qu'aucun  diviseur  quadratique 
4«  -f-  3  ne  peut  non  plus  être  de  forme  trinaire. 

20.  Lorsque  c  est  de  la  forme  8«  4-  7 ,  il  n'y  a  absolument  aucun  di- 
viseur quadratique  de  la  formule  t*  4-  cu%  qui  soit  de  forme  trinaire. 
La  raison  en  est  que  chaque  diviseur  quadratique  contient  à-la-fois  les 
nombres  4n  H*  1  et  4«  +  5  ;  il  contient  donc  aussi  les  nombres  8a  4-  7, 
dont  aucun  n'est  de  forme  trinaire. 

5e.  Lorsque  c  est  de  la  forme  &z-4-3  ,  il  ne  peut  par  la  même  raison 
y  avoir  aucun  diviseur  quadratique  impair  qui  soit  de  la  forme  trinaire  ; 
cependant  il  peut  arriver ,  et  il  arrivera  réellement  dans  tous  les  cas , 
que  l'un  au  moins  des  diviseurs  quadratiques  impairs  aura  son  double 
de  forme  trinaire.  Par  exemple ,  y*  -f*/s  4-  5s*  représente  tout  diviseur 
impair  de  la  formule  t*  +  igu*;  ce  diviseur  quadratique  n'est  poiut  de 
forme  trinaire,  mais  son  double  37* 4-2/3-1- ioa*  est  de  cette  forme, 
puisqu'il  se  résout  en  ces  troisquarrés  y*  -f-  (3s)'  +(7+  z)\ 
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§  IL  Correspondance  Q0re  les  formes  trinaires  du  nombre  c 
et  les  diviseurs  trinaires  de  la  formule  t*  •+-  eu2. 

• 

(267)  «  Si  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  <*-f-ci**est  décompo. 
»  sable  en  trois  quarrés  tels  que  C"îr+rts),^-(/rt>■^-n,3)*-f-(/»y^-«'s),,  je  • 
»  dis  que  de  cette  forme  trinaire  du  diviseur  résulte  une  forme  trinaire 
&  correspondante  du  nombre  c,  laquelle  est  c=(mrï — m'n)'-}-(m'n — m'/»')*. 
»  +  (m'n  —  mn'y. 

Car  en  représentant  le  diviseur  quadratique  dont  il  s'agit  par  la  formule 
ordinaire  pj*  +  zqjrz  -f-  «• ,  on  aura 

p  =  m*  -f-  m"  -f-  m'*, 
q  =  mn  -f-  i?i'n'  4-  m*»', 
r  =  n»  -f-  n'»  +  n'\ 

Or  ces  valeurs  étant  susbstituées  dans  l'équation  c  z=pr  —  qÈ,  on  en 
tire 

c  =  (nui  —  m'n)*  -f-         —  mV)'  -f-  (m'n  — 

Donc  il  y  a  toujours  une  forme  trinaire  déterminée  de  c  qui  répond 
à  une  forme  trinaire  déterminée  du  diviseur  quadratique  

(268).  Remarque  I.  Lorsque  c  est  de  la  forme  8£  -f-  3,  au  lieu  du 
diviseur  quadratique  à  coefliciens  impairs,  lequel  ne  peut  jamais  être 
de  forme  trinaire,  on  considérera  son  double  ac/*-f- iqjz-\-  ars*,  où 
l'on  a  4/"*—  <7*  =  c-  Si  donc  ce  double  est  décomposable  en  trois  quarrés , 
il  y  aura  toujours  une  valeur  correspondante  de  c  exprimée  aussi  par  la 
somme  de  trois  quarrés  déterminés;  c'est-a-dire ,  en  d'autres  termes, 
que  chaque  forme  trinaire  d'un  diviseur  quadratique  4«  -f-  2  «n  fournit 
une  correspondante  du  nombre  c.  Et  celle-ci  est  toujours  composée 
de  trois  quarrés  impairs.,  car  il  n'y  a  aucune  autre  supposition  qui  puisse 
donner  une  somme  8*  -+-  3. 

Remarque  H.  La  décomposition  d'un  diviseur  quadratique  ou  de  son 
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double  en  trois  (marrés,  ne  saurait  avoir  lieu  lorsque  c  =  8&  +  7;  car 
si  cette  décomposition  était  possible ,  il  résulterait  du  théorème  pré- 
cédent que  c  est  la  somme  de  trois  quarrés ,  ce  qui  est  impossible  à 
l'égard  de  tout  nombre  8k  -f-  7. 

Remarque  III.  Les  trois  quarrés  trouvés  en  général  pour  la  valeur  de 
se  réduisent  à  deux  ou  même  à  un  seul,  dans  des  cas  qu'il  faut  examiner. 

i*.  Si  Ton  a  (nfo' — m'n^ao ,  ou  ^r  =  ^-,  il  faudra  que  le  quarré 

(m'j  +  n'z)*  ait  un  rapport  constant  avec  le  quarré  (m'y  -M'*)1,  et  alors 
le  diviseur  quadratique  proposé  A  aura  la  forme 

A  =  (mI  +       +  «"  (m'j  H"  n'zY  H-  +  n'zY  ; 

d'où  l'on  déduit  la  valeur  trinaire  correspondante 

c  =  a*  (m'n  —  //m')»  -f-  S*  (m'n  —  wwQ1 , 

laquelle  n'est  composée  que  de  deux  quarrés.  De  plus  ,  ces  deux  quarrés 
sont  affectés  d'un  commun  diviseur  ,  et  la  forme  trinaire  de  c  sera  im- 
propre, à  moins  qu'on  n'ait  mn' —  m'n  =  ±  1 .  Mais  alors  si  l'on  fait 
my  -f-  nz  :=Jf  et  m'y-\-n'zz=z' ,  on  ne  nuit  point  à  la  généralité  des 
valeurs  de  y  et  a  (n"  4^)>  et  Ie  diviseur  A  devient  j'* -f- (et* -f- £*)  a'» , 
ou  j^*  -f-  cz'*.  Donc  lorsque  c  n'a  point  de  facteur  quarré ,  et  lorsqu'on 
n'a  point  c  =  a*  -j-  C4,  le  cas  que  nous  venons  de  considérer  ne  saurait 
avoir  lieu ,  et  il  faudra  que  tout  diviseur  trinaire  de  la  formule  t*  4-  eu* 
donne  une  valeur  trinaire  de  c  composée  de  trois  quarrés  dont  aucun 
ne  sera.  zéro. 

a9.  Si  les  trois  quarrés  qui  composent  la  valeur  de  c  déduite  du  di- 
viseur A ,  se  réduisent  à  un  seul ,  c'est-à-dire  si  l'on  a  m'n'  —  m'n'  sa  o 
et  m'n  — -  mn"  =  o ,  il  en  résulte  m*—  o  et  /»*=  o.  Donc  alors  le  diviseur 
quadratique  dont  il  s'agit  serait  simplement  (my  +  na)*-f-  (m'y -h  «'2)', 
et  la  valeur  de  c  correspondante  c  =  (mn  —  laquelle  ne  sera  du 

nombre  des  formes  trinaires  propres  que  dans  le  seul  cas  de  c  =  1 . 

(269)  On  ne  regardera  désormais  comme  forme  trinaire  d'un  diviseur 
quadratique  que  celle  d'où  l'on  déduit  une  forme  trinaire  propre  du 
nombre  c;  de  sorte  que  si  les  trois  nombres  mn'  —  m'ny  m'n'  —  m'n  , 
mn  —  nui' ,  étaient  divisibles  par  un  même  facteur,  l'expression 

A  =  (my  +  nz)*  -f-  (m'y  +  n'a)'  +  (m'y  -f- 

serait  une  forme  trinaire  impropre,  laquelle  doit  être  exclue  comme  ne 

38 
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participant  point  aux  propriétés  que  nous  avons  à  démontrer  sur  les 
diviseurs  trinaires.  Cette  condition  imposée  aux  diviseurs  trinaires,  est 
celle  que  nous  avons  annoncée  n*  a65. 

Ainsi  quoique  le  diviseur  5j*  -f-  a/s  -f»  38a»  de  la  formule  t*  -f-  xSgu* 
soit  susceptible  de  ces  quatre  formes  trinaires  , 

(y  +  a*)'  Zzy  -f-  a5z« , 

(a/-M)'  -f-Cr-s)1  4-563% 
(ajr  —  as)»  -f-  (/  +  5s)*  +  ça»; 

cependant  comme  les  deux  dernières  répondent  à  la  forme  trînaire  im- 
propre c  ses  la*  -f-  6*  -f-  3*,  on  ne  regardera  comme  formes  trinaires 
de  A  que  les  deux  premières  qui  répondent  à  des  formes  trinaires  propres 
de  c  ,  savoir 

c  =  io»  +  8»  -f-  5*. 

De  même,  le  diviseur  i3j»-f-8/s-{-i33»  de  la  formule  f»  -f-  i5Su*  ne 
pouvant  se  décomposer  en  trois  quarrés  que  de  cette  manière 

(arn-a^-f-gr-f-^S 

laquelle  répond  à  une  valeur  trinaire  impropre  de  c,  savoir 

c  =  g»  -f-  6»  -f-  6% 

ce  diviseur  ne  doit  point  être  compté  parmi  les  diviseurs  trinaires  de 
là  formule  «■+  i53u». 

(370)  Puisque  par  le  moyen  d'un  diviseur  trinaire  de  la  formule  f-\-cu*T 
on  peut  trouver  une  valeur  trinaire  correspondante  de  c;  réciproque- 
ment ,  étant  donnée  une  valeur  trinaire  de  c ,  il  est  possible  de  trouver 
un  diviseur  trinaire  qui  corresponde  à  cette  valeur.  Nous  allons  nous 
occuper  de  cette  question  qui  exige  une  discussion  assez  étendue. 

Soit  la  forme  trinaire  donnée  c  =  F*  -f-  G%  -f*  H*  ;  les  trois  nombres 
F,  G ,  //,  n'ayant  pas  de  commun  diviseur,  peuvent  cependant  en  avoir, 
pris  deux  à  deux.  Appelons  A  le  commun  diviseur  de  G  et  //,  a  celui 
de  S  et  Ftt  celui  de  F  et  G;  alors  on  pourra  donner  à  c  la  forme 
suivante  : 

c  =/>V  -f-  £»»'À»  -H  //À*/*»  ; 
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«t  on  devra  supposer  de  plus  qu'il  n'y  a  point  de  commun  diviseur  entre 
ffà  et  g\,  non  plus  qu'entre  g*  et  hft ,  ni  entre  hX  et  fr. 

Soit  A  le  diviseur  trinaire  correspondant  à  cette  valeur  de  c,  et  sup- 
posons qu'on  ait 

A  ss  (my  -f- nz)*  -f-  (m'/  -f-  n'a)*  -f-  (m^  -f-  n'z)* , 

il  faudra  que  la  valeur  donne'e  de  c  soit  identique  avec  celle  qu'on  dé- 
duit de  ce  diviseur ,  laquelle  est 

c  =  (mn'  —  m'ny  -f-  (m'n' — m'n')1  -f-  (m'n  —  /nn*)'. 

Comme  les  coefficiens  m,  n,  m',  etc.  sont  encore  indéterminés,  la  com- 
paraison des  deux  valeurs  peut  se  faire  dans  l'ordre  qu'on  voudra  ; 
d'ailleurs  les  signes  de  J,  g,  hf  peuvent  être  changés  arbitrairement , 
ainsi  on  pourra  faire 

mu'  —  m'n  =  hXfi. 

m'n  —  toi"  sa  grX. 

De  ce»  trois  équations  on  déduit  les  deux  suivantes,  qui  sont  linéaires, 

f/xv .  m  •+-  grX .  m'  -f-  hXfx .  m'  =  o 
ffjw.n  -\-grX.rt  -i-hXft.n'  =o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Mais  suivant  l'observation  qu'on  a  déjà  faite,  il  n'y  a  point  de  com- 
mun diviseur  entre  f  et  A,  non  plus  qu'entre  g  et  /a,  ni  entre  /i  et  v. 

m     m'     m"     n     n'  n" 
Donc  les  six  quantités  -  ,  —,  —,  -  ,  -,  -,  sont  des  entiers,  et  en 

appelant  ces  entiers  o,  et,  (f,  b,  b',  b',  respectivement ,  on  aura  les 
trois  équations 

ab'  —  ab  =  h 
fa+gd  +  M^o  (a) 
/*-f-^'-f-W  =  o, 

et  le  diviseur  A  deviendra 

A  =  A*  (ojr  +       +  Jft'  «r  +  b'*Y  +  f  (<T>  +  ftp  ; 
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d'où  l'on  voit  que  les  trois  quarre's  composant  A  sont  divisibles  res- 
pectivement par  les  quarrés  A»,  A*»,  qui  divisent  deux  à  deux  les 
termes  de  la  valeur  trinaire  donnée  c=/>V»+g'VX,-r-/<,X>*. 

• 

(37 1)  Maintenant,  sans  entrer  dans  aucun  détail  sur  la  resolution  des 
équations  (a),  on  voit  que  si  l'on  fait  ay-\-bzz=xt  Jy  b'z  s=  x', 
a'y  +  b'z  =  x'y  on  aura 

A  =  K'x*  H-  fïx"-  -f-  (a') 

et  les  trois  indéterminées  x,  af,  x",  devront  satisfaire  à  l'équation 

ossfx+gaf  +  haf.  (a') 

Au  moyen  de  cette  dernière  équation,  on  pourra  toujours  réduire 
les  trois  indéterminées  xf  af,  x',  à  deux  seulement  JT  et  3,  et  alors 
le  diviseur  A\r,-f-/*\r'*-f->'*jc**,  prendra  la  forme  ordinaire /J7'*-f-a^rs-f-ra*, 
où  l'on  aura  pr — q%=c.  Ce  diviseur  sera  celui  auquel  répond  la  valeur 
trinaire  donnée  de  c. 

Par  exemple,  si  l'on  cherche  le  diviseur  trinaire  de  rt-r-io45ui,  qui 
répond  à  la  valeur  trinaire  io45  =  3o*  +  9*  H-  8*,  on  comparera  terme 
à  terme  cette  valeur  avec  la  formule  y'/tV'  -f  -|-  A'^'/t*,  ce  qui 
donnera  d'abord  les  diviseurs  communs  X  =  i  ,  fi=3,  r=3,  ensuite 
f=  5  ,  g=5  ,  h  =  4.  On  aura  donc  A  =  x*  -f-  4x'*  -f  9*",  et 
5x  «+-  5a-'  -f- 4*'  =  o  ;  cette  dernière  équation  est  satisfaite  en  prenant 
x'=x — 43  et  x'=5z — 3jc,  alors  le  diviseur  A  devient  x*-f-(zr — 8s)* 
+  (93 — 6x)%  =  4ixt —  i4o3x-f-  i45s';  puis  faisant  x=j-f-2s,  on  a 
son  expression  la  plus  simple  A  =  fyij*  -f"  a4/s  -f-  293*  =  ( y  -f-  2s)* 
-f-  (a/—  43)*  +  (6f-f-  3x)%  et  la  valeur  correspondante  de  c  est... 
,=  8*4-9» -|-5o\ 

(372)  La  forme  des  équations  (a'),  (a*),  fait  voir  qu'on  peut  permu- 
ter entre  elles  deux  des  quantités  fy  gf  ht  pourvu  qu'on  fasse  une  sem- 
blable permutation  dans  deux  des  quantités  A,  ft,  r;  et  le  diviseur  qua- 
dratique A  restera  toujours  le  même.  11  ne  pourra  donc  y  avoir  qu'un 
seul  diviseur  quadratique  delà  formule  f+cu*  qui  réponde  à  la  valeur 
trinaire  donnée  de  c.  Mais  comme  celte  propriété  est  fort  remarquable, 
il  ne  sera  pas  inutile  de  s'en  assurer  par  une  autre  considération. 

De  quelque  manière  qu'on  satisfasse  à  l'équation  o  = fx-+-gxf  -f-  hx% 
en  réduisant  les  trois  variables  x,  x't  x't  à  deux  autres  y  et  a,  il  faut 
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que  le  diviseur  transformé  A  =  py%  -f-  xyrz  -f-  ra*  contienne  les  mêmes 

nombres  qui  sont  contenus  dans  le  diviseur  non  transformé  

b-=h*xt+p.*x't-\-v*x'%t  en  ayant  égard  à  la  condition  fx-\-gx'-hlix'=o. 
Soient  donc  k  et  k'  les  deux  plus  petits  nombres  contenus  dans  le  di- 
viseur AVr^/iAr^-f-Vx"',  il  faudra  que  ces  deux  mêmes  nombres  se 
retrouvent  dans  le  diviseur  transformé  pjr%-\-vtqyz-\~rz%;  or  si  ce  divi- 
seur est  réduit  à  la  forme  la  plus  simple ,  comme  on  peut  le  supposer , 
p  et  r  seront  les  deux  plus  petits  nombres  contenus  (n*  56);  donc  il 
faut  que  p  et  r  soient  égaux  à  k  et  k'  y  de  sorte  que  le  diviseur  réduit 
sera  kj%  -f-  2qjrz-\-k'z%.  D'ailleurs  il  fout  toujours  qu'on  ait  k  k' — qt=c; 
donc  <f  est  déterminé  ;  donc  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  diviseur  quadra- 
tique qui  résulte  de  la  transformation  de  À\r*-f-/A\r/j-f->*x"',  en  ayant 
égard  à  la  condition  fx  -f- g*' -h  hx'  =  o. 

Remarquons  en  même  temps  que  si  l'on  fait  x*  =  o,  l'équation 
fx-\-gxf  —  o  donnera  x'=/,  x= — g  et  A  =  A'g'-f-ji/.y*.  De  même 
la  supposition  de  x'  —  o  donnera  A=  r/»,  et  celle  de  x=o 

donnera  A=/**/i*-r-»*£*;  ces  trois  nombres  devront  donc  être  contenus 
dans  le  diviseur  transformé  A  =  pj  M-  icy z  -f-  rz*. 

(273)  Une  même  valeur  trinaire  du  nombre  c  ne  peut  répondre  qu'à 
un  seul  diviseur  quadratique ,  ainsi  qu'on  vient  de  le  démontrer  ;  mais 
il  est  possible  qu'elle  réponde  à  deux  formes  trinaires  de  ce  diviseur. 
Par  exemple,  le  diviseur  5r* -f-  4) '* -f-  5s*,  qui  appartient  à  la  formule 
l*-f-2i«*,  peut  se  mettre  sous  les  deux  formes  trinaires 

Car-f-«)'.4-r-f-4»" 

et  ces  deux  formes  répondent  a  une  même  valeur  trinaire  de  c,  savoir, 
c=  16  H— 4  ~ r~  1  •  M  es*  donc  nécessaire  de  cbercher  a  priori  quels  sont 
les  cas  où  différentes  formes  trinaires  d'un  diviseur  quadratique  don- 
neront la  même  valeur  trinaire  de  c. 

Puisque  deux  quelconques  des  trois  nombres  f,  gf  h  sont  premiers 
entre  eux,  on  pourra  toujours  en  trouver  deux  autres  £  et  6  qui  sa- 
tisfassent à  l'équation 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  o  =/c-f-^x/-f-  hx*  on  aura 
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d'où  l'on  voit  qu'en  faisant  x'-f-£x= — hu>  on  aura  •r'-f-fljcssgn.* 

Alors  le  diviseur  A  devient 

A  =  X\r*  +     (hu     £r)*  +  >•  (gu  — •  6x)*  , 

et  il  se  réduit  à  la  forme  ordinaire  Au*     a^uar  -f-  Cx* ,  en  prenant 

B  =  p?h—  Ag 
C=X'-Ht'£â-4-**Ô*- 

(274)  Soit  maintenant  g^-f-a^a-f-rz*  l'expression  la  plus  simple  de 
ce  même  diviseur,  et  soit  l'une  des  formes  trinaires  qui  correspondent 
à  la  valeur  donnée  de  c  : 

on  devra  avoir 

p  —  XV  4-  -f- 

9  =  X'aA-H  p*a'b'+  p'a'b' 

r  =  x»i*    ffir*  -f- 

et  pour  que  la  forme  trinaire  supposée  corresponde  à  la  valeur  donnée 
de  c,  il  faudra  de  plus  satisfaire  aux  équations 

aè'  —  a'b  =  h 
/a+^  +  k*  =  o 
ft+gb'  +  hJ,'  =  o. 

Soit  comme  ci-dessus  y=^-f- Aô,  les  deux  dernières  équations  se 
résoudront ,  en  introduisant  deux  indéterminées  a ,  C  ,  de  cette  ma- 
nière : 

et  l'équation  ai' — a'b=h  deviendra 

aC  —  ab  =  1 . 

Maintenant  si  on  substitue  les  valeurs  de  a'}  a*t  etc.  dans  les  expres- 
sions des  coefficicns  p>  q,  r,  on  aura 

p  =  Aal  —  xBeut  -f-  Ca* 

q  =  -f-  ab)  -f-  Co* 

r=^«  —  *Bb€+Cb\ 


Digitized  by  Google 


TROISIÈME  PARTIE.  5o5 
Mais  comme  on  s  déjà  exprimé  la  condition  pr — y*  =  c ,  on  peut  faire 
abstraction  de  la  seconde  équation  et  ne  considérer  que  les  deux 
autres  > 

p  as  Jet*  —  iBaa.  4-  Ca% 

Ces  valeurs  coïncident  avec  celles  qu'on  obtiendrait  en  réduisant  à  la 
forme  la  plus  simple  le  diviseur  A  =  Att-\-  zBux  -f-  Cx*  ;  car  eu 
faisant 

u  =  —  aj  —  €z 

ce  diviseur  se  réduira  à  la  forme  pf  4-  açr*  4-  rz',  et  les  valeurs  sup- 
posées de  «  et  x  sont  telles  qu'elles  doivent  être  pour  la  transformation, 
puisqu'on  a  aC—  liai.  ' 

(275)  U  est  clair  maintenant  que  s'il  y  a  différentes  valeurs  il.-  .:,  , 
b'y  etc.,  à  raison  des  différentes  formes  trinaires  de  A  qui  répondent 

à  une  même  valeur  trinaire  de  c,  il  faudra  que  Tune  au  moins  des  deux 
équation* 

p  =  Aa.x  —  tBeta  -j-  Ca% 
rz=A&  —  2B€b+Cb*, 

soit  susceptible  de  deux  solutions.  Mais  comme  la  quantité..... 
Af%  —  iBy'z'  -f-  Cz'%  est  en  général  équivalente  à  p/*  —  2cjyz  -f-  rz*,  il 
faudra  donc  aussi  que  l'une  au  moins  des  deux  équations 

r  ^=  pjx  —  zqyz  rz* 

soit  susceptible  de  deux  solutions.  Or  le  second  membre  étant  réduit 
à  l'expression  la  plus  simple ,  p  et  r  sont  les  moindres  nombres  que  la 
formule  pjr*  —  zqyz  -f-  rz*  contient ,  et  il  n'y  a  que  très-peu  de  cas  où 
l'un  de  ces  nombres  soit  contenu  de  deux  manières  dans  cette  formule. 
Ces  cas  sont  ceux  des  diviseurs  quadratiques  bifides,  et  il  n'y  en  a  que 
trois,  savoir,  i°.  lorsqu'ou  a  /?=/•;  2°.  lorsqu'on  a  */=p  ou  i=r  ; 
3e.  lorsqu'on  a  7  =  0. 

*  • 

(276)  Au  reste,  on  peut  voir  immédiatement  dans  ces  difterens  cas 
qu'il  y  a  ou  qu'il  peut  y  avoir  deux  formes  trinaires  du  diviseur  A  cor- 
respondances à  une  même  valeur  trinaire  de  c. 
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En  effet,  i".  si  l'on  a  p=r,  les  deux  indéterminées  y  et  z  pourront 
être  échangées  entre  elles,  et  le  diviseur  A  aura  à-la-fois  les  deux 
formes  trinaires 

A  =  (n/  +  n«)'  +  («>  +  '»'z),  +  (»>+m*î)*- 

Ces  deux  formes  seront  différentes  l'une  de  l'autre,  à  moins  qu'on  n'ait 

A  =  (wi/H-nz)*  4-(«7-f-ms)»  ■+•  (m'ydkm'zy; 

car  alors  la  permutation  faite  entre  y  et  a  ne  change  rien  aux  trois 
quarrés  composant  A.  Dans  celte  hypothèse,  la  valeur  de  c  serait 

c  =s  (mK  —  n*)%  -f-  (m'n  ^=  mm)*  -f-  (m'mzp  m'n)*  ; 

et  comme  ces  trois  termes  sont  divisibles  par  (nzpmy,  il  faut  faire 
n^=m  =  ±i,  ce  qui  donnera 

<?  =  («  ±  m)*  -f-  /»'•  -f-  «T\ 
Soit  en  même  temps  j  dtz  z  ==/ ,  et  la  valeur  de  A  deviendra 

(m/+    -f-  («/  ^  zy +m'y>  =  as*  q=  î±i/\ 

Or  cette  forme  ne  peut  s'accorder  avec  la  forme  supposée  /y'-M^a-f-/72*» 
qu'en  supposant  p  =  a  =j(c-f-  i),  ou  c=3;  cas  dont  on  peut  faire 
abstraction,  puisqu'alors  le  diviseur  2y% -f-  -xyz  -f-  as*  n'est  susceptible 
que  de  la  seule  forme  trinaire  J% (y -\-z*. 

a*.  Si  l'on  a  r=.iq  ou  A  =py% -f-  -f-  ays1,  la  simple  substitution 
dey  —  sa  la  place  dey,  donne 

A  a 

ce  qui  rentre  dans  le  cas  précédent";  on  obtiendra  donc  alors  deux 
formes  trinaires  différentes ,  excepté  lorsqu'on  a  p—z  ou  ay=a.  Lors- 
que ^>=a,  comme  ay  ne  peut  être  plus  grand  que  a,  on  a  aussi  néces- 
sairement -2<j  =  2  ,  et  on  retombe  sur  le  cas  de  c=5.  Lorsque  ay  =  i , 
le  diviseur  A  =py%  H-  a/s  -f-  ne  peut  se  partager  en  trois  quarrés 
que  de  cette  manière 

A  =  («  +  i  .y+zy  +  (ay—zy+by 

laquelle  ne  change  pas  en  mettant  — y — z  à  la  place  de  z.  Ainsi  il 
n'y  a  alors  qu'une  forme  trinaire  de  A  qui  reponde  à  la  valeur  trinaire 
donnée  de  c. 
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5*.  Enfin  lorsqu'on  a  7=0,  ou  A=/?/»-f-rs»,  il  est  clair  qu'on  peut 
changer  à  volonté  le  signe  de  l'une  des  indéterminées  ;  de  sorte  qu'on 
aura  à-la-fois  les  deux  formes  : 

A  =  ("ÏT  +  »*)'  +  (rn'jr  +  n'zy  -f-  {m'y  -f-  n'zy 
A  =  (my  —  riz)*  -f  (/»>  —  n'zy  +  (,»>  —  «•*)', 

lesquelles  répondront  à  une  même  valeur  trinaire  de  c. 

Les  deux  formes  de  A  seront  différentes  entre  elles ,  à  moins  qu'on 
n'ait 

A  =  (my  +  riz)*  -f-  (my — 4.  (m'a)*. 
Alors  la  valeur  correspondante  de  c  serait 

et  pour  qu'elle  n'ait  pas  de  facteur  commun  à  tous  ses  termes,  il  fau- 
dra faire  m=i,  ce  qui  donnera  A  =  2/,-f-rs\  Donc  le  seul  cas  de 
p  =  2  ou  r=  a  excepté,  il  y  aura  toujours  deux  formes  trinaires  du 
diviseur  A  qui  correspondront  à  une  même  valeur  trinaire  donnée  de  c. 

(277)  Il  résulte  de  cette  analyse,  qu'étant  donnée  la  forme  trinaire 
c=/7*V  +  £VA.*-{-A*Â>*,  si  l'on  veut  trouver  le  diviseur  trinaire 
correspondant  de  la  formule  t%-\-cu*f 

i°.  Ce  diviseur  sera  donné  par  la  formule  â  =  X\r*-f-jt*x'*-f-  r'x*% 
où  les  indéterminées  x,  af,  x',  doivent  être  réduites  à  deux,  d'après 
l'équation  fx  ■+■  gx1  +  hx'  =  o. 

2°.  De  quelque  manière  qu'on  fasse  cette  réduction ,  en  substituant 
deux  variables  quelconques  y  et  z,  au  lieu  des  trois  x,  x',  x',  le  ré- 
sultat, ramené  à  l'expression  la  plus  simple,  offrira  toujours  le  même 
diviseur  quadratique  py*  -f-  iqyz  -f-  rs\ 

3°.  Si  ce  diviseur  réduit  est  du  nombre  des  diviseurs  bifides,  c'est- 
à-dire,  s'il  tombe  dans  l'un  des  trois  cas  p  =  r,  *q—p  ou  r,  7=0, 
et  si  en  même  temps  le  plus  petit  des  deux  nombres  p  et  r,  n'est  ni 
1  ni  2,  le  diviseur  quadratique  A  aura  toujours  deux  formes  trinaires 
correspondantes  à  la  valeur  donnée  de  c,  et  il  n'en  pourra  avoir  plus 
de  deux. 

4°.  Si  le  diviseur  quadratique  A  n'est  pas  bifide,  ou  si,  étant  bifide, 
son  plus  petit  coefficient  est  1  ou  2,  il  n'y  aura  jamais  qu'une  forme 
trinaire  du  diviseur  A  qui  répondra  à  une  valeur  trinaire  donnée  de  c. 

39 


5o6  THÉORIE  DES  NOMBRES. 


9S 


§111.  Théorèmes  concernant  les  diviseurs  quadratiques 

trinaires. 


(278)  Théorème  I.  «  i3i  c  est  premier  ou  double  d'un  premier,  deux 
»  formes  trinaires  différentes  de  c  oc  pourront  répondre  à  un  môme 
m  diviseur  trinaire  de  la  formule  t*-\-cu*.  n 

Car  soit  l'une  des  formes  données  c  =  F  -f- (flf'-f-Z»)^,  et  l'autre 
c  =  F't-\- (K'' -f- L'%) ô'%  K  et  L  étant  premiers  entre  eux,  ainsi  que 
K'  et  L  }  si  le  même  diviseur  quadratique  A  répondait  à-la-fois  aux 
deux  formes  trinaires  données  de  c ,  il  faudrait  que  les  deux  nombres 
K'-i-L*  et  JC'-j-i'»  appartinssent  à  ce  diviseur  (n°  273).  Ainsi  faisant 
K' H-  £•  =  7T,  ssir',  on  devrait  avoir  (n°  a3i) 

Multipliant  cette  équation  par  (W*,  et  substituant  les  valeurs  ^fl'sso— JF\ 
VÔ'"  =  c  —        on  aura 

OU  bien 

d'où  l'on  voit  que  .F»/"* — doit  être  divisible  par  e. 

Soit  i*.  c  un  nombre  premier,  il  faudra  que  l'un  des  facteurs . .  . 
FF' — j^fy  FF-r-jffl,  soit  divisible  par  c;  et  comme  le  signe  de  j 
est  à  volonté,  on  pourra  faire  FF' — jrfà =cu  ou       =  FF — eu. 

Soit  a*,  c  double  d'un  premier,  il  faudra  toujours  que  l'un  de  ces 
facteurs  soit  divisible  par  \c;  mais  leur  différence  :>>■'■)■/  étant  un  nombre 
pair,  si  leur  produit  est  divisible  par  un  nombre  ac,  il  faudra  qu'ils 
soient  tous  deux  pairs.  Donc  FF* — sera  encore  divisible  par  c , 
«t  on  pourra  faire  de  même  yW  =  FF —  cit. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente  ,  et  divisant  tont 
par  c,  on  aura  c — F*—F"=z=ztQ*tf  -\-cu*  —  suFF*,  ou 

c — F*  =  (F'  —  Fu)%  -f-  (c — F*)  «'  -f-  s'fl'ô". 

La  quantité  c  —  F*  étant  positive,  cette  équation  ne  peut  subsister  à 
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moins  qu'on  n'ait  u=o,  ce  qui  donne  jWf  =  FF  et 

Maintenant  il  faut  considérer  les  trois  cas  qui  peuvent  avoir  lieu  selon 
les  diverses  formes  de  c. 

(279)  Soit  I*.  c  de  la  forme  4n-f-i  ,  alors  des  trois  quarre's  qui  com- 
posent la  valeur  trinaire  de  c,  il  y  en  aura  nécessairement  deux  pairs  et 
un  impair.  Prenons  pour  F*  et  F'*  les  quarrés  impairs  qui  se  trouvent 
dans  les  deux  valeurs  trinaire  s  de  c;  alors  l'équation  c=F,+Ft-i-zt(ltQf* 
serait  impossible ,  puisque  dans  cette  valeur  trinaire  il  y  a  deux  quarrés 
impairs.  Donc  les  deux  valeurs  trinaires  données  de  c  ne  peuvent  ré- 
pondre à  un  même  diviseur  quadratique  de  la  formule  + 

a".  Soit  e  de  la  forme  4"-f-a>  alors  des  trois  quarrés  composant 
chaque  forme  trinaire  de  c,  il  y  en  aura  nécessairement  deux  impairs 
et  un  pair.  Soient  F*  et  J*"*  les  deux  pairs  pris  dans  les  deux  valeurs 
trinaires  de  c,  alors  l'équation  c  =  F*-t-F'*  -r-s'6'6'*  sera  encore  im- 
possible. Donc  la  proposition  générale  a  encore  lieu  pour  le  cas  où 
c  est  de  la  forme  4"-r-2' 

3*.  Enfin  soit  c  de  la  forme  8rt-f-3,  les  trois  quarrés  composant 
chaque  forme  trinaire  de  c  seront  impairs,  et  à  cet  égard  l'équation 
c  =  jF* -f--^v'-f"5*ô'ô'*  ne  semble  plus  offrir  aucun  signe  d'impossibilité. 
C'est  pourquoi  il  faut  recourir  à  une  sous-division  de  ce  troisième  cas. 

La  forme  8«-f-3,  à  laquelle  se  rapporte  c,  se  subdivise  en  trois  autres 
a4*4-3,  34*4-11,  34*4-19.  La  première  34*+ 5  étant  divisible 
par  3,  n'a  pas  lieu  lorsque  c  est  un  nombre  premier ,  et  parce  qu'on 
fait  abstraction  du  cas  où  c  =  3  ;  ainsi  il  sumra  de  considérer  les  deux 
autres  formes  de  c. 

Et  d'abord  observons  que  tout  nombre  impair  considéré  par  rapport 
aux  multiples  de  ia,  est  de  l  une  des  formes  1204-1,  ia«-f-5, 
sa/i-f-5,  ia/»-f-7,  ia»H-9>  ia/i-f-u.  Le  quarré  de  tout  nombre  im- 
pair est  donc  de  l'une  des  formes  a4"4-i  *t  24/*  4- 9  (ou  plutôt 
7372  +  9),  celle-ci  ayant  lieu  lorsque  le  nombre  est  divisible  par  5,  et 
l'autre  lorsqu'il  n'est  pas  divisible. 

Cela  posé,  i°.  si  c  est  de  la  forme  34*4-11,  des  trois  quarrés  qui 
composent  c ,  deux  seront  nécessairement  de  la  forme  24»  -f- 1  et  un 
de  la  forme  24n-f-9,  aucune  autre  combinaison  ne  pouvant  donner 
24  A  -4- ii  pour  somme  de»  trois  quarrés.  Prenons  dans  les  deux  formes 
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trinaires  données  pour  F  et  F*  les  quarre's  de  la  forme  a4n-f-9,  alors 
1  équation  c  =  F  -+-  F'  -f-  z*W%  sera  impossible,  puisque  des  trois 
quarrés  du  second  membre  deux  sont  de  la  forme  a/fa-f-g. 

2e.  Soit  c  de  la  forme  24* -f-  19,  alors  des  trois  quarre's  qui  com- 
posent chaque  forme  trinaire  de  c,  deux  seront  de  la  forme  24«-f-9, 
et  un  de  la  forme  24«-f-  *•  Si  donc  on  prend  pour  F*  et  F'*  les  quarre's 
qui  dans  les  deux  valeurs  b  inaires  données  de  c  sont  de  la  forme 
94a -f-i,  il  faudrait  qu'on  eut  c=F -\- F'*  zW,  équation  im- 
possible. 

Donc  la  proposition  énoncée  a  lieu  dans  tous  les  cas. 

(280)  Retnarque.  11  est  facile  de  démontrer  que  la  même  proposition 
aurait  lieu  si  c  ou  £c  était  une  puissance  quelconque  d'un  nombre 
premier  et. 

En  effet,  soit  c=a"  ou  c=2*m,  puisque  le  produit  des  deux  facteurs 
FF+jW,  FF—jW  est  divisible  par  a-,  il  faudra  qu'en  faisant.... 
»j=/A-f- v,  on  ait 

FF+jW  =  &t, 
FF—jW  =  Jtu, 

ce  qui  donnera  2FFz=icLt-\-atf*u.  Donc  si  l'un  des  deux  nombres/* 
et  t  n'est  pas  zéro ,  il  faudra  que  l'un  au  moins  des  deux  nombres  F 
et  F  soit  divisible  par  et. 

Mais  comme  chaque  forme  trinaire  donnée  de  c  est  une  forme  tri- 
naire propre  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  divisibles  par  un  même 
nombre ,  il  est  clair  qu'il  doit  y  avoir  dans  chaque  forme  au  moins  un 
terme  non-divisible  par  a.  Supposons  que  F*  et  F*  soient  ces  termes 
pris  dans  l'une  et  l'autre  formes,  alors  FF  n'étant  pas  divisible  par  a, 
il  faudra  que  l'un  des  exposans  fi  et  r  soit  zéro.  Faisons  k  =  o,  ou 
ft.  =  m  ,  alors  on  aura  FF'  — jrW  sa  amu;  le  second  membre  =cu  sic 
est  impair,  et  si  c  est  pair,  le  premier  membre  devant  être  pair,  on 
pourra  faire  encore  FF—~y§W  =  cu.  Le  reste  de  la  démonstration  sera 
le  même  que  ci-dessus;  d'où  l'on  voit  que  la  proposition  générale  a 
lieu  lorsque  e  ou  je  est  une  puissance  d'un  nombre  premier.  11  faut 
en  excepter  seulement  le  cas  de  c  =  S*"4*,  qui  exigerait  une  démons- 
tration particulière,  parce  qu'il  est  compris  dans  la  forme  a^k-j-S ,  dont 
nous  avons  fait  abstraction. 

(281)  Théorème  II.  «  Si  le  nombre  c  est  premier  ou  double  d'un 
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TROISIÈME  PARTIE. 
»  pfemier,  la  formule  P  +  ctf  aura  autant  de  diviseurs  quadratiques 
»  trinaires  qu'il  y  a  de  formes  trinaires  du  nombre  c.  » 

Car  chaque  diviseur  trinaire  de  la  formule  l'-f-cu*  répond  à  une 
forme  trinaire  de  c  qui  s'en  déduit  immédiatement ,  et  réciproquement 
chaque  forme  trinaire  du  nombre  c  conduit  à  un  diviseur  trinaire  cor- 
respondant de  la  formule  t*-\-cul.  S'il  n'y  avait  donc  pas  un  égal 
nombre  des  uns  et  des  autres,  il  faudrait  ou  que  deux  formes  trinaires 
de  c  répondissent  au  même  diviseur  quadratique  de  la  formule  t*-{-ciPf 
ou  que  deux  diviseurs  quadratiques  différens  répondissent  à  la  même 
forme  trinaire  de  c.  La  seconde  hypothèse  n'a  lieu  pour  aucune  valeur 
de  c  (n°  37a)  ,  et  la  première  n'a  pas  lieu,  en  vertu  du  théorème  pré- 
cédent ,  puisque  c  est  premier  ou  double  d'un  premier.  Donc ,  etc. 

(28a)  Théorème  III.  m  Si  le  nombre  c  est  premier  ou  double  d'un 
»  premier,  chaque  diviseur  trinaire  de  la  formule  tl-\-cu%  ne  pourra  se 
«  décomposer  que  d'une  seule  manière  en  trois  quarrés,  c'est-à-dire  ne 
»  pourra  avoir  qu'une  seule  forme  trinaire.  » 

Car  si  un  même  diviseur  quadratique  de  la  formule  t*  -f-  eu*  avait 
plusieurs  formes  trinaires,  il  faudrait,  d'après  le  théorème  précédent,  que 
ces  diverses  formes  répondissent  à  une  même  valeur  trinaire  de  c.  Mais 
on  a  prouvé  (n°  375)  qu'une  valeur  trinaire  donnée  de  c  ne  peut  répondre 
à  deux  formes  trinaires  différentes  d'un  même  diviseur  quadratique , 
que  lorsque  celui-ci  est  de  l'une  des  formes  pjr*-\-rz*f  pj%-\-2<jjrz-{-^qz%J 
py%  -f-  2qyz-\-pz%,  et  qu'en  même  temps  les  coefliciens  extrêmes  sont 
l'un  et  l'autre  plus  grands  que  2.  Or  dans  tous  ces  cas,  il  est  facile  de 
voir  que  le  nombre  c,  représenté  successivement  par  pr ,  apq  —  q%, 
p* — 7*,  ne  peut  être  ni  premier,  ni  double  d'un  premier.  Donc,  etc. 

Remarquç.  Cette  proposition  aurait  également  lieu  si  c  ou  \c  était 
une  puissance  d'un  nombre  premier;  elle  contient  ainsi  une  propriété 
qui  convient  exclusivement  aux  puissances  des  nombres  premiers  ou  à 
leurs  doubles,  et  qui  peut  servir  à  distinguer  ces  nombres  de  tous  les 
autres. 

(a85)  Théorème  IV.  «  Si  le  nombre  N  est  compris  dans  un  divi- 
»  seur  u-inaire  de  la  formule  -{-«?«»,  réciproquement  le  nombre  c 
»  sera  compris  dans  un  diviseur  trinaire  de  la  formule  i'-f-iVu1;  de 
»  plus,  les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  N  et  de  c  seront  les 
»  mêmes,  soit  qu'on  considère  N  comme  diviseur  de  **-f^cw*,  ou  c 
»  comme  diviseur  de  t%-±-Nu*.  » 
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En  faisant  comme  ci-dessus  c==/VAV-f-£VÂ»-f- ^AV**,  le  diviseur 
trinaire  correspondant  sera  A  =  A*x*  -f-  At*x'*-f-»*x*%  pourvu  qu'on  sa- 
tisfasse à  la  condition  o==/x-r-g\r'-f«Âx*.  Soit  N  un  nombre  quel- 
conque compris  dans  le  diviseur  A,  ensorte  qu'on  ait  simultanément 

jV=AVn»-f-AtVn'* +  *'//!'*  \ 
o  =  fm  -f-  gin'  -f-  hrn  / 

Si  d'après  cette  valeur  trinaire  de  N  on  cherche  le  diviseur  trinaire 
correspondant  de  la  formule  *"-f-iW,  il  faudra  considérer  les  diviseurs 
communs  qu'il  peut  y  avoir  entre  les  quantités  m,  m't  m't  prises  deux 
à  deux.  Soit  a.  le  diviseur  commun  de  ni  et  m*,  €  celui  de  nf  et  m , 
y  celui  de  m  et  ni,  on  pourra  donc  faire 

N  ss     V"'  H-  -f-  ï 

o  =  -f-   g*yn'  4-  Àa£«"  / 

La  seconde  de  ces  équations  étant  mise  sous  la  forme  : 

{»-f-f»'+£«'  =  o, 

on  voit  que  -,  doivent  être  des  entiers;  car  si  n  et  *  avaient 

un  commun  diviseur,  les  trois  nombres  m,  m',  m*  en  auraient  un,  ce 
qui  est  un  cas  toujours  exclus.  On  prouvera  pareillement  que  n'  et  € 
n'ont  pas  de  commun  diviseur,  non  plus  que  n"  et  y.  Soit  donc  Jz=af't 
gzsxGg'f  hssyh',  l'équation  précédente  deviendra 

fn  +  g'n'  +  h'n'=o. 

Appelons  T  le  diviseur  trinaire  de  *»-f-iW,  correspondant  à  la  va- 
leur JV=X*€Vn'+/t'*yrt',  +  »,À'6,«*%  nous  aurons  les  deux  équa- 
tions simultanées: 

T=  *»x*  -f-  frxf*  y%3?*  \ 
o  =  Xnx  -f-  fin'x'  -h  inx*  f 

Mais  en  substituant  les  valeurs  de  f,  g,  h,  dans  l'expression  de  c,  on  a 

c  sas  *Wf*  -+■  CVXy«  +  y'k'p'li?  ; 

valeur  qui  sera  comprise  dans  T,  si  on  fait  x=/j.tf ,  x'  =  rXg' , 
x*=  A/*A',  et  si  en  même  temps  la  condition  o  =  X/ïx-r-jK/i'x'-J-w'x' 
est  satisfaite  ;  or  celle-ci  se  réduit  à 
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Elle  a  donc  lieu  en  effet,  et  la  proposition  est  vérifiée  dan»  tonte  sa 

généralité. 


(284)  Exemple.  La  formule  C-\-6^ul  a  pour  diviseur  trinaire... 
9T'  4-  8/3+93*  =  C3/— H"  C3/  +  3S)*  +  Cr-f"  a*)1,  et  la  valeur  cor- 
respondante de  c  est  c=6»-r-  2l+  5*.  Soit/ =  5,  3  =  — 2,  on  aura 
le  nombre  compris  iV  =  1 8 1  =  1 2*  -f-  6»  -f- 1  *  ;  si  d'après  cette  valeur 
on  cherche  le  diviseur  trinaire  correspondant  de  <*-f-i8i«*,  on  trouvera 
que  ce  diviseur  est  5j,-+-4j2+37z'=7*-f-(^)*H-(2j-f-a),j  or  cette 
formule  comprend  65,  en  faisant  /=2  et  z=i ,  et  on  a  la  forme  trinaire 
65=  2" +6»  +5*,  tandis  que  la  valeur  trinaire  de  N  qui  résulte  du 
même  diviseur  est  181  =  i2»-f-6'-f-i».  De  là  on  voit  que  65  et  181 
se  reproduisent  sous  les  mêmes  formes  trinaires,  soit  qu'on  considère 
65  comme  diviseur  de  /*+  i8iu»,  ou  18 1  comme  diviseur  de/*-f-65u% 
ce  qui  est  conforme  au  théorème. 

(285)  Théorème  V.  «Si  le  diviseur  quadratique  &=py,+2<]y&+-rz% 
m  appartenant  à  la  formule  **-f-cn*,  est  susceptible  de  plusieurs  formes 
»  trinaires ,  et  que  dans  ces  diverses  formes  on  substitue  pour/  et  2 
»  les  valeurs  déterminées/  ==/*>  2==8  »  Ie  ****  ^ue  'es  formes  trinaires 
»  qui  en  résulteront  pour  le  nombre  N^pf+zqfg-^-rg*,  seront  toutes 
»  différentes  entre  elles,  au  moins  tant  que  N  surpassera  |c.  » 

En  effet,  si  on  cherche  par  une  analyse  directe  quels  sont  les  cas 
où  deux  formes  trinaires  du  diviseur  A  donnent  pour  le  nombre  dé- 
terminé N  une  même  valeur  trinaire,  on  trouvera  que  N  ne  peut  sur- 
passer je.  C'est  ce  que  nous  allons  développer. 

Supposons  que  le  diviseur  A  ss/j^-f-a^/s-f-  rz*  soit  susceptible  de» 
deux  formes  trinaires  : 

A  =  (mjr  -f-  nz)*  -f-  {m'y  -f-  n'a)»  -f  {m'y  +  riz)* 

a  »  («r + p*y  -+-  (a*> + /*)■ + (Kr + 

ensorte  qu'on  ait  simultanément  : 

p  =  m*  -f-  m"  -{-  m''  =  -f-  /*'»  -f-  /u,'1 
tj  —  mn  -f-  m' ri  -f-  m' ri  =r  yut  -f-  /*'»'  -f-  /*V 
r  sa  «•  -f-  /»'»  4-  «'*  =  »»  -f-       -f-  A 

Si  les  valeurs  particulières  /  =y,  z=g,  qui  rendent  le  diviseur  A 
égal  à  iV,  sont  telles  que  les  deux  formes  trinaires  de  A  se  réduisent 
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à  une  seule  de  N,  il  faudra  qu'on  ait 

mf  -f-  ng  =  fif  -f-  9g 
nif+rig=.tf+,'g 
m'f+  n'g=  t'g. 

Car  les  deux  formes  trinaires  qui  doivent  coïncider,  peuvent  être  dis-? 
posées  de  manière  que  les  termes  égaux  soient  de  même  rang  et  de 
même  signe. 

D'ailleurs  puisque  f  et  g  sont  premiers  entre  eux ,  on  satisfera  géné- 
ralement aux  trois  équations  précédentes,  en  prenant  trois  indu  termi- 
nées a  y  a',       et  faisant 

fJL  =  m  —  ag,       n'  =  m'  —  a  g  ,  —  m'  —  a  g 

,=«-{-«/,       •-'=«'+<*/,  ,'=n'+a'f; 

substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  pt  q>  r,  on  aura  les  trois 
équations  : 

±g  {a*  +  a'*  H-  a'%)  —  ma —  m'a' —  m'a  =  o  \ 
\f(a*  -f-  a*»  +  a")  +  na  -f- n'a'  +  n'a'  =  o  (  W 
fg  (a«  H-  a"  +  «")  -¥g  (™  +       +         \  _  „ 
-/(ma+m'a'+mV)  f  —  °» 

où  l'on  voit  que  la  troisième  est  une  suite  des  deux  autres ,  et  qu'ainsi 
il  suffit  d'avoir  égard  à  celles-ci. 

De  quelque  manière  qu'on  satisfasse  aux  équations  (J),  les  valeurs 
de/  et  de  g  détermineront  un  nombre  N pf*  -f-  zqfg  -f-  rg' ,  tel 
qu'en  y  appliquant  les  deux  formes  trinaires  de  A ,  elles  se  réduiront  à 
une  seule  valeur  trinairc  de  N.  Cherchons  donc  la  plus  grande  valeur 
de  N  qui  donne  lieu  à  cette  coïncidence. 

Et  d'abord  observons  que  comme  f  et  g  ne  peuvent  être  tous  deux 
pairs,  il  résulte  des  équations  {A)  que  le  nombre  a1-f.«',-f-a'1  doit 
être  pair.  Soit  donc 

on  aura 

f=—\  JE  )>    s=  1  > 

d'où  l'on  tire 

k  (mf      ng)  =  (tn'n  —  mn')d  —  (mn'  —  m'n)a' 
k  \m'f+n'g)  =  (m'n'  —  m'n")a'—  (m'n  —  mn'  )a 
h  (m'f+n'g)  =  (mn'  —  m'n)a  —  (mV—  m'n')a. 
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I*  forme  trinaire  de  c  qui  répond  au  diviseur  trmaire  (my  +  mY 
+  W  +  **Y<+(!*j+tf%ï9  étant  c  =  (m«'-m'«)*H.(WV-mV)' 
■t"  \jn  n  —  mn')%,  faisons  pour  abréger, 

=         mV~,«V=Ç,     m'n-nm'  =  y, 
afin  qu'où  ait  c=  a'-f-S'-f-j,»,  les  équations  précédentes  donneront 

K»V+!tg)  «  6  - 

Qnarrant  ces  équations  et  les  ajoutant,  on  aura 

Mais  puisqu'on  a  0  =  *?  +  ?  +  ^  et      =  4- a'%  a  est  facile 

de  voir  que  le  second  membre  se  réduit  a  aci-(aa+  Ca'  +  ya')>  de 
aorte  qu'on  aura 

Ge  résultat  prouve  que  la  limite  de  N  est  ^,  et  que  N  ne  peut  at- 
teindre cette  limite  que  lorsqu'on  a  tut+ta'  4-5,^  =  0. 

•  •  "        '  ■'       •  1       *     •  •  ! 

(a86)  La  limite  de  iV  sera  d'autant  plus  grande  que  k  sera  plus  petit: 
▼oyons  donc  quelle  peut  être  la  plus  petite  valeur  de  k. 

Les  valeurs  que  doivent  avoir  a,  a',  pour  que  a,-r-a/*-f-a'»soit 
le  plus  petit  possible  et  cependant  pair,  sont  o,  1,1;  mais  alors  on 


sup- 
position. 

On  ne  peut  foire  non  plus  a=o,a'=o,  rt»=a,  parce  qu'alors  les  deux 
formes  trinaires  de  A  se  réduiraient  encore  à  une  même  forme.  La  moindre 
yaleur  «Je  k  a  donc  lieu  lorsqu'on  fait  a=i,  a]ors  on 

a  k  =  3,  et  la  limite  cherchée  est  N<$c,  conformément  à  l'énoncé  du 
théorème. 

(387)  Pour  que  N  atteigne  cette  limite,  il  faudra  qu'on  ait  

<t-f-£-fa^=o,  ou  *=  — C—  2y}  delà  3(£_|_;  )*-f-3>%  et 

"  on  a  i\Tsari^  û,  il  faudra  que  c  soit  divisible  par  5.  Faisant  donc 

/»o 
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Ç-{-y—"J\  on  aura  •  .  .  ~.y  -f-  j8«f%  et  y  devra  être  impair,  sans  quoi 
Jf  serait  divisible  par  4,.  ce  qui  a'a  pu  lieu  dan»  bw  nombres  susee/p-' 

libles  de  formes  trinaires. 

Ces  résultats  sont  faciles  à  rérifier  ;  car  d'après  la.  valeur  trouvée  de  c, 
l'un  des  diviseurs  quadratiques  de  t*     eu',  est 

A  =  1 a^)r  H-  (a>*  + 1 *r«)/3  -f-  (2^+  5/* )  *% 

lequel  se  décompose  en  trois  quarrës,  de  ces  deux  manières: 

et  ces  deux  formes  se  réduisent  à  une  seule  lorsqu'on  fait  jrsa  i ,  ^=;o>, 
ce  qui  donne,  If=  a>*-f- laJ^sssjc. 

(a88)  Taxons m  i  VI.  «  Si  le  «ombre  ^  est  compris  de  m  manières 
»  différentes  dans  un  ou  plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  la  formule 
m  f+cif;  si  en  outre  chacun  de  ces  diviseurs  est  décomposante  en  m 

»  formes  trinaires ,  ejt  qu'en  conséquence  le  nombre  N  reçoive,  comme 
»  diviseur  de  la  formule  1'+™',  ma  valeurs  trinaires;  je  dis  que  toutes 
»  ces  valeurs  trinaires  seront  différentes  les  unes  des  autres  y  excepté 
Vie  cas  de  N <$c,  et  celui  où  on  pourrait  satisfaire  à  l'équation 
»  c'=j'~\-Nz%  san9  supposer  a=xo.  » 

En  effet,  l'une  des  formes  trinaires  de  N  peut  toujours  être  repré- 
sentée par  la  formule  N=  \%4*-+-fAtEt-jr*tC\  eu  supposant  que  la  va- 
leur correspondante  de  c  soit  -f-£VA*-f-  Â*A'/*%  et  qu'on  ait 
entre  les  nombres  A,  Bx  C  h  relation  JA     gB  -f-  bC  ==»  o» 

Une  seconde  forme  trinaire  de  N  pourra  de  même  être  représentée 
par  la  formule  Nz~  \'tJ't-hft:iB"+$'>C%  en  supposant  semblablc- 
ment  c^/>V  +g' VA,"  4-  W  exf*  +gB + VO  «r<x 

Maintenant  s»  l'on  vent  que  ces  deux  râleurs  trinaires  de  JV  soient 
bàmtiques,  tl  faudra  faire  \4âcX'jP,  fiB^'B",  ,C=**C  Tirant 
de  ces  équations  les  valeurs  de  A,  B*9  C,  et  les  substituant  dans  l'é- 
quation f'A'-\-gB'-\~KÇ  =  oi  on  aura 

/>V.M  +  «VA'./*£  4-  *'A>'.>C=0. 

CcUc;-<i  etapt  combinée  a*ec  l'équetion  fd+gB+hC^*,  û  «sa 
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résulte 

TOT"  W-gvX-g^rV.W 

KA  h\'n'  ,gYK —  g'*'  A.'.  Jl/yfi' 

Soient,  pour  abréger,  ffir  =  et ,        =  C,  Ax^t  =s  > ;  =  et', 

g'*'X  —  £t  A'aV=}/,  ensorte  que  les  valeurs  trinaires  de  c  qui  ré- 
pondent aux  valenrs  identiques  de  N,  soient  c  =  a*  -f-  C»  >' , 
C=x'-  +  Ç"  +  y\  on 


M»  _  «'y—cty*  tC      C'a.  —  Cx' 

les  trois  nombres  \Ât  pB,  rC  ne  peuvent  être  divisibles  par 
un  même  facteur;  si  donc  on  appelle  <p  le  plus  grand  diviseur  commun 
des  trois  quantités  n'y —  «>',  Cet — Cx\  y'€ — yC,  on  aura 

QXAzrzy'G—  yC 
ffiB  —  oe'-y  —  cty' 
tyt         6"<t  — «~  £et  ; 

d'où  l'on  déduit  <p»(X»^-f^»j5'4-»*0)  ou  f»ÏV'^'É^C')H^»--«>'j' 
-f-(6'« —  £«')'.  Or  par  une  réduction  qui  se  présente  fréquemment  dans 
ce  genre  d'analyse ,  on  sait  que  le  second  membre  de  cette  équation 
est  la  même  chose  que  , 

(*'*+Ç'+y<>)~(*,t+W+yyy>     •  ' 

de  sorte  que  si  on  fait  pour  abréger  eut' -f- €€'  -}-  yy' = â ,  on  aura 
ep'iV  =c' — 6»  ou  c»=fi*-f- JV<f*.  Donc  deux  formes  trinaires  de  2V 
ue  Sauraient  être  identiques,  à  moins  que  le  nombre  N  ne  soit  pins 
petit  que  c*  et  tel  qu'on  puisse  satisfaire  à  l'équation 

Ce  résultat  ne  souffre  d'exception  que  lorsque  fr?  =  o;  alors  on  a 

£  m£  t=z£;  de  sorte  que  la  forme  coïncide  entièrement 

avec  la  forme  a,-f-6,-f->4.  Mais  alors  les  deux  valeurs  trinaires  de  iV*, 
que  Tod  compare,  sont  tirées  d'un  même  diviseur  quadratique  ,  puis- 
qu'elles repondent  à  des  valeurs  trinaires  identiques  de  c;  donc  ces 
deux  valeurs  doivent  être  différentes  enlre  elles  (a85),  à  moins  qu'on 
n'ait  iV<  |  e.  Ainsi  en  ajoutant  ce  cas  (f  exception  à  celai  qu'dn  a  déjà 
trouvé,  il  en  résulte  1*  proposition  générale  lelle  qw  nous  faVons 


5i€  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

(289)  Pour  donner  une  application  de  ce  théorème ,  considérons  U 
formule  r-\-aiu*t  et  son  diviseur  quadratique  A  =  Sj* -f- ^jz  4-  5a*,  le- 
quel est  susceptible  de  ces  deux  formes  trinaires: 

Dans  fe  diviseur  est  compris  le  nombre  17765  =  5.11.17.19,  qui, 
«tant 'de  la  forme  84x4-41 ,  ne  peut  (d'après  la  Table  IV)  appartenir 
à  aucun  autre  diviseur  quadratique  de  la  formule  **-f-3iM\  D'ailleurs  ce 
nombre,  à  cause  des  quatre  facteurs  dont  il  est  composé,  doit  être  con- 
tenu a1  ou  8  fois,  dans  le  diviseur  5j*  -+-4^  +  5a*;  en  effet,  si  on  ré- 
sout l'équa don  17765  =  5/*  4-4/3  4-5z*,  on  trouve  les  huit  solutions 
suivantes  : 

nui  :  .  ■  ,  -  •  ;  ' 

y  =  5a,  —64,  3i ,  —  65,  —  1 ,  —  47,  —  a4,  —  a8 

z  =  i5,      i5,  4°>  4°>    6°>     6°>     65»  65. 

On  en  trouverait  même  huit  autres,  mais  qui  ne  produiraient  aucun 
nouveau  résultat,  parce  que  le  diviseur  quadratique  5j»  4- 4 /*  +  5a* 
est  du  nombre  des  bifides.  Cela  posé,  les  huit  solutions  trouvées  don- 
neront chacune  deux  formes  trinaires  de  17765,  lesquelles  seront  diffé- 
rentes entre  elles,  puisqu'il  est  visible  que  l'équation  c*=j* -f-iVa*  në 
saurait  avoir  lieu  ;  donc  le  nombre  17765,  considéré  comme  diviseur 
de  r*-f-aiu*,  doit  avoir  seize  formes  Uinaires  différentes;  et  en  effet 
on  trouve  que  ces  seize  formes  sont: 

119*4-  6o*-f-  a*  119*4-  5a*-f-3o*  ioa»4-  65*4-56'  86*4-  63*-f-8o* 
5&+i*o>+  1»     8a*-f-io4'-f-i5*       9*4-1 5o'-H»8*  i7'4-ia6'4-4o* 

11 3*4-  64'4-3o»  106'+  65*-f-48*  ni*4-  4o*+6a*  73*4-60*4-94* 
34'-|-i28'-r-i5*      17*4-1 3o*-r-a4*    ioa*4-  8o*4-3i*    34*4- iao'-H47* 

,;  1,   »*.!«  :         ••  "H        •       .>     >'•>  :  «  ; 

(390)  Remarque.  Si  N  est  pair  et  >~c*,  l'équation  c*=y*4-JVa*  ne 
pourra  avoir  lieu  ,  et  la  proposition  générale  ne  sera  sujette  à  aucune 
exception.  Caria  condition  i\r>*c  est  satisfaite  d'elle-même,  ensuite 
l'équation  c*=j*  4- iVs*  exige  qu'on  ait  3=1  et  c*— 7*=.^;,  mais 
JV  étant  pair,  le  premier  membre  devra  être  pair,  et  alors  il  serait  di- 
visible par  4>  tandis  que  N  n'est  divisible  que  par  a. 

Dans  la  même  supposition  de  N>\t*,  l'équation  A==c*— -fl*  ne 
pourra  encore  avoir  lieu  si  N  est  de  la  forme  4*4-1  et  c  pair. 
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TROISIÈME  PARTIE.  Si? 
(agi)  Théorème  VII.  «Soit  py* H- *qyz+ rz%  on  diviseur  quadra- 
»  tique  de  la  formule  f'-f-ctt*,  et  soient  p  et  c  premiers  entre  eux;  si  le 
m  nombre  c  est  diviseur  de  «*-f-^«*,  je  dis  que  c  sera  diviseur  de 
»  l*  -f-  iW,  N  étant  un  nombre  quelconque  renfermé  dans  la  formule 
»  py--\-2qyz  +  rz%.  » 

En  effet,  soit  N  =  pA%+aqa€  +  /<*,  on  aura^iVT=(^a4-^)ï-hc^*. 
Mais  par  hypothèse  c  est  diviseur  de  f+pu*;  donc  il  existe  un  entier 

k  tel  que         est  un  entier;  donc  A*  sera  aussi  un  entier. 

Mettant  au  lieu  de  pN  sa  valeur,  on  aura  (P*"**^  +Nk  ^  g^  or  ^  ^ 
«  sont  premiers  entre  eux,  car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur  fl,  l'ex- 
pression — ~£  étant  un  entier,  il  faudrait  que  p  et  c  eussent  le  même 
commun  diviseur  fl,  ce  qui  est  contre  la  supposition.  Donc  on  peut  faire 
px-\-(}Ç=zkx  +  cuy  et  on  aura  =  e.  Donc  c  est  diviseur  de 

«•H-iV,  ou  en  général  de  la  formule  f-f-iW. 

(aga)  Remarque.  La  même  proposition  aura  lieu  en  supposant  seule- 
ment que  le  diviseur  quadratique  py% -f-  iqyz  ~\-  rz*  renferme  un  nombre 
p'  premier  à  c,  et  tel  que  c  soit  diviseur  de  P~\-pux.  Car  on  pourra 
toujours,  par  une  transformation,  faire  ensorte  que  ce  nombre  tienne 
la  place  du  premier  coefficient  p  (n8  a3i).  "  "v 

Donc  si  le  diviseur  quadratique  py*  -f-  iqyz-\-rz%  contient  un  seul 
nombre/?'  premier  à  c,  et  tel  que  c  soit  diviseur  de  t%-+-pu% ,  tout 
nombre  N  compris  dans  ce  même  diviseur  quadratique  jouira  de  la 
même  propriété,  de  sorte  que  c  sera  toujours  diviseur  de  la  formule 

r  +  Nu\ 

(ag3)  Théorème  VIII.  «  Au  contraire  si  un  seul  nombre  p'  renfermé 
»  dans  le  diviseur  quadratique  py*-\-2<jyz-\-rz%y  est  tel  que  cne  divise 
m  pas  t*-}-p'u* ,  je  dis  que  tout  nombre  N  renfermé  dans  le  même  di- 
»  viseur  quadratique,  est  tel  aussi  que  c  ne  peut  diviser  t*^Nu% ,  au 
»  moins  en  supposant  N  et  c  premiers  entre  eux.  » 

Car  puisque  c  et  N  sont  premiers  entre  eux,  si  c  divisait  **-f-iW, 
il  faudrait ,  suivant  le  théorème  précédent,  que  c  divisât  aussi «*-ffV, 
ce  qui  est  contre  la  supposition. 


5i8  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

(ag4)  Nous  appellerons ,  pour  abréger ,  diviseur  réciproque  tout  divi- 
seur quadratique  de  la  formule  r-f-cu*,  dont  la  propriété  est  telle  que 
N  étant  un  nombre  quelconque  compris  dans  ce  diviseur,  réciproque- 
ment c  soit  diviseur  de  <*  4-  Nu*. 

Nous  appellerons  par  opposition  diviseur  non-réciproque  tout  diviseur 
quadratique  qui  ne  jouit  pas  de  cette  propriété,  ou  qui  n'en  jouit  que 
par  rapport  à  quelques  nombres  particuliers  N  qui  ont  un  commun  di* 
viseur  avec  c. 

Les  conditions  pour  qu'un  diviseur  quadratique  soit  réciproque  ou 
ne  le  soit  pas,  sont  tellement  précisées  par  les  deux  théorèmes  précé- 
dens,  qu'on  pourra  toujours  décider  promptement,  et  presqu'à  la  seule 
inspection,  si  un  diviseur  quadratique  donné  est  réciproque  ou  non. 

(ag5)  Prenons  pour  exemple  la  formule  /*-f-69«*,  dont  un  diviseur 
quadratique  est  5/*4-2/«H-i45\  Pour  savoir  si  ce  diviseur  est  réci- 
proque ,  j'observe  que  le  coefficient  5  est  premier  à  69;  je  cherche  donc 
si  69  est  diviseur  de  «'4-5a\  Or  il  est  manifeste  que  69  divise  8*4-5; 
donc  le  diviseur  quadratique  dont  il  s  agit  est  un  diviseur  réciproque  ; 
c'est-à-dire  que  si  N  est  un  nombre  quelconque  compris  dans  la  for- 
mule 57*4-27*4"  i4**>  011  PC"'  être  assuré  que  69  sera  diviseur  de 

La  même  formule  e+Cgu*  avant  un  autre  diviseur  quadratique 
fy*  -f-  fy'z  -f- 1 5r '  ;  pour  savoir  si  celui-ci  est  réciproque ,  je  prends  le 
nombre  compris  i3  premier  à  69,  et  je  cherche  si  69  est  diviseur  de 
**-f-i3tt\  Or  on  voit  immédiatement  que  3,  facteur  de  69,  n'est  point 
diviseur  de  ?+\5u%;  donc  69  ne  peut  l'être,  donc  le  diviseur  qua- 
dratique fy*  +  fyz-+-iZz%  est  un  diviseur  non-réciproque. 

Considérons  encore  la  formule  t'-f-^u1  et  son  diviseur  quadratique 
^'-f-453*.  Pour  déterminer  la  nature  de  ce  diviseur,  je  prends  le  coeffi- 
cient 1  du  premier  terme,  et  je  cherche  6i  45  est  diviseur  de  f*-f-u\ 
Mais  on  voit  tout  de  suite  que  5  ne  divise  pas  *•-+-«•  (  car  cm  suppose 
toujours  t  et  u  premiers  entre  eux)  ;  donc  45  ne  peut  le  diviser.  Donc 
le  diviseur  quadratique  dont  il  s'agit  est  un  diviseur  non-réciproque. 

(396)  On  fera  voir  ci-après  que  les  diviseurs  quadratiques  réciproques 
ne  contiennent  que  les  nombres  susceptibles  de  prendre  la  forme  tri- 
naire,  c'est-à-dire  les  nombres  de  l'une  des  formes  8«-f-  1  ,  8*4*2* 
8*4-3,  8*4-5,  8/i-f-6.  Or  si  l'on  a  égard  àTéquatron  /-r— ?4s=e, 
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tm  trouve  aisément  (comme  an  n*  ax5)  que  pour  chacune  des  cinq  formes 
principales  de  c,  les  diviseurs  quadratiques  de  f*+ca*  se  divisent  en 
deux  espèces ,  déterminées. par  rapport  aux  multiples  de  4  et  â,  comme 
on  le  voit  dans  m  Tableau  carrant. 


Nombre  c. 

Diviseurs  de  i"*  espèce. 

Diviseurs  de  a*  espèce. 

8*  +  t 

4«+i,     8«+  a 



4*+5,  8a+6 

.    8» +5 

4«-t-i,     8/1  +  6 

4*  +  3,  8n+a 

8/i -f-5 

4«  +  3 

8/1+3 

8/x+!,  8»+3 
c,  c-f-4 

8n  +  5,   8/»  +  7 
c  —  4,     c  +  8 

8/1+6 

8a  +  S,     8a  +  5 

c— 4,  c+8 

8»+r,  8it+7 
c,  e+4 

Lorsque  le  nombre  c  est  de  la  forme  8/» 4- 3,  on  voit  qu'il  n'y  * 
qu'une  seule  espèce  de  diviseurs  quadratiques,  savoir,  les  diviseurs 
4»-f*a.  Si  le  nombre  c  se  rapporte  aux  formes  8n  +  »,  8/»+6,  os 
pourra  préciser  davantage  les  diviseurs  pairs  correspoudaus;  poux  cela, 
il  faudra  subdiviser  chacune  de  ce»  formes  en  deux  autres,  et  alors  au 
lieu  des  deux  derniers  articles  du  Tableau  -  on  aura  les  auatre  suivans 

l6/»  +  2  | 

»        '  "      | 1 

8/t+  i  y     8/» +3 
iô/i  +  a,  ifi/t-r-6 

8/»+5,   8a  +  7 
iô/i+io,  160+14 

«6»  +  io 

8*  +  t ,  8n+5 
•       i6»+ro,    i6«  + 14 

8»  +  5,  8w+? 
i6«+a,  i6*+6 

i6«+6 

8«+3,     8/i  +  5 
r      i6»+a,  i6b+i4 

8«  +  ,,    8«  +  7 
lôn+'é^  iân-^  i  <j 

1Ô/.H-14 


8„+3,     8«  +  5  , 
i€n  +  6,  i6/î+io 

8n  +  i ,   8«  +  7 
i6«  +  a,  i6»r+  r4 

A  l'aide  de  ce  Tableau,  ou  reconnaît  tout  d'un  coup  si  un  nombre 
donne,  diviseur  de  l*+ca*,  appartient  à  la  première  ou  à  la  seconde 
espèce  ;  il  suffit  de  considérer  le  reste  que  donne  ce  nombre  divisé  par 
4i  par  8  ou  par  16. 


Sao  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

En  général,  comme  les  diviseurs  quadratiques  de  seconde  espèce  cou» 
tiennent  toujours  des  nombres  de  la  forme  8/1  +  7,  ces  diviseurs  ne 
peuvent  jamais  être  trinaires.  Ainsi  les  diviseurs  réciproques  doivent 
toujours  se  trouver  parmi  ceux  de  la  première  espèce.  >  . 

(297)  Théorème  IX.  «  Si  le  nombre  c  est  premier  ou  double  d'un 
m  premier,  tout  diviseur  quadratique  de  première  espèce  de  la  formule 
m  /*  "|"  eu* y  sera  un  diviseur  réciproque,  m 

En  effet,  1'.  si  c  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4"  H-1  9^* 
comprend  les  deux  8n +  1,  8/1+5,  il  a  été  déjà  démontré  (n°  196), 
que  N  étant  un  diviseur  quelconque  4*+  1  de  la  formule  J'  +  cù*,  on  a 

(^)=:i;  de  sorte  que  c  doit  être  diviseur*  de  t*+Nu\  Donc  le 

diviseur  quadratique  qui  renferme  N  est  un  diviseur  réciproque.  Donc 
tout  diviseur  quadratique  de  première  espèce  de  la  formule  f  +  eu*  est 
un  diviseur  réciproque. 

a\  Si  c  est  un  nombre  premier  8n+  3 ,  et  P  un  diviseur  quelconque 
impair  de  la  formule  t* -{-eu*,  on  aura  (a9  197)  (7)  =  1  î  mais  par  la 

nature  du  nombre  c,  on  a  (n*  148)  (*)  =  —i;  donc  (~)=— 1. 

Donc  c  est  diviseur  de  f +  a/V  ou  de  /»+iW,  N  étant  un  diviseur 
quelconque  4*-r-3  de  I*  formule  t*+cu%.  Donc  tout  diviseur  quadra- 
tique 4*4-2  de  cette  formule,  est  un  diviseur  réciproque. 

S*.  Si  le  nombre  c  =  ia,  a  étant  un  nombre  premier  4*1+1,  ilré- 

-J=i,  N  étant  un  diviseur  quelconque 

8/1+ 1  ou  8n+3  de  la  formule  **+«*»  ou  i*+2«b\  Donc  le  divi- 
seur quadratique  qui  renferme  N,  c'est-à-dire,  tout  diviseur  quadra- 
tique de  première  espèce  de  la  formule  t  -h eu*,  est  un  diviseur  réci- 
proque. 

4°.  Enfin  si  le  nombre  c  =  aa,  a  étant  un  nombre  premier  4«+3, 
on  a  prouvé  n"  198,  que  N  étant  un  diviseur  quelconque  8/1 +  3  ou 

8/i+5  de  la  formule  ^+mu%  on  a  =  —  ,.  Donc  a  est  divi- 
seur de  la  formule  r+JW;  donc  a«  ou  c  l'est  aussi.  Donc  le  diviseur 
quadratique  qui  renferme  N  est  un  diviseur  réciproque. 

(398)  Théorème  X.  «  Si  le  nombre  c  ou  sa  moitié  est  un  nombre 
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»  Composé,  parmi  les  diviseurs  quadratiques  de  première  espèce  de  la 
m  formule  i*  -f-  eu*,  il  y  en  aura  toujours  au  moins  un  réciproque.  » 

Cette  proposition  et  la  précédente  supposent  que  le  nombre  c  est 
de  l'une  des  trois  formes  4«-f- 1 ,  8«-f-3,  4«-h  a;  mais  nous  nous  con- 
tenterons de  démontrer  celle-ci  pour  les  nombres  de  la  forme  4/H~I 
attendu  que  le  raisonnement  est  le  même  à  l'égard  des  autres  formes. 

Soit  donc  c  un  nombre  composé  4n~h  1  >  61  "  oa  Peut  prouver  qu'il 
existe  un  nombre  premier  iV",  également  de  forme  4'H-i»  tel  que  c  soit 

diviseur  de  t*-\-Nux ;  il  s'ensuivra  (n°  19G)  que  ( ^\ si,  (M  que  N  est 

diviseur  de  la  formule  f'-f-cn*,  et  qu'ainsi  le  diviseur  quadratique  de 
cette  formule,  qui  contient  iV,  est  un  diviseur  réciproque. 

Pour  cet  effet,  décomposons  c  en  ses  facteurs  premiers  égaux  ou  iné- 
gaux :  soient  a,  a',  a',  etc.  les  facteurs  4/|4-1  ,  et  £,  6',  les 
facteurs  4"-f-3>  ceux-ci  étant  en  nombre  pair,  puisque  c  est  de  forme 
4»  -f-  1.  On  aura  donc  c  =  eut' et' . . . .  ÇÇ'Ç'G* . ...  ;  et  pour  que  c 
divise. la  formule  t*+Nu*,  il  faut  qu'on  ait  successivement: 

(r)  =  1>      (î)  =  1  >      G)  — 1  

(t)^-1'    (?)=-1>  (?)=-f  

Or  chacune  de  ces  conditions  rapportée  à  un  dénominateur  différent , 
fournit  en  général  plusieurs  valeurs  linéaires  de  N  (n°  ig3),  et  ces  va- 
leurs étant  combinées  entre  elles  pour  satisfaire  à  toutes  les  équations , 
puis  réduites  à  la  forme  4/l~f" 1  >  donneront  un  grand  nombre  de  for- 
mules dont  chacune  contient  une  infinité  de  nombres  premiers.  On 
pourra  donc  trouver  tant  de  nombres  premiers  qu'on  voudra  pour  va- 
leurs de  N:  or  un  seul  de  ces  nombres  suffit  pour  déterminer  un  divi- 
seur quadratique  de  la  formule  t*-\-cu% ,  lequel  sera  réciproque,  puisque 
c  divisant  t*-\-Nu%>  il  s'ensuit  que  N  divise  *»-f-ctt*. 

(299)  Remarque.  Les  diviseurs  réciproques  de  la  formule  /•  -f- 
formeront  l'un  des  groupes  dans  lesquels  se  partage  le  système  entier  des 
diviseurs  quadratiques  de  cette  formule.  Soit  i  le  nombre  des  facteurs 
premiers  inégaux  a,  a',  a". . .  C,  C,  6*,  etc.;  alors  at  sera  le  nombre 
total  des  groupes,  et  l'un  d'eux,  celui  qui  satisfait  aux  conditions 

=  1 ,  (J)  =  1 ,  =  —  1 ,  etc. ,  et  qui  d'ailleurs  est  de  la  pre- 
mière espèce,  sera  le  groupe  des  diviseurs  réciproques. 

4i 
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■  On  trouvera  de  semblables  résultats  lorsque  c  est  de  la  forme  8*4-3 

et  lorsqu'il  est  de  la  forme  4n-f-  a. 


(3oo)  Th^orèste  XI.  m  Tout  diviseur  quadratique  trinaire  est  un  dx- 
a  viseur  réciproque.  » 

Car  soit  A  un  diviseur  quadratique  trinaire  de  la  formule  f-f-CB*  et 
N  un  nombre  quelconque  contenu  dans  A  ;  on  a  vu  que  c  est  divi- 
seur de  t*  -f-  Nu*  (n°  a85).  Donc  A  est  un  diviseur  réciproque  (n*  294)- 

(5oi)  La  proposition  inverse  de  la  précédente  est  encore  vraie,  c'esV- 
à-dire  que  toiU  diviseur  réciproque  est  trinaire;  en  effet,  la  Table  VIII 
contient  les  diviseurs  trinaires  de  la  formule  t*  +  pour  toutes  les 
valeurs  de  c  depuis  essi  jusqu'à  c=ai4,  et  on  peut  s'assurer  qu'il 
n'y  a  aucun  diviseur  réciproque  de  la  formule  t*+cu*  qui  n'y  soit 
compris. 

Cette  proposition  peut  donc  être  censée  établie  par  la  vérification 
immédiate  jusqu'à  une  limite  donnée  L ,  et  il  s'agit  de  faire  voir  que 
lorsque  c  passera  cette  limite ,  la  proposition  sera  encore  vraie. 

C'est  par  une  telle  réciprocité  que  chaque  formule  t*  -f-  eu*  est  liée 
avec  les  inférieures  où  c  est  plus  petit ,  de  manière  que  les  propriétés 
connues  des  unes  servent  à  démontrer  les  propriétés  des  autres. 

Voici  donc  la  proposition  générale  que  nous  devons  établir. 

(3oa)  Théorème  XII.  «  Tout  diviseur  réciproque  de  la  formule 
»  l»  + JW  est  un  diviseur  trinaire,  et  ce  diviseur  a  autant  de  formes 
»  trinaires  qu'il  y  a  d'unités  dans  a'-*,  i  étant  le  nombre  des  facteurs 
»  premiers,  impairs  et  inégaux  qui  divisent  N.  » 

Ce  théorème  doit  être  regardé  comme  l'un  des  plus  remarquables  de 
la  théorie  des  nombres;  c'est  pourquoi  nous  en  donnerons  deux  dé- 
monstrations, la  première  fondée  sur  la  possibilité  de  trouver  dans  le 
diviseur  réciproque  donné,  et  entre  des  limites  données,  un  nombre 
compris  qui  soit  premier  ou  double  d'uu  premier,  l'autre  indépendant* 
de  cette  supposition. 

Première  démonstration. 

(5o5)  Supposons  d'abord  que  N  on  \  N  soit  un  nombre  premier  ; 
alors  tout  diviseur  de  première  espèce  de  la  normale  /•  -f- Nu*  est  un 
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diviseur  réciproque  (n*  297).  Soit  ce  diviseur  ï*  =  cj^+abjz^az*;  je 
dis  que  T  est  en  même  temps  un  diviseur  trinaire. 

En  effet,  par  la  propriété  de  ce  diviseur,  le  nombre  N  est  compris 
dans  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  £g-{-*7f*,  lequel  est  réciproque 
et  par  conséquent  trinaire,  puisque  c  est  plus  petit  que  la  limite  Lt 
jusqu'à  laquelle  la  Table  est  vérifiée.  D'ailleurs  le  nombre  N  étant  pre- 
mier ou  double  de  premier,  il  ne  peut  être  compris  que  dans  un  seul 
des  diviseurs  quadratiques  de  t*-\-cu* ,  et  d'une  manière  seulement. 
Soit  donc  A  =ffjr*  +■  *qjz  H-  rz*  le  diviseur  trinaire  de  f -f-cu',  dans 
lequel  N  est  compris;  si  l'on  désigne  par  k  le  nombre  des  facteurs  pre- 
miers, impairs  et  inégaux  qui  divisent  c,  A  aura  2*—  formes  trinaires, 
lesquelles  seront  différentes  entre  elles,  puisque  est  >c,  et  à  plus 
forte  raison  >  J  c  (n"  a85). 

Cela  posé ,  les  a*~'  formes  trinaires  de  N  détermineront  autant  de 
diviseurs  quadratiques  trinaires  de  la  formule  e-\-Nu%,  dans  chacun 
desquels  c  sera  compris.  Ces  diviseurs  trinaires  seront  tous  diffërens 
entre  eux,  puisqu'ils  correspondent  à  des  valeurs  trinaires  de  V  diffé- 
rentes entre  elles  (n*  a8i)  ;  et  comme  c  ne  peut  être  contenu  plus  de 
a*-'  fois  parmi  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t'-i-Nu*  (n°a45), 
il  s'ensuit  que  le  diviseur  proposé  T  sera  l'un  des  a»-  diviseurs  tri- 
naires qui  comprennent  c.  Donc  T  est  un  diviseur  trinaire  ,  et  de  plus 
ce  diviseur  n'a  qu'une  forme  trinaire,  ce  qui  s'accorde  avec  la  propo- 
sition générale,  puisqu'avant  dans  ce  cas  l'ssl,  il  s'ensuit  a'~'s=i. 

(5o4)  Au  moyen  de  ce  premier  cas,  on  voit  que  la  Table  ayant  été 
vérifiée  jusqu'à  la  limite  L>  les  propriétés  énoncées  dans  le  théorème 
général  auront  lieu  jusqu'à  la  limite  \  L*y  pour  tous  les  nombres  N  pre- 
miers ou  doubles  de  premiers  qui  entrent  dans  la  formule  ï'-f-iVu*. 
En  effet  cj*~\-  zbjz-^-œ*  étant  un  diviseur  réciproque  de  la  formule 
£•4.  JtV,  on  pourra  toujours  supposer  c<afâNi  ainsi  c  sera  <  L% 
si  iVest  <\L\ 

(3o5)  Soit  maintenant  N  un  nombre  quelconque  immédiatement  au-des- 
sus delà  limite  Lt  et  soit  V-=cjr%-\-ubj  z-\^az*  un  diviseur  réciproque  donné 
de  la  formule  F-f-iYu*;  je  dis  que  ce  diviseur  aura  a'-'  formes  trinaires, 
l'étant  le  nombre  des  facteurs  premiers,  impairs  et  inégaux  qui  divisent  N. 

En  effet,  soit/?  un  nombre  premier  ou  double  de  premier,  contenu  dans 
le  diviseur  T  et  compris  entre  les  limites  JiV  et  f  Z*,  limites  très-éloi- 
gnées  Tune  de  l'autre,  puisque  la  Table  étant  continuée  seulement  jus- 
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qu'à  ai4,  on  a§I=i43  et  |L*= 54347.  Alors  le  nombre  iV  sera 
diviseur  de  t*-}-pu%t  et  comme  tel  contenu  dans  un  ou  plusieurs  divi- 
seurs réciproques  de  t%-\-pu%>  lesquels  seront  censés  connus  et  assujétis 
à  la  loi  générale ,  puisque  p  est  premier  ou  double  de  premier  et 
moindre  que  \L*.  De  plus,  puisque  le  nombre  N  est  il  ne  pourra 

être  contenu  qu'une  fois  dans  chacun  des  diviseurs  quadratiques  de  la 
formule  t* -+-pu*;  et  comme  à  raison  du  nombre  de  ses  facteurs,  il  doit 
être  contenu  a'-'  fois  dans  tous  ces  diviseurs,  il  devra  y  avoir  un  pa- 
reil nombre  a'-'  de  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  con- 
tenant chacun  une  fois  le  nombre  N. 

Ces  diviseurs  quadratiques  étant  diflërcas  entre  eux,  répondront  cha- 
cun à  une  forme  trinaire  différente  de  p  ;  donc  il  y  aura  a'-'  valeurs  tri- 
nàires de  pf  différentes  entre  elles ,  dont  chacune  répondra  à  une  forme 
trinaire  de  N.  Et  quand  même  parmi  ces  dernières  il  y  en  aurait  d'égales 
entre  elles  (ce  qui  supposerait  -f-  Nz*)  ;  comme  ces  formes  tri- 

naires  égales  de  N  répondent  à  des  formes  trinàires  inégales  de  p,  le 
système  d'une  forme  trinaire  de  p  et  de  la  forme  trinaire  correspondante 
de  N  sera  toujours  différent  de  tout  autre  système  semblable. 

Ces  mêmes  systèmes ,  dont  le  nombre  est  a'-',  doivent  se  reproduire 
(n°  a83),  lorsque  p  à  son  tour  est  considéré  comme  diviseur  de  /•-f-iVV: 
or  p  étant  premier  ou  double  de  premier,  ne  peut  appartenir  qu'à  un 
seul  diviseur  quadratique  qui  est  le  diviseur  réciproque  proposé  F,  et 
il  ne  peut  y  être  contenu  que  d'une  manière;  donc  puisque  p  dans  ce 
diviseur  doit  recevoir  a'-'  formes  trinàires  différentes ,  il  s'ensuit  que 
le  diviseur  T  est  décomposable  en  a'-1  formes  trinàires,  conformément 
à  la  proposition  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

»  • 

(3o6)  Remarque.  Le  diviseur  réciproque  T  appartenant  à  la  for- 
mule l'-f-iW,  où  iV  est  divisible  par  i  nombres  premiers,  impairs 
et  inégaux ,  ne  peut  avoir  plus  de  a'-'  formes  trinàires.  Car  soit ,  s'il 
est  possible,  le  nombre  de  ses  formes  trinàires  =^>a'~',  et  soit  Pun 
nombre  premier  plus  grand  que  N*  contenu  dans  le  diviseur  T;  le  nombre 
P ,  comme  diviseur  de  t'+Nu* ,  aura  k  formes  trinàires,  lesquelles  ré- 
pondront à  un  pareil  nombre  de  formes  trinàires  de  N.  Les  k  valeurs 
trinàires  de  P  seront  inégales  entre  elles,  puisqu'ayant  P >•  JV*  on  ne  peut 
satisfaire  à  l'équation  N'  =}*  -\-Pz%.  Cela  posé,  les  k  valeurs  trinàires 
de  P  différentes  entre  elles ,  déterminent  un  pareil  nombre  k  de  diviseurs 
trinàires  de  la  formule  V+Pu%  dans  chacun  desquels  N  doit  être  com- 
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pris.  Donc  N  sera  contenu  A  fois  dans  les  diviseurs  trinaires  de  t*-\-Pu%; 
mais  à  raison  de  ses  /  facteurs  inégaux,  il  ne  peut  être  contenu  que  a'"» 
fois  dans  les  diviseurs  quadratiques  de  «*  +  /V;  donc  k  ne  peut  être 
plus  grand  que  a'- '. 

Ainsi  le  nombre  a'- énoncé  dans  le  théorème  général,  est  le  juste 
nombre  des  formes  trinaires  dont  le  diviseur  T  est  susceptible  et  qu'il 
a  effectivement.  Cependant  lorsque  N  a  un  facteur  quarré,  il  pourra  y 
avoir  d'autres  formes  trinaires  du  diviseur  T;  mais  ces  formes  ne  seraient 
qu'impropres,  c'est-à-dire  qu'elles  répondraient  à  des  valeurs  trinaires 
de  c  dont  tous  les  termes  seraient  divisibles  par  un  même  quarré,  et 
nous  avons  déjà  prévenu  (n°  269)  que  ces  formes  doivent  être  rejetées. 

Seconde  démonstration. 

(307)  Pour  mieux  faire  saisir  la  méthode  sur  laquelle  cette  seconde 
démonstration  est  fondée ,  nous  l'appliquerons  d'abord  à  quelques  for- 
mules particulières,  en  faisant  successivement  c=i,  a,  3,  5,  etc., 
et  déterminant  les  valeurs  correspondantes  de  b  par  la  condition  i<ï" 
ou  b=jc.  Laissant  ensuite  a  indéterminé,  chaque  formule  cy%-\-ibyz-\-azx 
en  comprendra  une  infinité  d'autres  dans  lesquelles  la  proposition  géné- 
rale sera  vérifiée. 

•  Soit  d'abord  c=z  1,  on  devra  avoir  &  =  o,  N=a,  et  le  diviseur  ré- 
ciproque proposé  sera  r=j»-f-az\  Le  nombre  x  étant  contenu  dans 
ce  diviseur,  il  faudra  que  iV  divise  la  formule  t%~\-iu*  ou  /'■+•«•;  d'où 
il  suit  que  jY  ou  ~  N  ne  pourra  avoir  pour  facteurs  premiers  que  des 
nombres  de  la  forme  tyi  -f- 1 .  Et  comme  le  nombre  de  ces  facteurs  im- 
pairs et  inégaux  est  1,  on  pourra  satisfaire  de  ai— 1  manières  différentes 
à  l'équation  N=J*  +  z\ 

Soit  une  de  ces  solutions  JV  =/•-{-£•,  alors  il  est  visible  que  T  pourra 
être  mis  sous  la  forme  trinaire 

r=r'-h/v 

à  laquelle  répond  la  valeur  trinaire 

Chaque  décomposition  de  N  en  deux  quarrés  premiers  entre  eux,  four- 
nissant un  résultat  semblable ,  il  est  clair  que  le  diviseur  réciproque  Y 
recevra  a1-'  formes  trinaires,  auxquelles  répondront  autant  de  valeurs 
trinaires  de  N,  ce  qui  est  conforme  au  théorème  général. 
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(5o8)  Soit  cs=s.  a ,  r = av»  -f-  ibjs  -f-  as»,  JY  =  aa  —  4» ,  la  valeur  de  * 
lie  pourra  être  que  o  ou  i. 

Dans  les  deux  cas,  N  devant  être  diviseur  de  au*,  il  est  clair  qué 
les  facteurs  premiers  de  Y  seront  de  la  même  forme,  et  qu'ainsi  on 
pourra  satisfaire  de  a'-'  manières  différentes  à  l'équation  N  —jr*-{-îz*. 

Représentons  une  de  ces  solutions  par  N        +  ttg*,  nous  aurons 

a  =  »  + (*£0  +  *  là  on  voit  que  le  di- 

viseur  T  peut  être  mis  sous  la  forme  trinaire 

à  laquelle  répond  la  valeur  trinaire  N~f%-\-g%-\-g*. 

Puis  donc  que  N  est  a'-'  fois  de  la  forme  f*  -f-  3g*y  il  s'ensuit  que  T 
aura  a*r'  formes  binaires,  conformément  à  la  proposition  générale. 

* 

(3og)  Soit  c=3,  r=»  V  +  3a— la  valeur  de  6 

ne  pourra  être  encore  que  o  ou  t. 

Puisque  T  est  un  diviseur  réciproque  et  que  3  est  compris  dans  ce 
diviseur.,  il  faudra  que  iV  soit  diviseur  de  la  formule  **-+-  3u*,  et  comme 
tel  compris  dans  le  diviseur  réciproque  de  cette  formule,  qui  est... 
a/1  -f-  2js  *f.  os*.  Donc  il  devra  y  avoir  a'-1  solutions  de  l'équation. .. 
iV=s=  a/*  -f-  a/e-f-  as4,  si  iV  n'est  point  divisible  par  3,  et  a'-»  seule- 
ment s'il  est  divisible. 

Soit  i*.  b=o  et  N<=Za;  représentons  l'une  des  a'-'  valeurs  de  iV 
par  jV=  a/*  -f-  a/fc  -f-  a^*,  nous  aurons 

+  »fg  +  »g*  _  faf+  /r)*  +  V 

Par  cette  valeur,  on  voit  que  *f*\-g  doit  être  divisible  par  3;  soit 
donc  a/-f-£  =  3A,  et  on  aura 

de  là  résulte  cette  forme  trinaire  de  T  : 

r=(r+£±**)  +  (r+ir*,)'+a-*4'. 

Ët  comme  le  diviseur  r  =  î^*-f-<»»  est  bifide,  on  aura  une  seconde 
forme  trinaire  de  V  ,  en  changeant  simplement  le  signe  de  » ,  ce  qui 
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donnera  r  7 

r  =  (/^«)  +  (^^a)'+(/  +  /-)', 
e  t  la  valeur  trinaire  de  N  qui  répond  à  ces  deux  formes  est  

Maintenant  puisqu'il  y  a  a*—  valeurs  semblables  de  N ,  et  que  cba- 
cune  produit  deux  formes  trinaires  de  T,  il  est  cbùr  que  le  nombre 
total  des  formes  trinaires  de  T  sera  a'-',  lesquelles  correspondront  à 
autant  do  formes  trinaires  de  JV  égales  deux  à  deux. 

Soit  a\  b  —  i,  iV=3a— 1;  «lors  JV  aura  a'-  valeur»  de  la  forme 
«==  Î^H-ÎÔ'H-V,  cliacune  desquelles  donnera 

Cette  valeur  fait  voir  que  ai*  -f-  (rf+gY  doit  être  divisible  par  3,  et 
alors  le  quotient  ne  pourra  être  que  de  la  forme  w'+a/t*,  de  sorte 
qu'on  pourra  fiure  ,  . 

(*f+  6Y  H-  a**  =  3(m»  4.  an») , 
ce  qui  donnera  a/-f-£  =  m  -f-  an,  A  =       n;  d'où 

Comme  on  a  d'ailleurs  ianx  /n — /»,  k  décomposition  du  diviseur 
r  =  5j*  -f-  a/a  -f-  as1  est  indiquée  asses  clairement  de  cette  manière  : 

r=  (>+  5±î.y+(r+  ==«.)+  (,-„)•, 

et  la  valeur  trinaire  correspondante  de  iV  est 

ce  qui  revient  à  la  valeur  JVas^-f-  (f~\-g)%+f%. 

Donc,  comme  on  a  a'—  valeurs  semblables  de  N,  il  y  «  aussi  a*-« 
formes  trinaires  du  diviseur  T,  conformément  à  la  proposition  générale. 

(3io)  Soit  tf=5  et  le  diviseur  proposé  r=5^»-|-  a^fs-f-os*,  on  aura 
=5a — A%  et  b  ne  pourra  avoir  que  l'une  des  valeurs  o,  1 ,  a. 
Quelle  que  soit  cette  valeur,  comme  le  diviseur  r  est  supposé  réci- 
proque et  que  5  y  est  contenu,  il  faudra  que  JVsoit  diviseur  de  *»-4-5k<, 
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et  comme  tel  compris  dans  les  diviseurs  réciproques  de  cette  formule.1 
Mais  il  y  a  deux  cas  à  considérer,  selon  que  JVest  ou  n'est  pas  di- 
visible par  5. 

Soit  i*.  £=o  et  N=5a;  comme  la  formule  f-\-5u*  n'a  que  le 
seul  diviseur  réciproque  j'-f-5s%  il  faudra  que  N  soit  2'-*  fois  de  la 
forme  jr*-+-5z\  Désignons  une  de  ces  valeurs  par  N=fh  +  5#* ,  on 

aura  a=-^-~^-;  donc  il  faut  que f  soit  divisible  par  5.  Faisant f=5h, 

on  aura  a  — g*  -f-  5h*  =g*  +  A'-f-  4/1»;  cette  forme  trinaire  iudique  celle 
du  diviseur  r  =  5j*-f- az%  laquelle  est 

r  =  (2/  +  hzy  +  (jr  —  ato)' 

Si  l'on  observe,  de  plus ,  que  le  diviseur  est  bifide,  on  aura, 

en  changeant  le  signe  de  z,  cette  seconde  forme  trinaire: 

et  les  deux  répondront  à  la  même  valeur  trinaire  N=  25A'-f-4£*-f-g*- 

Le  nombre  des  solutions  de  l'équation  N  =j*  -f-  5a*  étant  a'-*,  et 
chacune  fournissant  deux  formes  trinaices  de  T,  il  est  clair  qu'on  aura 
en  tout  afc*  formes  trinaires  de  T,  conformément  à  la  proposition 
générale. 

Soit  a".  i  =  i  ou  a,  et  iV=5a — b%  ;  alors  N,  comme  diviseur  de 
t*-\-5u%>  sera  contenu  a'-'  fois  dans  le  diviseur  quadratique  5a*. 
Soit  une  de  ces  solutions  Nz=f*-\-  5g*t  on  aura 

d'où  l'on  voit  que  A'-f-/1  doit  être  divisible  par  5.  Faisant  donc... 
£*-f-/*  =  5  (m'-j-n4),  on  en  déduira  bz=m — an,/=;  am-f-n,  et 

Cette  valeur  de  a  et  celle  de  £  indiquent  assez  clairement  la  forme  tri- 
naire du  diviseur  V ,  savoir  : 

r  =  (/+^)'  +  (a/ — nz)"  -f- 

et  la  valeur  correspondante  de  N  est  N—  (am  -f-  g*-\~^gtf  ce  qui 
revient  à  la  forme  donnée  ./"* 

Puis  donc  qu'il  y  a  a*-'  de  ces  valeurs  de  Nt  il  y  aura  aussi  a**-' 
formes  trinaires  du  diviseur  T. 

/ 
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(3i  i)  Considérons  maintenant  le  diviseur  réciproque  Yz=cy*-\-ibjz-\~az* 
dans  toute  sa  généralité,  et  supposons  seulement  que  le  cocflicient  c  est 
premier  à  N  et  plus  petit  que  iV,  condition  qu'il  est  toujours  facile  de 
l'emplir  (i). 

Cela  posé  ,  puisque  T  est  un  diviseur  réciproque ,  il  faudra  que  N 
soit  diviseur  de  la  formule  f*-f-c«*,  et  comme  tel  compris  dans  les  di- 
viseurs réciproques  de  cette  formule.  De  plus,  comme  on  a  désigné 
par  i  le  nombre  des  facteurs  premiers,  impairs  et  inégaux  de  iV,  il 
faudra  que  N  soit  contenu  a'""'  fois  dans  les  diviseurs  réciproques  de 
la  formule  -f-  cu*t  lesquels  forment  un  des  groupes  dans  lesquels  se 
partagent  les  diviseurs  de  cette  formule. 

Soit  donc  pj*  +  iqjrz-\-rzl  l'un  des  diviseurs  réciproques  de  la  for- 
mule *»-f-cu*,  dans  lesquels  N  est  compris,  on  pourra  supposer 

N=pf>  +  2<jfg  4-  &  =  ac  —  6% 

ce  qui  donnera 

c  cp 

On  voit  par  cette  expression  que  (pf+qgY+pb*  doit  être  divisible 
par  c;  pour  effectuer  la  division,  supposons  qu'on  a  cherché  tous  les 
diviseurs  quadratiques  de  l*-\-pu%  qui  contiennent  c;  l'un  quelconque 
de  ces  diviseurs  sera  de  la  forme  cj*  -\-2b'yz-\-dz%,  et  les  valeurs  de  h' 
seront  tous  les  nombres  non  plus  grands  que  i  c  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion ca' — b'*=py  ou  qui  rendent  b'*-\-p  divisible  par*. 
Soit  donc  (pf+qg)%-{-pb%=cN'7  et  on  devra  avoir 

d'où  cN'z=(cy  +  V£y  -f-^\  Ces  deux  valeurs  de  clf  devant  être 
identiques,  on  fera  £—b  et  cy  +  b'£=-±z(pf+qg),  ce  qui  donnera 

*  c 

Il  faudra  donc  chercher  parmi  les  diverses  valeurs  de  V ,  celle  qui 
donne  y  égale  à  un  entier,  et  on  doit  nécessairement  en  trouver  une, 
puisque  le  diviseur  proposé  Y  est  réciproque ,  et  que  c'est  la  seule  sup- 
position sur  laquelle  cette  analyse  est  fondée.  11  ne  pourra  y  avoir 


(i)  Voyez  ci-après  le  §X,  IY*  partie.  Cette  condition,  au  reste,  n'est  pas  ri- 
goureusement nécessaire  pour  lesuccèsde  la  démonstration,  puisque  dans  les  exemple* 
précédons,  on  a  vu  de»  cas  où  les  nombres  c  rt  JV  ont  un  commun  diviseur 
f  n"  3oa  et  3io). 
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qu'une  des  valeurs  de  V  qui  rende  y  entier  ;  car  s'il  y  en 
avait  deux  b',  Ê' ,  il  faudrait  que  bh^Cb  fût  un  entier ,  ou  que 
h'  É  C'  en  fût  un ,  parce  que  c  et  b  sont  premiers  entre  eux.  Or  b'  et  C 

sont  tous  deux  plus  petits  que  i  c,  ou  si  l'un  des  deux  est  égal  à  £c, 
il  faut  que  l'autre  soit  plus  petit  que  i<?,  puisqu'ils  sont  inégaux  ;  donc 
la  somme  b'-\-  C  est  plus  petite  que  c  ,  et  ne  saurait  être  divisible  par  c. 
Il  fout  observer  aussi  que  les  nombres  y  et  ,  ou  y  et  b  seront  tels 
que  le  calcul  les  donne,  et  pourront  avoir  accidentellement  un  commun 
diviseur;  car  ici  on  ne  cherche  autre  chose  que  la  forme  du  nombre 
déterminé  N'  :  or  y  étant  trouvé ,  on  a  ^'  =  9'  +  2b'yS  -f-  a'è%  ; 
mais  comme  le  diviseur  quadratique  cj-*  -f-  ib'yz  -f-  a'z*  de  la  formule 
I»  _|_  pU*  i  peut  se  réduire  à  la  forme  p'j*  -f-  zq'jz  /s* ,  où  l'on  aura 
P'<2V/ï/'>  la  valeur  de  N'  prendra  la  forme 

dans  laquelle/'  et  g  pourront,  suivant  les  difFércns  cas ,  avoir  ou  n'avoir 
pas  de  commun  diviseur. 

Cela  posé  ,  la  valeur  de  a  deviendra 


p  pp 

et  dans  cette  nouvelle  expression,  on  voit  que  {p'f+ië'Y  +  P't  doit 
être  divisible  par  p  ;  ainsi,  en  faisant 

on  trouvera  par  des  opérations  semblables  aux  précédentes , 

expression  où  l'on  peut  supposer  p*  <  z\/\p ';  on  aura  donc  cette  troi- 
sième valeur  de  a  : 

^£  +  a-  _  (p°f" + j£2+££±££ 
9  pp 

Ces  diverses  opérations  devront  être  continuées  jusqu'à  ce  que  les  deux 
derniers  termes  de  la  suite  décroissante  p ,  p',p't  etc.,  soient  1  et  1 , 
ou  a  et  1 .  S'ils  sont  tous  deux  égaux  à  l'unité ,  la  dernière  valeur  de  a 
sera  de  la  forme  A»  -f-  n*  -f-  »•  ;  si  le  dernier  terme  est  1  et  l'avant-der- 
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niera/alort*  sera  de  la  forme  g  >  laquelle  se  change  encore  «n 

une  somme  de  trois  quarrés ,  savoir  »•  -f-  (~^)'-f-  (^")* 

En  général  donc  le  nombre  a  sera  toujours  réduit  à  une  forme  tri- 
naire  telle  que  V-f-|t»  + ,»;  en  même  temps  on  trouvera,  par  la  suite 
des  opérations,  que  b  peut  être  mis  sous  la  forme 

b  =  Xl  -f-  fim  -f-  m  ; 

d'où  l'on  conclura  que  le  diviseur  proposé  T  se  décompose  en  trois 
quarrés ,  de  cette  manière  : 

Mais  on  pent  parvenir  à  ce  résultat  d'une  manière  encore  plus  immé- 
diate et  sans  le  secours  de  la  valeur  précédente  de  b. 

(3 12)  En  effet,  les  opérations  nécessaires  pour  parvenir  à  la  valeur 
trinaire  de  a,  peuvent  s'exécuter  en  laissant  a  et  b  indéterminés,  puis- 
que les  nombres  p,  p' ,  etc.  sur  lesquels  ces  opérations  sont  établies,  se 
déduisent  du  seul  nombre  connu  c  ;  de  sorte  qu'ils  resteut  toujours  les 
mêmes,  ou  n'éprouvent  de  changement  que  par  le  choix  qu'il  peut  y 
avoir  dans  les  valeurs  de  p' ,  s'il  y  a  plusieurs  diviseurs  quadratiques 
de  t%  -f-  pu*  qui  contiennent  c  ,  ou  dans  les  valeurs  de  p' ,  s'il  y  a  plu- 
sieurs diviseurs  quadratiques  de  t*  -f-  p'u*  qui  contiennent  py  et  ainsi  de 
Suite.  Dans  tous  les  cas,  la  suite  p,  p',  p' y  etc.,  sera  toujours  telle , 
qu'on  aura  //<  \/\  pf  p'<  p't  etc. ,  de  6orte  que  cette  suite  décroîtra 
très-promptement  jusqu'à  son  dernier  terme  l.  On  peut  donc  arriver 
ainsi  à  des  résultats  généraux  qui  s'appliquent  à  une  infinité  de  valeurs 
de  N t  ainsi  qu'on  en  a  vu  des  exemples  ,  lorsque  essi,  a,  3,  5. 

Si  on  laisse  le  nombre  N  déterminé  ,  on  pourra  néanmoins  intro- 
duire dans  le  diviseur  proposé  une  indétermination  qui  facilitera  beaucoup 
sa  décomposition  en  trois  quarrés.  Pour  cet  effet,  il  suffira  de  mettre 
y  +  kz  au  lieu  de  j,  et  le  diviseur  T  deviendra 

T  =  cj"  -f-  2(b  -f-  ck)jz  H-  (a  -f-  aM  -f-  ck*)z\ 

La  méthode  précédente  étant  appliquée  à  ce  diviseur,  les  nombres 
P>  p\  P' >  etc-  seront  les  mêmes  sans  aucun  changement,  que  lorsqu'on 
lisO.  On  obtiendra  donc  encore  la  valeur  du  dernier  coefficient 
«+aW  +  ck*  exprimée  par  trois  quarrés,  et  ces  quarrés,  où  k  reste 
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indéterminé,  ne  pourront  être  que  de  la  forme 

d'où  l'on  conclura  immédiatement  la  forme  trinaire  de  V , 

Tel  est  le  moyen  d'éviter  tout  tâtonnement  dans  la  détermination  de 
la  forme  trinaire  de  T,  et  en  même  temps  d'y  parvenir  de  la  manière 
la  plus  simple  et  la  plus  directe.  Et  puisque  le  nombre  N  est  contenu 
de  2<— 1  manières  différentes  dans  les  diviseurs  quadratiques  de  la  for- 
mule /* -f-c/i*,  chacune  de  ces  expressions  donnera  une  forme  trinaire 
du  diviseur  T  ;  donc  ce  diviseur  aura  2—'  formes  trmaires  ,  conformé- 
ment à  la  proposition  générale. 

Par  cette  analyse,  la  limite  de  la  Table  VIII,  qui  est  d'abord  à  volonté, 
peut  être  reculée  indéfiniment,  et  le  théorème  énoncé  aura  lieu  daus 
toute  son  étendue. 

•  ■  • 

•  .  :    .  ••  •  »  t  t  . 

Exemple. 

(3j5)  Soit  proposé  le  diviseur  réciproque  T  =  I8g/•-^-3q^2-f-5os,, 
qui  appartient  à  la  formule  t%  +  JVu%,  où  l'on  a  ^  =  9225=  3».  5».  4»  ; 
il  s'agit  de  faire  voir  que  ce  diviseur  peut  se  décomposer  de  23r'  ou  4 
manières  en  trois  quarrés. 

Les  coefliciens  extrêmes  5o  et  189  ayant  l'un  et  l'autre  un  diviseur 
commun  avec  Nf  il  conviendra,  pour  se  conformer  à  la  méthode  géné- 
rale, de  chercher  dans  T  un  nombre  premier  à  N.  Ce  nombre  se  pré- 
sente immédiatement  en  faisant  y  =  1 ,  s  =  —  1  ,  et  on  a  le  résultat 
189  —  5o  -f-  5o  =  209  =  11.19,  nombre  qui  n'a  point  de  diviseur 
commun  avec  JV.  11  faut  donc  préalablement  faire  ensorte  que  209  soit 
le  premier  coefficient  de  T  ;  pour  cela,  il  suffit  de  mettre  z  ~ y  à  la 
place  de  z,  et  de  changer  ensuite  le  signe  de  z,  ce  qui  donnera 

,    r  =  3097-*  -f-  70/z  h-  5oz\ 

Mettant  enfin  y -\-  hz  à  la  place  de_;',  afin  d'introduire  une  indétermi* 
nation  dans  le  dernier  coefficient,  on  aura 

r  =  209^  +3(55-f-  209*)jz  +  (5o  -f-  70*  +  309*»)Z\ 

Ainsi  nous  ferons 

,        c  =  209,         35  +  309*,   a=5o  +  7©À  +  209A\ 
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Le  nombre  N  ayant  trois  facteurs  premiers  inégaux,  doit  être  contenu 
a5"*'  ou  4  fois  dans  les  diviseurs  réciproques  de  t%  +  2ogu*.  Or  cette 
formule  a  trois  diviseurs  réciproques,  savoir 

*j%  +   oyz  -f-  io5a* 

IOJ»  -f-     tyZ  +213* 

i3j»  +  iojz  -f-  i8s*, 

et  on  trouve  en  effet  que  9225  est  contenu  une  fois  dans  le  second  de 
ces  diviseurs,  et  trois  fois  dans  le  troisième,  comme  il  suit  : 

JV=io/-+  afg  +  air{^35 

Considérons  d'abord  la  troisième  forme  qui  doit  fournir  trois  valeurs 
trinaires  de  T.  On  aura,  d'après  cette  forme, 

c  309.13  * 

et  la  première  opération  est  de  trouver  le  quotient  de  (i3/*-f-  %)*-+-  i5b* 
divisé  par  209.  Or  209,  à  raison  de  ses  facteurs  11  et  19,  doit  être  con- 
tenu deux  fois  dans  les  diviseurs  quadratiques  de  /*+  i5«*;  et  en  effet, 
si  on  représente  le  diviseur  quadratique  qui  contient  209,  par 

2097*'  -f-  ib'yz  -f-  a'z'f 

la  condition  209a'  —  b,%  ses  i5  sera  remplie  de  deux  manières,  l'une  en 
faisant  V  =  14,  et  s=  1 ,  l'autre  en  faisant  6'  =  52,  a'  s  i3.  On  pourra 
donc  poser 

ce  qui  donnera  (  1 3/-f-  5g)*  -f-  1  Zb*  =  (  2097  +  *'z)'  -f-  »  5s1  ;  donc  on 
aura  zs=bt  et  209/  4-     =  db  (  1 3/-f-  5g)  ;  d'où 

Prenons  pour  /  et  g-  la  solution  /=i9,g,s=:--aa,  nous  âuron* 
»3H-%=i37,  et 

137— A'  (  35-4-aot)i&) 
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Dans  cette  expression,  il  faut  choisir  le  signe  de  1^7,  et  la  valeur 
de  V  ,  de  sorte  que  y  soit  un  entier  ;  c'est  ce  qu'on  obtient  en  prenant 
le  signe  inférieur  et  faisant  b'  =  14,  on  a  ainsi 

y  SB  —  3  —  14*. 

Le  quotient  cherché  devient  2097*  -f-  zfyz  4"  a* ,  et  sa  forme  la  plus 
simple  est  (s-f-  i4/)*-f-  i5^\  En  représentant  celle-ci  par  y  •  4- 13^'*, 
on  aura  donc  /      _  7  -f-  ,3*, 

et  la  valeur  de  a  deviendra 

Il  reste  à  diviser  £*-f-  /*'  par  i3j  pour  cela,  il  faut  considérer  1 3  comme 
diviseur  de  la  formule  f'4-"*;  or  cette  formule  n'a  qu'un  diviseur  qua- 
dratique y*  +  z%,  et  celui-ci  étant  préparé  de  manière  que  i3  soit  son 
premier  coefficient,  il  devient 

i3/»  -f-  107s  +  2Z\ 

Soit  donc 

t  +/'  =  »  5  (i  V  +  «<?T«  +  M*)  =  (1 37  -f  Szy  4-  *  ; 

on  pourra  faire  z=g  ,  et  1 3/  4-  5a=  sb/*,  ou  a       et  1 5y  -f-  5s=±£. 

Or  il  résulte  également  de  ces  deux  solutions,  que  la  quantité  &  g 

=  i3»-â4-  10/a-f-  aa*=  (*H-3;')*  + (a-f- 5/)*,  se  réduit  à  (4H~a^)* 
(5  —  5k)*  ;  donc  on  aura 

a  =  (14A  4-  3)*  -f-  (a*  -h  4)1  4-  (3*  —  5)'  ; 

et  puisque  telle  est  la  valeur  de  504-70^  +  209**,  il  s'ensuit  que  le 
diviseur  T  —  zoogr*  4-  jojz  -f-  5oz*  aura  la  forme  trinaire 

(i47  4-  uy  -f-  c«r + W  +  fêr  - 

Mettant  a — _y  à  la  place  de  a,  et  changeant  le  signe  de  a,  le  diviseur 
I'  reprendra  la  première  forme  proposée  1 897*  -f-  5oys  4-  5oa*,  et  la 
forme  trinaire  qu'on  vient  de  trouver  deviendra 

(.  iy  -  5z)'  -f  ty+4tf  +  (8j4-  5z)'. 

Cherchant  de  même  les  deux  autres  formes  trinaires  qui  se  déduisent 
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de  la  forme  N=z  i$f*-{-  io/£-f- ainsi  que  celle  qui  se  déduit  de 
la  forme  iVs=  iof*  -f-  rfg-\-  3IÉ?%  on  aura  les  quatre  formes  trinaires 
du  diviseur  proposé  r=  189/*  -f-  5o/3-f-5o3\  Ces  quatre  formes  et 
les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  N  sont  : 

r  =  (iij— 3s)'  -f-  (37+4*)'  +  (8j4-5s)»  iV  =  79*  -f-  5o»  -f-  aa» 

r  =  Oqr-4*)"  -f-  (87-f-5z)»  +  (5H-3;)*  N  =  8a-  H-  5o*  4-.  l" 

r  =  (i3/—  *)•  -f-  (a/)»       +  (4r-f-7s)»  N  =  95*      14»  -f-  a» 

r  s=  (ioj-f-45)»  -f  (8/— 5s)*  H-  (5H-3*)'  iV  =  8a-  -f-  49»  +  io» 

Corollaires  généraux. 

(3 14)  Le  résultat  de  cette  théorie,  contenu  en  grande  partie  dans 
la  Table  VIII,  offre  les  propriétés  suivantes,  qu'on  doit  regarder  main- 
tenant comme  démontrées  avec  toute  la  généralité  nécessaire. 

I.  Toute  formule  t*  -f-  eu»,  dans  laquelle  c  n'est  ni  de  la  forme  Içi , 
ni  de  la  forme  8/1  -f-  7 ,  contient  toujours  au  moins  un  diviseur  quadra- 
tique réciproque,  c'est-à-dire  un  diviseur  quadratique  tel  que  N  étant  un 
nombre  quelconque  compris  dans  ce  diviseur ,  le  nombre  c  sera  divi- 
seur de  là  formule  l%-\-Nu%. 

II.  Tout  diviseur  quadratique  réciproque  est  en  même  temps  trinaire, 
c'est-à-dire  qu'il  peut  se  décomposer  généralement  en  trois  quarrés , 
ians  attribuer  aucune  valeur  aux  indéterminées  qui  le  composent. 

III.  Dans  le  cas  où  c  est  de  la  forme  8n-+-  3,  le  diviseur  réciproque 
ne  contient  que  des  nombres  4" -f- 3,  et  il  est  représente  parla  formule 
ïpjr* -\-  îqjrz-\-îrz%y  où  l'on  a  /\pr — q*  =  c. 

IV.  Lorsque  c  ou  \c  est  un  nombre  premier  ou  en  général  une  puis- 
sance d'un  nombre  premier,  chaque  diviseur  réciproque  de  la  formule 
/•-f-ca*  ne  peut  se  décomposer  en  trois  quarrés  que  d'une  seule  ma- 
nière ,  et  n'a  ainsi  qu'une  seule  forme  trinairc. 

V.  Lorsqu'au  contraire  c  oujc  est  divisible  par  i  nombres  premiers 
différens,  chaque  diviseur  réciproque  de  la  formule  f-+-cu*  aura  a'-' 
formes  trinaires. 

VI.  Tout  diviseur  qui  est  trinaire,  est  nécessairement  réciproque;  et 
tout  diviseur  qui  est  réciproque,  est  en  même  temps  trinaire.  Ces  deux 
propriétés  sont  inséparables  l'une  de  l'autre  et  appartiennent  exclusive- 
ment à  l'un  des  groupes  dans  lesquels  se  partagent  les  diviseurs  qua- 
dratiques d'une  même  formule  f  (n9*  20a  et  ao5). 

VII.  Lorsque  c  est  un  nombre  premier  4«  -h  1 ,  ou  le  double  d'un 
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nombre  premier  quelconque,  tout  diviseur  quadratique  4'1  +  î  de 

la  formule  **+«**,  est  un  diviseur  réciproque. 

VIII.  Lorsque  C  est  un  nombre  premier  8«  +  3,  tout  diviseur  qua- 
dratique 4/1+2  de  la  formule  f  +  cif,  est  un  diviseur  réciproque. 

IX.  Chaque  forme  trinairc  d'un  diviseur  réciproque  correspond  tou- 
jours à  une  forme  trinaire  du  nombre  c;  de  sorte  qu'il  y  a  pour  chaque 
diviseur  réciproque  autant  de  formes  trinaires  du  nombre  c  qu'il  y  a  de 
formes  trinaires  de  ce  diviseur. 

X.  Les  valeurs  trinaires  du  nombre  c ,  déduites  d'un  même  diviseur 
réciproque ,  sont  égales  deux  à  deux  si  ce  diviseur  est  bifide.  (  Nous 
avons  appelé  ainsi  le  diviseur  py%  +  a^js  +  rs*,  lorsqu'il  tombe  dans 
l'un  des  trois  cas  y  =  0,  2^=^  ou  r,  p  =  r ,  et  qu'en  même  temps  le 
plus  petit  des  coefliciens  p  et  r  est  plus  grand  que  2.) 

XI.  Dans  tout  autre  cas  ,  les  valeurs  trinaires  de  c,  déduites  d'un 
même  diviseur  trinaire  ou  réciproque ,  sont  inégales  entre  elles  ;  elles 
le  sont  toujours  lorsqu'elles  sont  déduites  de  deux  diviseurs  réciproques 
diflërens. 

XII.  Les  nombres  compris  dans  tout  diviseur  trinaire  ou  réciproque, 
se  rapportent  toujours,  comme  les  nombres  c,  à  l'une  des  formes 
4«  +  » ,  4rt_r-a>  8/»-j-3;  il  ne  s'y  rencontre  aucun  nombre  des  formes 
4«  et  8/1+7. 

XITI.  Lorsque  N  est  compris  dans  un  diviseur  réciproque  de  la  for- 
mule <*+«/',  et  par  suite  c  dans  un  diviseur  réciproque  de  la  formule 
f  +  iW,  les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  N  et  de  c  seront  les 
mêmes  dans  les  deux  cas. 

(3i5)  Théorème  XIII.  «  Tout  nombre  impair,  excepté  seulement  les 
»  nombres  8«  +  y,  est  la  somme  de  trois  quarrés.  » 

Cette  proposition  est  un  corollaire  très-simple  de  la  théorie  précé- 
dente. Car  tout  nombre  impair  c  qui  n'est  pas  de  la  forme  8«  +  7  sera, 
soit  de  la  forme  4«  +  1  »  soit  de  la  forme  8n  +  3;  la  formule  Z'+cu* 
sera  donc  comprise  parmi  celles  de  la  Table  VIII ,  qu'on  doit  regar- 
der comme  indéfinie.  Mais  il  a  été  démontré  par  le  théorème  X,  que 
toute  formule  de  cette  Table  a  au  moins  un  diviseur  quadratique  réci- 
proque, et  par  le  théorème  XII,  on  a  prouvé  que  ce  diviseur  est  tri- 
naire, et  qu'ainsi  il  y  a  au  moins  une  valeur  trinaire  correspondante  de  c. 
Donc  tout  nombre  impair  de  l'une  des  formes  4"  +  8/»+ 3,  est  la 
somme  de  trois  quarrés. 
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(5i6)  II  résulte  en  même  temps  de  la  théorie  précédente  que,  quand 
■  même  c  aurait  des  facteurs  quarrés,  on  pourra  toujobrs  exprimer  c 
par  la  somme  de  trois  quarrés  qui  n'auront  pas  de  diviseur  commun. 
Car  nous  ne  regardons  comme  formes  trinaircs  que  celles  qui  satisfont 
à  cette  condition,  et  la  Table  VIII  n'en  offre  pas  d'autres. 

C'est  ainsi  qu'on  a  8i=8»  +4»-f-i',  225  =  l4,-f-5,-f-2,,  etc.;  d'où 
l'on  voit  que  tout  nombre  . + -v  — j—  i  ou  8n-f-3,  a  au  moins  une  valeur 
trinairc  qui  lui  est  propre  et  qui  est  indépendante  de  celles  des  nombres 
inférieurs. 

La  partie  de  ce  théorème  concernant  les  nombres  8n  -f-  3 ,  prouve 
que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  trois  triangulaires ,  ce  qui  est 
le  fameux  théorème  de  Fermât,  dont  nous  avons  parlé  (n"  i55). 

(317)  Théorème  XIV.  «  Tout  nombre  double  d'un  impair  est  la 
j»  somme  dè  trois  quarrés.  m 

C'est  encore  une  conséquence  immédiate  des  théorèmes  X  et  XII  ap- 
pliqués à  la  Table  \  III ,  et  on  voit  de  plus,  par  cette  théorie,  que  le 
nombre  dont  il  s'agit,  de  la  forme  4/>~ha»  peut  toujours  se  décompo- 
ser en  trois  quarrés  qui  n'auront  pas  de  diviseur  commun. 

(3 18)  Corollaire  J.  Un  nombre  quelconque  double  d'un  impair  étant 
désigné  par  4a  -f-  2,  on  pourra  toujours  satisfaire  à  l'équation 

4fl-r-2  =  x»-f-7»-f-2'; 

or  par  la  forme  du  premier  membre,  on  voit  que  des  trois  quarrés 
x*t  jf*y  a%  deux  doivent  être  impairs  et  un  pair.  C'est  pourquoi  faisant 
jc  =  p-t-q,jr=p— q,  z  =  2r,  on  aura 

2«-(-  1  =/;*-}-  q*  -J-  ■xi*. 

Donc  tout  nombre  impair  est  de  la  forme  p*  -f-  q%  -f-  2r*. 

Cette  proposition  avait  été  avancée  par  Fermât,  comme  particulière 
aux  nombres  premiers  8n-\-j;  mais  on  voit  qu'elle  convient  générale* 
ment  à  tous  les  nombres  impairs,  et  on  observera  toujours  que  quand 
même  le  nombre  dont  il  s'agit  serait  divisible  par  un  quatre ,  on  pourra 
supposer  que  les  trois  quarrés  p*,  q*f  r*  ne  sout  pas  divisibles  par .  un 
même  nombre. 

(319)  .  Corollaire  11.  Un  nombre  entier  quelconque  peut  toujours 
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être  représenté  par  l'une  des  formules  (art-f-i)a",  (aa-h i)aM+«.  S'il 
appartient  à  la  première,  il  sera ,  suivant  ce  qu'on  vient  de  démontrer, 
de  la  forme  a"(//-f-<7'-t- ar*);  s'il  appartient  à  la  seconde,  il  sera  de 
ta  forme  2"  (p*-\~ r*)  ;  donc  tout  nombre  entier >  ou  au  moins  s*n 
double ,  est  la  somme  Je  trois  quarrés. 

(5ao)  TiiroRtMt  XV.  «  Soit  N  on  nombre  quelconque  de  l'une  des 
1»  formes  4«-f- 1 ,  4/1-f-a  ,  8n-f-3,  lesquelles  comprennent  tous  les 
»  nombres  impairs  et  doubles  d'un  impair,  excepté  seulement  les 
»  nombres  8n  -f-7  ;  si  on  désigne  par  1  le  nombre  des  facteurs  premiers, 
»  impairs  et  inégaux  qui  divisent  Y  ,  je  dis  que  le  nombre  des  formes 
»  trinaires  de  iV  est  toujours  multiple  de  a*~* ,  de  sorte  qu'il  ne  peut 
n  être  moindre  que  a'-\  » 

En  effet,  soit  m+n  le  nombre  des  diviseurs  réciproques  de  f+Nu*, 
sur  lesquels  il  y  en  ait  m  de  bifides ,  et  «  de  non-bifides.  Chaque  divi- 
seur réciproque  non-bifide  se  décompose  en  a'-*  formes  trinaires 
auxquelles  répond  un  pareil  nombre  de  valeurs  trinaires  de  2V,  diffé- 
rentes entre  elles.  Chaque  diviseur  bifide  se  décompose  de  même  en 
a'-'  formes  trinaires;  mais  comme  elles  répondent  deux  à  deux  à  des 
valeurs  trinaires  égales  de  iV,  le  nombre  de  celles-ci  est  seulement  a1-*. 
Donc  le  nombre  total  des  valeurs  trinaires  de  N  étant  nommé  x, 
Ain  aura  • 

x  =  a,-*(a«-f-wi). 

Donc  ce  nombre  ne  peut  être  moindre  que  ai—%  et  il  sera  en  général 
un  multiple  de  a**"*.  Si  on  a  1  =  1,  comme  alors  il  ne  peut  y  avoir  de 
diviseur  bifide,  la  formule  se  réduit  à  x=n. 

Appliquant  ce  théorème  au  nombre  9235=  3V 5». 41 ,  et  observant 
que  la  formule  /*-f-9aa5o*  a  cinq  diviseurs  réciproques,  dont  deux 
bifides,  on  aura  m  =  a,  n=3,  <  =  3;  donc  le  nombre  des  formes 
trinaires  de  N  est  2.(64-2)  =  16,  ce  que  l'on  peut  aisément  vérifier. 

(3ai)  De  là  On  voit  qu'il  n'est  pas  dilLYile  de  trouver  «n  nom  lire  qui  ait  tant 
déformes  trinaires  qu'on  voudra.  Si  on  veut  qu'il  ait  au  moins  un  nombre 
donné  de  formes  trinaires,  il  suffira  de  multiplier  jusqu'à  un  certain  degré 
le  nombre  de  ses  facteurs  premiers  inégaux.  A  insi  si  on  veut  qu'un  nombre 
ait  au  moins  3a  ou  a5  formes  trinaires,  on  sera  sûr  qu'en  donnant  sept  fac- 
teurs premiers  à  ce  nombre,  pourvu  que  le  produit  ne  soit  pas  de  la  tonne 
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8/i+7>  il  satisfera  à  la  question.  Tel  sera,  par  exemple,  le  nombre 
5. 5. 7. 11. 13.17. 19,  qui  est  de  la  forme  8n-f-5. 

Mais  si  on  veut  que  le  nombre  cherché  ait  exactement  un  nombre 
déterminé  de  formes  trinaires,  il  faudra  quelques  essais  pour  y  réussir. 
Par  exemple,  si  on  veut  que  x=  20 ,  on  pourra  foire  t=4  et  a/i  |  m  -  5, 
et  il  restera  à  trouver  parmi  les  nombres  les  plus  simples,  composés  de 
quatre  facteurs  premiers  inégaux,  dont  le  produit  n'est  pas  8/1-4-7, 
celui  qui  aura  trois  diviseurs  réciproques  dont  un  bifide,  ou  quatre  di- 
viseurs réciproques  dont  trois  bifides  ;  car  dans  ces  deux  cas  on  aurait 
également  a/i-f-«i=5. 


i —  . 


QUATRIÈME  PARTIE. 

MÉTHODES  ET  RECHERCHES  DIVERSES. 

- 

§  I.  Théorèmes  sur  les  puissances  des  nombres. 


La  méthode  dont  nous  allons  donner  diverses  applications,  mé- 
rite une  attention  particulière,  en  ce  qu'elle  est  jusqu'à  présent  la  seule 
par  laquelle  on  ait  pu  démontrer  certaines  propositions  négatives  sur  les- 
puissances  des  nombres.  Le  but  de  cette  méthode  est  de  faire  voir  que 
si  la  propriété  dont  on  nie  l'existence  avait  lieu  pour  de  grands  nombres, 
elle  aurait  lieu  également  pour  des  nombres  plus  petits.  Ce  premier  point 
étant  établi ,  la  proposition  est  démontrée ,  car  pour  que  le  contraire 
eût  lieu ,  il  faudrait  qu'une  suite  de  nombres  entiers  décroissais  pût 
être  prolongée  à  l'infini,  ce  qui  implique  contradiction.  Fermât  est  le 
premier  qui  ait  indiqué  cette  méthode  dans  une  de  ses  notes  sur 
Diophante,  où  il  prouve  que  l'aire  d'un  triangle  rectangle  en  nombres 
entiers  (i)  ne  saurait  être  égale  à  un  quarré.  Euler  en  a  depuis  étendu 
les  applications,  et  l'a  exposée  avec  beaucoup  de  clarté,  dans  le  Tom.  II 
de  ses  Élémens  d'Algèbre. 


(îaa)  Théorème  I.  «  L'aire  d'un  triangle  rectangle  en  nombres  en- 
»  tiers  ne  saurait  être  égale  à  un  quarré.  » 

Puisqu'on  a  (a» -f-*1)1  =  —  -+-(2^)%  il  est  clair  que  les  trois 
côtés  d'un  triangle  rectangle  peuvent  être  représentés  par  les  nombres 
a*-f-£*,  «'  —  £*,  sab;  c'est  aussi  l'expression  générale  qu'on  déduirait 
delà  résolution  directe  de  l'équation  x*z=jr*  ~\-z*  (na  17).  Ces  trois 
nombres  pourraient  de  plus  être  multipliés  par  un  facteur  commun  0; 


(1)  Trois  nombres  tels  que  le  quarré  du  plus  grand  équivaut  à  la  tomme  des  quarrés 
des  deux  autres ,  sont  ce  qu'on  appelle  un  triangle  rectangle.  On  peut  donner  pour 
exemple  les  nombres  3,  4*,  5,  les  nombres  5,  »a,  i3,  «t  une  fofinité  d'antres. 


Digitized  by  Google 


QUATRIÈME  PARTIE.  .  34* 
mais  nous  ferons  abstraction  de  ce  facteur ,  qui  est  inutile  pour  notre 
objet,  et  par  la  même  raison,  nous  supposerons  a  et  b  premiers  entre 
eux.  En  effet,  si  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  divisibles  par  0,  l'aire 
sera  divisible  par  0»  ;  donc  si  cette  aire  est  un  quarré ,  elle  le  sera  encore 
après  avoir  été  divisée  par  son  facteur  0\ 

Cela  posé,  appelons^/  l'aire  du  triangle  dont  il  s'agit,  nous  aurons 
A  —  ab  (a* — b*);  et  comme  les  facteurs  a  et  b  sont  premiers  entre  eux, 
ils  le  seront  également  avec  a» —  donc  pour  que  A  soit  un  quarré, 
il  faut  que  chacun  des  facteurs  a,  by  a* — eu  soit  un.  Soit  donc 
«=»'*,  il  restera  à  faire  ensorte  que  a%—b%  ou        n<  soit  égal 

à  un  quarré. 

Cette  quantité  m* — n*  est  le  produit  des  deux  facteurs  m*-f~n*t 
m*  —  n*  :  or  m  et  n  sont  premiers  entre  eux ,  puisque  a  et  b  le  sont.  De 
plus,  ils  doivent  être  supposés  l'on  pair  et  l'autre  impair;  car  s'ils  étaient 
impairs  tous  deux,  a  et  b  le  seraient  aussi,  et  ainsi  les  trois  côtés  a'-f  b% 
<** — 5»,  aviseraient  divisibles  par  a,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 
Donc  les  facteurs  rn*-{-n*  et  m*  —  n*  sont  premiers  entre  eux,  et  puis- 
que leur  produit  doit  être  un  quarré  ,  il  faudra  que  chacun  d'eux  eu 
soit  un. 

Faisons  en  conséquence  /n'-f-n'zrr/j*,  m* — n*  =9",  nous  aurons... 
»,-f-9,  =  m%  et  a*'-f-<7'=/>\  Donc  «  si  l'aire  d'un  triangle  rectangle 
h  est  un  quarré,  on  pourra  trouver  deux  quarrés  7%  n*,  tels  que  cha- 
»  cune  des  deux  quantités  9*-f-«%  Çm  H-  2n"  so,t  égale  à  un  quarré  (1). 


(»)  Voici  le  passage  de  Fermât  que  nons  suivons  assez  strictement,  en  ajoutant 
seulement  les  développemens  nécessaires  pour  rendre  la  démonstration  plus  claire  et 
plus  complète  : 

u  Si  area  triangnli  e?set  quadratns  darentnr  qnadrato-quadrati  quorum  différent ia 
»  esset  quadratus  :  Unde  sequitnr  dari  duo  quadrata  quorum  et  summa  et  différent  a  esMrt 
n  quadratus.  Datur  itaque  numerus  compositus  ex  quadrato  et  duplo  quadrati  xqualia 
n  quadrato,  eâ  conditione  ut  quadrati  eum  componentes  faciant  quadratum.  Sed  si  nu- 
r»  merus  quadratus  componitur  ex  quadrato  et  duplo  alterius  quadrati,  ejus  latus  simi- 
v  liter  componitur  ex  quadrato  et  duplo  quadrati  ,  ut  facillimè  possumus  demonetrare. 

n  Unde  conchtditur  latus  illud  esse  summam  laterura  circa  rectum  trianguli  réc- 
it tanguli  et  unum  ex  quadrati»  illud  eomponentibns  emeere  basem  et  duplum  qua- 
rt dratum  «quari  perpendiculo. 

n  Illud  itaque  triangulum  rectangulum  conucietur  à  duobus  quadraris  quorum 
»  summa  et  dilTerentia  erunt  quadrati.  At  isti  duo  quadrati  minores  probabuntur  pri- 
«  mis  quadratis  suppositis  quorum  tàm  summa  quàra  dilTerentia  faciant  quadratum. 
»  Ergo  si  dentur  duo  quadrata  quorum  summa  et  dilTerentia  faciunt  quadratum,  dabi- 
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Puisqu'on  a  p*=q% -\- 2n*}  il  faut  (n*  141)  que  p  soit  de  la  forme.  . :. 
f*-+-2g*  :  or  on  satisfait  à  l'équation  q%  -f»  an*  =  (f%  -f-  2g*Y  en  faisant 
q-\-ny/ — 2=x(f+g\/ — a) %  ce  qui  donne 

9  =/'  -  V 

1 

et  cette  solution  est  d'ailleurs  aussi  complète  qu'on  peut  le  désirer , 
comme  on  peut  s'en  assurer  par  les  formules  du  n'  17.  Il  reste  donc  à 
satisfaire  à  l'équation  +  =  dans  laquelle  substituant  les  valeurs 
trouvées  pour  q  et  «,  on  aura  j*  -f-  4g*  ssx  m*. 

Cette  dernière  équation,  qui  doit  être  possible  si  l'aire  A  est  un 
quarré ,  présente  un  nouveau  triangle  rectangle  formé  avec  l'hypothé- 
nuse  m  et  les  deux  côtés  /*,  2g*  :  or  l'aire  de  ce  triangle  étant  /'g*,  et 
par  conséquent  égale  à  un  quarré,  il  s'ensuit  que  si  l'aire  A  du  triangle 
rectangle  proposé  est  égale  à  un  quarré,  on  pourra,  par  le  moyen  de  ce 
triangle,  en  découvrir  un  beaucoup  plus  petit,  mais  non  pas  nul,  dont 
l'aire  sera  pareillement  égale  à  un  quarré. 

(3a3)  Pour  juger  de  la  petitesse  de  ce  second  triangle  rectangle  en 
comparaison  du  premier,  il  faut  exprimer  la  valeur  de  A  en/  et  g  : 
or  on  trouve 

D'ailleurs /*  —  2g*  ne  peut  être  moindre  que  1,  et  on  a  toujours... 
(/•  +  ^)-  >8fg*,  f*+4g*>4f*g*}  donc  l'aire  A  est  plus  grande 
que  iri/'g*;  donc/y,  qui  est  l'aire  du  second  triangle,  étant  nommée 
A' y  on  aura  A'  <  1/  — -. 

De  là  on  voit  que  s'il  existe  un  triangle  rectangle  en  nombres  en- 
tiers ,  dont  l'aire  A  soit  égale  à  un  quarré ,  il  existera  en  même  temps 

un  triangle  rectangle  dont  l'aire  A'f  plus  petite  que  \/ j^t  sera  en- 
core égale  à  un  quarré,  et  cependant  ne  sera  pas  nulle,  car  l'un  des 
nombres  f  et  g  ne  peut  être  nul  sans  rendre  A — o. 


*•  tur  in  integria  auraroa  duorum  quadratorum  ejusdem  natures  priofe  minor.  Eodem 
n  ratincinio  dabitur  «t  minor  ùta  inventa  per  tiam  prions  et  semper  in  inGoitum  xm- 
1»  nom*  ioT«aientnr  nnmeri  in  integris  idem  partantes  :  qood  iraposubile  est,  quia 
n  datu  numéro  quofte  integro  son  posnat  dari  inBniti  in  integrU  illo  minore*.  *  Ed. 
cà.  dt  Dtoph.  pug.  35,. 
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Mais  par  la  même  raison ,  du  triangle  rectangle  dont  l'aire  A  est  égale 
a  un  quarré,  on  pourra  déduire  un  troisième  triangle  dont  l'aire  A', 

plus  petite  que  l/y^»  sera  égale  à  un  quarré,  et  ainsi  à  l'infini.  Or 

il  implique  contradiction  qu'une  6uite  de  nombres  entiers  A>  A' >  A'y  etc. , 
quand  même  ils  ne  seraient  pas  quarrés,  soit  décroissante  et  prolongée 
à  l'infini.  Donc  il  n'existe  aucun  triangle  rectangle  dont  l'aire  soit  égale 
à  un  quarré. 

Corollaire.  La  même  démonstration  prouve  que  la  formule  in*  — 
ne  peut  être  un  quarré,  non  plus  que  la  formule  f*  -h  4g4»  excepté  seu- 
lement dans  les  cas  évidens ,  l'un  de  m  =  n,  ou  «  =  o  ;   l'autre  de 
/  ou  £  =  o. 

On  peut  aussi  en  conclure  que  l'équation  x*  -f-j4  =  ap*  est  im- 
possible, hors  le  cas  dex=/j  car  de  cette  équation  on  tirerait... 

p*  —  x^<  =  (^^2Ly;  or  on  Tient  de  voir  que  le  premier  membre  ne 

peut  être  un  quarré. 

(3a4)  Théorème  II.  «La  somme  de  deux  biquarrés  ne  peut  être  égale 
j)  à  un  quarré,  à  moins  que  l'un  d'eux  ne  soit  nul.  » 

Soit,  s'il  est  possible,  ^-f-^ssc*;  il  faudra  d'abord  qu'on  ait 
a%=p*  —  q*t  b*=2pqt  c~p*-^-q*.  J'observe  ensuite  que  a  et  b  pou- 
vant être  supposés  premiers  entre  enx ,  p  et  q  seront  pareillement  pre- 
miers entre  eux,  et  même  ils  ne  pourront  être  tous  deux  impairs  ;  car 
s'ils  l'étaient,  a  et  h  seraient  tous  deux  pairs.  On  ne  pourra  non  plus 
supposer  p  pair  et  q  impair,  parce  qu'alors  p% — q*  serait  de  la  forme 
4& — i  ,  laquelle  ne  peut  convenir  au  quarré  a*.  Donc  il  faudra  que  p 
soit  impair  et  q  pair,  et  ainsi,  pour  satisfaire  à  l'équation  b'=z2pq ,  on 
prendra  /?=/»»,  17  =  3/1*,  valeurs  qui  étant  substituées  dans  l'autre  équa- 
tion a%=zp% — q*f  donneront  m4  —  4/t4  =  û*' 

Cette  dernière  équation  exprimant  que  le  quarré  m*  est  égal  à  la  somme 
de  deux  autres  quarrés  4^*»  le  seul  moyen  d'y  satisfaire  est  de  prendre 
nf=f*+g',  *n*=ifg,  a=f—  g*.  Or  l'équation  n*=fg,  où  /et  g 
doivent  être  premiers  entre  eux,  donne  /=&*,  £=6§,  et  par  ces  va- 
leurs, l'équation  m%—f*-\-g*  devient  <x44-64=/n\ 

D'où  l'on  voit  que  s'il  existe  deux  biquarrés  a4,  b*  dont  la  somme  soit 
égale  à  un  quarré  c*f  il  existera  en  même  temps  deux  autres  biquarrés 
beaucoup  plus  petits  a4,  ê4  dont  la  somme  sera  pareillement  égale  à 
un  quarré. 
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(5a5)  Et  pour  rendre  sensible  la  petitesse  de  ceux-ci  en  comparaison 
des  premiers ,  on  déduira  des  valeurs  précédentes, 

ce  qui  donne  y/{\ «4+iV(«*  +        et  F""  conséquent... 

ct<  -f-  <1  (/(a4-4- A4).  On  remarquera  d'ailleurs  que  a.  ni  £  ne  peuvent 
être  zéro,  parce  qu'il  s'ensuivrait  £=o,  cas  exclu. 

S'il  existe  donc  un  quarré  c*  égal  à  la  somme  de  deux  biquarrés, 
on  connaîtra  par  son  moyen  un  second  quarré  e'*,  pareillement  égal  à 

la  somme  de  deux  biquarrés,  et  dont  le  côté  c  sera  <Cy/c,  sans 
être  nul;  mais  par  la  même  raison,  le  quarré  c'%  en  fera  connaître  un 
troisième  c*  jouissant  de  la  même  propriété  ,  et  dont  le  côté  c'  sera 

<l/c',  sans  être  nul  ;  ainsi  de  suite.  Or  il  implique  contradiction  qu'une 
suite  de  nombres  entiers  c,  c',  c*,  etc.  dont  chacun  est  plus  petit  que 
la  racine  quatrième  du  précédent,  sans  être  nul,  puisse  être  prolongée 
à  l'infini.  Donc  il  est  impossible  qu'un  quarré  se  décompose  en  deux 
biquarrés. 

Corollaire.  La  même  démonstration  prouve  que  la  formule  m*— 4a* 
ne  peut  être  égale  à  un  quarré,  si  ce  n'est  lorsque  «=o. 

(5a6)  Théorème  III.  «  La  formule  x*+aj*  ne  peut  être  égale  à  un 
»  quarré,  si  ce  n'est  lorsque^  =o.  m 

Car  si  l'on  fait  x*-\-  a/4  =s*,  il  faudra  d'abord  supposer  z=p*-^2ç*f 
x*=zp*—ztf%,  y%=apq;  ensuite  l'équation  x*=p* — 27*  donnera. . . 
x=mt  —  an*;  ^=/«»-f-a/»*,  q  =  snm.  Ces  valeurs  étant  substituées 
dans  l'équation  y*z=zipq>  on  aura  yzzzfynn  (ra'-J-an»).  Pour  satisfaire 
à  cette  dernière  équation ,  j'observe  que  les  nombres  m  et  n  sont  pre- 
miers entre  eux  ;  car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur ,  p  et  tj  en 
auraient  un  aussi,  et  par  suite  x  et  y,  ce  qu'on  ne  doit  pas  supposer. 
Donc  si  mn(m*-\-in*)  est  un  quarré,  il  faudra  que  ses  trois  facteurs  m, 
n,  m*-f-an*  soient  chacun  un  quarré.  Soit  donc  m=f*y  «=£*,  et  il 
restera  à  faire  ensorte  que y*+ag4  soit  égale  à  un  quarré. 

Cette  formule  est  semblable  à  la  proposée ,  et  il  est  visible  qu'elle 
est  exprimée  en  nombres  beaucoup  plus  petits ,  car  on  a  x*  -f-  y*^>plt 

et  par  conséquent  p  ou  J"*mh3g*<\/(x*-i-yr*);  d'ailleurs  les  nombres 
/  et  g  ne  sont  nuls,  ni  l'un  ni  l'autre,  puisque  s'ils  l'étaient,  ils  ren- 
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liraient  y  nul ,  ce  qui  est  un  cas  dont  on  fait  abstraction.  De  là  il  suit 
que  si, on  a  un  quarré  A*  qui  soit  de  la  forme  x*-f-  a/»,  on  pourra  en 
déduire  un  second  quarré  A'x  qui  sera  de  la  même  forme ,  et  dont  le 

4 

côté  A1  sera  <yA:  mais  par  la  même  raison  le  quarré  A'1  en  fera 
connaître  un  troisième  A*%  de  même  forme,  et  ainsi  de  suite.  Or  il  est 
impossible  qu'une  suite  de  nombres  entiers  A,  A'>  A'y  etc.  soit  dé- 
croissante et  prolongée  à  l'infini  ;  donc  il  est  impossible  que  la  formule 
x*-f-ap+  soit  un  quarré,  à  moins  qu'on  n'ait  y—o.  i 

Corollaire.  Il  suit  de  cette  proposition,  que  la  formule  x*  —  8y*  ne 
peut  non  plus  être  égale  à  un  quarré;  car  si  on  avait  x*  —  8j-(  =  ;s*,  il 
s'ensuivrait  que  z*-f-  a(ax/)*  est  égale  au  quarré  (x4-f-8;-*),,  Ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  que  lorsque  y—o. 

(327)  Tucoxè»  f  IV.  «  Aucun  nombre  triangulaire,  excepté  l'unité  , 
*  n'est  égal  à  un  biquarré.  » 

Soit,  s'il  est  possible,  |  x(x+i)  —y*,  ou  x  (x  -f- 1)  =  a/1;  si  l'on 
ùityz=mnt  m  et  «  étant  deux  indéterminées  ,  cette  équation  ne  pourra 
se  décomposer  que  de  l'une  de  ces  deux  manières  : 

«4  \  (0  Xsat  n<\W> 

lesquelles  donnent,  soit  1  =«*— am*,  soit  1  aa  a/w4  —  n*. 

La  seconde  combinaison  donnerait  m*— -/i*=(m*— i)* ,  équation 
impossible,  parce  que  le  premier  membre  est  de  la  forme  p* —  tj*, 
laquelle  ne  peut  être  un  quarré,  que  dans  le  cas  évident  de  m=z\=x. 
-  La  première  combinaison  donne  1  -+-  a//i*  =  n4,  équation  également 
impossible,  parce  qu'en  vertu  du  théorème  précédent ,  le  premier 
membre  ne  peut  être  un  quarré.  Donc  aucun  nombre  triangulaire,  ex- 
cepté 1 ,  n'est  égal  à  un  biquarré. 

(5a8)  Théorème  V.  «  La  somme  ou  la  différence  de  deux  cubes  ne 
»  peut  être  égale  à  un  cube.  » 

Soit,  s'il  est  possible,  x3=fc/3=aî,  on  pourra  supposer  à  l'ordinaire 
que  les  deux  nombres  x  et  y  sont  premiers  entre  eux,  et  alors  y  et  z 
seront  également  premiers  entre  eux,  ainsi  que  x  et  z.  Cela  posé,  des 
trois  nombres  xtyt  a,  il  y  en  aura  toujours  deux  impairs  et  un  pair  ; 
soient  x  et  y  les  deux  impairs ,  qu'on  peut  toujours  placer  dans  un  même 
membre;  si  l'on  fait  x zhy  =  ip ,  xzp^=  ay,  ou  bien  x=/?-f-7, 
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rfcjr=s/> —  q  ,  ou  aura  par  la  substitution  xp ty)  —  **»  et  on 
observera  ultérieurement ,  que  puisque  n-f-  q  et  p  — q  doivent  être  im- 
pair», il  faut  que  p  et  </  soient  l'un  pair,  l'autre  impair  ;  de  sorte  que 
p,+  Zqt  sera  toujours  impair.  Mais  ip  (p*  -+-  3</')  devant  être  un  cube, 
il  est  clair  que  sp  sera  divisible  par  8,  et  ainsi  p  sera  pair  et  q  im- 
pair. Maintenant  il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  p  est  ou  n'est  pas 
divisible  par  3. 

(52Ç>)  Premier  cas.  Si  p  n'est  pas  divisible  par  3,  le»  facteurs  *p , 
p*  -f-  3y*  seront  premiers  entre  eux  ,  et  si  leur  produit  est  un  cube ,  il 
faudra  que  chacun  d'eux  en  soit  un.  Soit  donc  /''-h  ~-uf  —  >'  •>  alors  r 
sera  de  la  forme  /»*  -f-  3«%  et  on  pouiTa  faire  p+q  V — 3=(/«-H»l/— 
ce  qui  donnera 

p  =  m3  —  cy/m* 
y  =  3m*«  —  3/ï3. 

Ces  valeurs  satisfont  à  l'équation  3<7m  =rs,  mais  d'ailleurs  elles 
ont  toute  la  généralité  nécessaire ,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  par  la 
résolution  directe  de  cette  équation.  11  ne  reste  donc  plus  qu'à  faire 
ensorte  que  zp  ou  a/;i(m-f-3«)  (m  —  3n)  soit  un  cube.  Or  il  est  aisé 
de  voir  que  les  trois  facteurs  de  cette  quantité  sont  premiers  entre 
eux,  et  ainsi  chacun  d'eux  doit  être  un  cube  ;  soit  en  conséquence 
m  -f-  5«  =  a"1,  m —  5«=^,  amrrc1,  on  aura  à5  =  cs.  Delà  on 
wit  que  si  l'équation  x3 zkj3=zz3  est  possible  en  nombres  entiers,  l'é- 
quation a? -j-Ps^c*,  semblable  à  la  première  et  exprimée  en  nombres 
beaucoup  plus  petits,  sera  également  possible. 

Soit  A  —  x5  zhj*  =  ap  (>•-+- V)>  et  A'—  <r>  -f-  bst  on  aura  par  la  sub- 
stitution des  valeurs  précédentes , 


et  à  cause  de  a6  -f- >  2«^',  cette  formule  donnera  A  >  («r^r^»**»**. 
Mais  (excepté  dans  le  cas  de  a  =  b  =  \  qui  ne  peut  jamais  avoir  lieu) 

on  a  toujours       ;>  -—-  i  donc  —  est  plus  grand  que         — ^*  bu 
—  y  ;  donc  —<V--  Mais  par  le  même  raisonnement  ou  déduirait 

du  cube  A1  un  troisième  cube  AT  tel  que  \A*  serait  <v\*>  et  ainsi 
à  l'infini  :  or  il  est  impossible  qu'une  suite  de  nombres  entiers  A,  A", 
A*,  etc.  soit  décroissante  et  prolongée  à  l'infini;  donc  il  est  impossible 
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que  la  formule  *p(p'-+-3q*)  soit  un  cube,  au  moins  lorsque/»  n'est 
pas  divisible  par  3. 

(55o)  Second  cas.  Si  p  est  divisible  par  3,  on  fera  p~Zr}  et  la  for- 
mule np  (p*  -f-3?*)  deviendra  i8r(</m -f- 5/"*).  Maintenant  comme  les  fac- 
teurs 16V,  q*-\-5r*  sont  premiers  entre  eux,  il  faudra  que  chacun  d'eux 
soit  un  cube.  Faisant  donc  d'abord  q*+li*=z(f*  +  3«%  ou  plutôt 
'/H-'V — 3  =  (/-f-£i/ — 3)%  ce  qui  donnera 

il  restera  à  faire  ensorte  que  i8r  ou  *J.*g(f+g)  (f—g)  soit  un  cube? 

De  là  on  déduira  comme  ci-dessus         = a\  f — g  =  b\  2£=c% 

et  par  conséquent  a5  —  Pz^c3.  Or  on  fera  voir  de  même  que  le  cube 

c3  égal  à  a3 — est  beaucoup  plus  petit  que  le  cube  a3  égal  à  2p(j)%-\-  3ya) 
9 

(car  on  aurait  c  <  \/  fa)  oii  retombera  donc  encore  sur  une  suite  de  nombres 
entiers  qui  devrait  être  décroissante  et  prolongée  à  l'infini  ;  d'où  l'on  con- 
clura que  l'équation  X1  =fc/,=  a3  est  impossible  ,  à  moins  que  l'un  des 
termes  ne  soit  zéro. 

• 

(33i)  Tiiéorkxk  VI.  «  La  somme  ou  la  différence  de  deux  cubes  iné- 
n  gaux  ne  peut  être  double  d'un  cube,  m 

Soit,  s'il  est  possible,  x'dbj3  =  2Z3,  les  nombres  x  et  y  qu'on  peut 
supposer  premiers  entre  eux  seront  tous  deux  impairs;  ainsi  on  pourra 
faire  x=p-j-qt  —  7,  ce  qui  donnera  p(p*  -\-Zq")  =  z\  et 

il  faudra  distinguer  deux  cas,  selon  que  p  est  ou  n'est  pas  divisible 
par  3. 

i*.  Sip  n'est  pas  divisible  par  3,  les  deux  facteurs  p,  p%-{-5q%  se- 
ront premiers  entre  eux ,  ainsi  il  faudra  que  chacun  d'eux  soit  un  cube. 
Or  en  faisant  p'+lq^m'+Wy,  ou  plutôt  p+q^—S^m+n^— 3)% 
on  aura  comme  ci-dessus,  p=rtP — çfmn'ssmÇm-î-Sn)  (m — 3«).  Donc 
puisque  ce  produit  est  un  cube,  et  que  ses  trois  facteurs  sont  premiers 
entre  eux,  il  faudra  faire  w-f-3«  =  «J,  m — 3«  =  i%  wi  =  c3,  ce  qui 
donnera  à1  -f-  />'  =  2c1,  équation  semblable  à  la  proposée,  mais  expri- 
mée en  nombres  beaucoup  plus  petits. 

2*.  Si  p  est  divisible  par  3,  soit  p  =  3rf  on  aura  Ç)r(5r*  -f-  q')  =a% 
de  sorte  que  qr  doit  être  un  cube  aussi  bien  que  3r*  -f-  q*.  Celui-ci  de- 
vient un  cube  en  faisant  q  +  r\/ — 3  =  (/m4-"V^ — ce  qui  donne 
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r=  3/ti*/j — 3«>,  parlant  Qr=  2jn(m-\- n)  (m —  «).  Cette  quantité  de- 
vant être  un  cube,  on  fera  comme  ci-dessus  /n-f-»  =  a%  m  —  n=  A3, 
71= c3,  ce  qui  donnera  de  nouveau  a3 —  b3=i3c3t  équation  encore  sem- 
blable à  la  proposée ,  mais  exprimée  en  nombres  beaucoup  plus  petits. 

De  là  on  conclura,  comme  dans  les  théorèmes  précédons ,  que 
l'équation  proposée  x3d=/3  =  a3,  est  impossible,  à  moins  que  x  ne 
soit  égal  à  y. 

(33a)  Théorème  VII.  «  Aucun  nombre  triangulaire,  excepté  i,  n'est 
»  égal  à  un  cube.  » 

Car  supposons  pour  un  moment  qu'on  ait  \x  (x-f-  i)z=jr't  ou 
x  (x-f-  i)  =  37s;  si  on  fait  f  =  mn  ,  met  n  étant  deux  indéterminées  r 
cette  équation  ne  pourra  se  décomposer  que  de  l'une  de  ces  deux, 
manières  : 

lesquelles  donnent  »3=fc  i  =2/w*.  Mais  suivant  le  théorème  précédent, 
cette  équation  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  qu'on  n'ait  n=  i ,  donc, 
excepté  les  cas  de  x=o  et  x=  1 ,  il  ne  peut  y  avoir  aucun  nombre 
triangulaire  égal  à  un  cube. 

Corollaire.  L'équation  {  x(x-^-\)=j3J  peut  être  mise  sous  la  forme 
S/3  -f-i  =3';  donc  celle-ci  n'est  possible  que  pour  les  seuls  cas  de 
.7  =  o  et  jr=  i. 

Remarque .  Nous  avons  démontré  dans  ce  paragraphe,  que  l'équation 
x* zfc^ssss3  est  impossible,  ainsi  que  l'équation  x4±j^  =  a»,  et  à  plus 
forte  raison  x<  =fc j*  =  Fermât  a  assuré,  de  plus  (Ed.  cit.  de  Dioph. 
pag.  6 1),  que  l'équation  xm-\-ym  =  a",  est  généralement  impossible, 
lorsque  tt  surpasse  a;  maïs  cette  proposition,  passé  le  cas  de  n=./it  est 
du  nombre  de  celles,  qui  restent  à  démontrer,  et  pour  lesquelles  les 
méthodes  que  nous  venons  d'exposer  paraissent  insuffisantes.  Au  reste, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  proposition  serait  démontrée  en  général,  si  elle 
l'était  pour  le  cas  où  a  est  un  nombre  premier. 
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§  II.  Théorèmes  concernant  la  résolution  en  nombres  entiers 

de  l'équation  x*  — b  —  ay. 

(335)  Si  l'on  satisfait  à  l'équation  proposée  en  faisant  ïss  8,  on  y 
satisfera  plus  généralement,  en  faisant  x  =  ô-f-a«,  z  étant  un  nombre 
indéterminé.  Or  dans  la  suite  formée  d'après  le  terme  général  Ô-f-as, 
il  y  aura  toujours  un  terme  compris  entre  — ^9  et  \B;  on  peut  donc 
regarder  ce  terme  comme  une  solution  ou  racine  de  l'équation  propo- 
sée; et  la  question  est  de  trouver  toutes  les  solutions  ou  racines  de 
cette  sorte  dont  l'équation  proposée  est  susceptible.  Voici  differens 
théorèmes  qui  remplissent  cet  objet,  dans  le  cas  où  a  est  un  nombre 
premier;  nous  considérerons  ensuite  le  cas  où  a  est  un  nombre  composé. 

(334)  Théorb«is  I.  «  L'équation  x*— - b  =  ctC(a)  (1),  dans  laquelle  a 
■  est  un  nombre  premier,  et  b  un  nombre  non-divisible  par  a,  ne  sera 

»  possible  qu'autant  qu'on  aura  b  •  —  1  =c#(a)  ,  e»  étant  le  commun 
»  diviseur  de  n  et  de  a—  1.  Si  cette  condition  est  remplie,  l'équation 
»  proposée  aura  un  nombre  m  de  solutions  qui  seront  comprises  dans 

m  l'équation  x* — b*  —  cM.(a) ,  où  K  est  le  moindre  entier  positif  qui 
M  satisfait  à  l'équation  ntn — <p(a — i)  =  a>.  » 

Si  l'équation  proposée  est  résoluble ,  on  aura ,  en  rejetant  les  mul- 
tiples dea,  x*=ij  on  a  en  même  temps,  par  le  théorème  de  Fermât 
(n°  139),  x*~'  ssi.  Les  deux  nombres  «  et  a — 1  ayant  pour  com- 
mun diviseur»,  si  l'on  fait  n  =  n'en  ,  a — i  =  a  où  ,  il  sera  facile  de 
trouver  deux  autres  nombres  positifs  *  et  ç  tels  qu'on  ait 

Kn'  —  <pa  ss  1 . 

Maintenant  des  équations  «"'"s  b,  x  "=i,  on  tire  

f^x***  =x\  donc  «'a***,  ou 

**  —  bw  =  otC(a)i 


(1)  L'expression  abrégée  otf  (a)  désigne  ua  multiple  de  a. 
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d'où  l'on  voit  que  l'équation  proposée  ne  pourra  avoir  qu'un  nombre 

u  de  solutions  (n*  i32);  et  pour  qu'elle  ait  effectivement  ces  solutions, 

n'm  a'tt 

il  faudra  que  les  deux  équations  x  =  b ,  x  =  i  puissent  s'accor- 
der entre  elles.  Or  ces  dernières  donnent  x"  °  "==  b  ,  xn  °  **==  in  =  i  ; 
donc  il  faudra  qu'on  ait  b*  =  i  ,  ou 

Cette  condition  est  la  seule  nécessaire,  et  tontes  les  fois  qu'elle,  sera 
remplie  ,  l'équation  proposée  aura  un  nombre  a  de  solutions  contcuues 

dans  l'équation  x  —  b  =  c4l(a).  Or  on  s'assure  que  cejle-ci  a  effecti- 
vement un  nombre  «  de  solutions,  eu  observant  que  x" — b"  est  fac- 
teur de  xati  —  ba*  qui  revient  à  x*-* —  i  -f-flff. 

Remarquez  que  si  dans  l'équation  proposée  n  est  plus  grand  que  a—i9 
on  peut  ôter  de  cet  exposant  les  multiples  de  a — i  ,  et  ne  conserver 
que  le  reste  positif.  En  effet  x*-'  divisé  par  a,  laisse  le  reste  i  ;  donc 
xc—  o«+»  divisé  par  a,  laissera  le  même  reste  que  jc*. 

• 

(335)  Il  suit  du  théorème  précédent,  que  l'équation  x*—  b=cX(a) 
aura  toujours  une  solution,  quel  que  soit  b,  lorsque  «  et  a  —  i  seront 
premiers  entre  eux  ;  soit  alors     le  plus  petit  nombre  positif  qui  satis- 

fait  à  l'équation  *n  —  q> (a  —  i)  =  i ,  cette  solution  sera x=b  . 

En  général,  ce  théorème  a  l'avantage  d'indiquer  tout-à-la-fois  si 
l'équation  proposée  est  résoluble ,  combien  elle  a  de  solutions,  et  quelle 
est  l'équation  la  plus  simple  qui  contient  toutes  ces  solutions.  Dans  l'é- 
quation réduite,  l'exposant  de  x  sera  toujours  diyiseur  de  a —  i;  ainsi 
il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  les  solutions  de  l'équation  x* — b=oft(a), 
dans  la  supposition  que  n  soit  diviseur  de  a — i.  Or  il  est  facile  de  voir 
que  si  on  connaît  mie  des  valeurs  de  x,  on  les  aura  toutes  en  multi- 
pliant la  valeur  connue  par  les  différentes  racines  de  l'équation  

x" — i  =vU(a);  il  convient  donc  avant  tout ,  de  s'occuper  de  la  réso- 
lution de  cette  dernière  équation. 


(336)  Théoiiè.me  II.  «  Étant  proposée  l'équation  x'—  i  =  c-K(a) , 
»  dans  laquelle  a  est  un  nombre  premier,  «t  «un  diviseur  de  a — i, 
»  ensorte*  .ju'on  ait  a  —  i=a'n, 
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»  i*.  On  aura  x^a*',  u  étant  un  nombre  quelconque  iion-divisible 

»  par  a. 

»  2m.  Si  8  *st  une  valeur  de  j.  9"  en  sera  une  aussi,  quel  que  soit 

*  l^osant  ,n. 

■'      -  -    .      «I  > 

»  5".  Si  le  nombre  8  est  tel  que  8' 1 —  î  ne  soit  pas  divisible  par  ar 

»  p  étant  un  diviseur  premier  de  n,  la  formule  jr  =  8*  contiendra 

>>  toutes  les  solutions  de  1  équation  proposée ,  lesquelles  seront  i  , 

»  8,  6*...  8"~',  ou  les  restes  de  ces  quantités  divisées  par  a. 

»  4*-  Non-seulement  il  y  a  plusieurs  nombres  6  qui  jouissent  de  cetta 

»  propriété,  mais  le  nombre  en  est  n  — — y)>ctc-r 

»  r,      t'y  etc.  étant  les  différens  nombres  premiers  qui  peuvent  di- 

*  viser  n.  » 

Car  i*.  si  l'on  fait  x  =  uf f  on  aura  x" — i  —uy'  — 1.=.?^-' — i  , 
quantité  toujours  divisible  par  a. 

a\  Si  ar  =  0,  on  aura,  en  rejetant  les  multiples  de  a,  0"=i:  fai- 
aaut  donc  jc—Qt,  on  aura  pareillement  jc"  =  ô— —  r,  quel  que  soit  m. 

5*.  L'équation  proposée  devant  avoir  n  solutions,  h  formule  x=$r 
les  donnera  toutes,  si  dans  la  suite  i  ,  8,  0%  8*. .  .0""*',  il  n'y  a  pas  deux 
termes  égaux  (en  rejetant  toujours  les  multiples  de  a.  )  Or  supposons 

0** —8*,  il  en  résultera  8*=  i ,  <f  étant  fx.  —  X  ou  A — /*  ,  et  par  con- 
séquent moindre  que  n.  Mais  comme  on  a  déjà  0"=i ,  si  on  appelle 
e  le  commun  diviseur  de  <r  et  de  n ,  et  qu'on  résolve  l'équation .... 

nj — 7z  =  £,  on  aura  8"^  =  le  premier  membre,  i»  Cause  de 

0"  =  i ,  se  réduit  à  i  ;  le  second,  à  cause  de  6'  =  i  ,  se  réduit  à  8*  ; 

ainsi  on  aurait  6*  =  i .  Soit  n  =  tn',  et  «'=«%,  v  étant  un  nombre 

premier;  puisqu'on  a  B'—i ,  on  aura  aussi  0<n  =  i,  ou  ft'=:i  ;  équa- 
tion impossible,  puisqu'on  a  supposé  dans  l'énoncé  du  théorème  ,  que 
4,.,n  •         »  ••  •*  ■  '  '  ;  !  :>  t'm       :"  »  • 

la  quantité  6' — <t  ne  peut  è Ire  divisible  par  a  ;  donc  la  formule  .e=0* 
renfermera  implicitement  toutes  les,solutiotts  dé  J'équation  proposée. 


4°.  Soît  t  l'un  des  diviseurs  premiers  de  «;  de  même  qu'il  n'y  a  que 
n  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  l'équation  x" — i  =ro#(fl),  il  n'y  a 

aussi  que  -  Valeurs  de  8  qui  donnent  fsri.  Donc  sur  «  valeurs  que  doit 
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« 

avoir  fl  dans  l'équation  B*  =  i ,  il  y  en  a  n— -  qui  ne  donnent  pas  S'ssi.- 

Raisonnant  de  même  a  l'égard  des  autres  facteurs  premiers  dont  n 
peut  être  composé,  on  conclura  qu'il  y  a  un  nombre  

n     —        — 7')  v  etc*  ^e  va^eurs  3*  9,  telles  qu'aucune  des 

quantités  6'— i ,  8^—» ,  0'"—  I,  etc.,  n'est  divisible  para. 

* 

(337)  Donc  si  n  est  un  nombre  premier,  il  suffira  d'avoir  une  va- 
leur de  x  autre  que  l'unité,  et  cette  valeur  étant  nommée  0,  la  formule 
x  =  0"  contiendra  toutes  les  valeurs  de  x. 

Si  n  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  r,  pour  que  la  valeur 
x  =  0  qui  satisfait  à  l'équation  x*=  1,  en  donne  la  solution  complète, 

n 

il  faudra  que  0»  ne  soit  pas  égale  à  4- 1 ,  et  alors  on  aura  x=Qm. 
Enfin  si  n  est  de  la  forme  »V  r*9  etc. ,  comme  on  peut  toujours 

le  supposer,  je  fais  r*  =  /*,  >'C=:ft',  i^s=ftf,  etc.,  et  je  résous  sé- 
parément les  équations 

Soient  x=XB,  x  =  X'-,  x=X'-,  etc.  les  solutions  complètes  de  ces 
équations,  je  dis  qu'en  prenant  fl=XA'A*,  etc.,  la  formule  x  =  6" 
sera  la  solution  complète  de  l'équation  proposée.  C'est  uu  moyen  qu'on 
pourra  mettre  en  usage  ,  lorsqu'on  n'aura  pas  rencontré  tout  d'un  coup, 
par  la  formule  jc=«j/,  le  nombre  8  propre  à  donner  toutes  les  so- 
lutions. 

Exemple  I. 

(338)  On  demande  les  sept  valeurs  que  doit  avoir  x  dans  l'équation 
x1  —  1  =0^(379)? 

Puisque  379 —  1  =7.54,  on  aura  x  =  us*,  u  étant  un  nombre  quel- 
conque non-divisible  par  379.  Soit  «  =  a,  on  aura,  en  rejetant  suc- 
cessivement les  multiples  de  379,  «'=64,  u'»  =  —  73 ,  u»*=a5, 
««•=150,  tt5*  =  ia5.  Donc  x=ia5,  et  comme  l'exposant  7  est  un 
nombre  premier,  toutes  les  valeurs  de  x  seront  comprises  dans  la  for- 
mule x=  125",  laquelle  donne  les  sept  nombres  suivans  1,  ia5,  86, 
i58,  — 184,  119,  94«  L*  moindre  valeur  de  x  {étant  80,  on  voit  qu'il 
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aurait  été  fort  long  de  chercher  les  valeurs  de  .r  par  le  tâtonnement, 
en  faisant  successivement  x  =  :£  i ,  =£:*,  ±3,  etc. 

Exemple  II. 

•i  i'  •  «•,.  .  '  :,.  ) 

(339)  Étant  propose'e  lequation  xSJ —  1  =  0^(379),  on  peut,  d'après 
le  n°  337,  résoudre  les  équations  x» — 1=0^(379),  x' — 1=0^(379). 
Celles-ci  ayant  pour  solutions  complètes  x=i8o",  jc=  i 25"',  on  en 
conclura  celle  de  la  proposée  x  =  (180.  i25)"=  139";  et  comme  le 
quarré  de  13g,  divisé  par  379,  laisse  le  reste  — 8,  on  a  plus  simple- 
ment x=( —  8)". 

La  même  équation  aurait  donné  immédiatement ,  par  la  première 
partie  du  théorème  H,  x=«*.  Soit  u=2,  on  aura  x  =  6/t;  et  comme 
les  diviseurs  premiers  de  n=63  sont  3  et  7,  il  faut  voir  si  64"  et  64* 
«e  donneront  pas  le  reste  -f-i .  Or  on  trouve  que  ces  puissances  ne  donnent 
pas  le  reste  -f-i  ;  donc  64"  eût  été  encore  la  solution  complète  de  la 
même  équation. 

(340)  Théokeme  III.  »  Étant  proposée  l'équation  x*"  -f- 1  =  oK (a)  , 
»  dans  laquelle  a  est  premier  et  4«  diviseur  de  a — 1 ,  on  résoudra  l'é- 
»  quation  x4" — 1  =  o#(a)  qui  sera  toujours  possible.  Soit  x  =  8"1  la 
»  solution  complète  de  celle-ci,  je  dis  que  la  solution  complète  de  la 
«  proposée  sera  x=fl""**',  i  étant  un  nombre  quelconque.  » 

'  Car  0"  étant  une  valeur  quelconque  de  x  dans  l'équation  x4" — i=o#(a), 
fl*™  sera  aussi  une  valeur  quelconque  dex  dans  l'équation  x*" — i—oit  (a). 
Restent  donc  les  puissances  impaires  de  0  pour  résoudre  l'équation 
x"-f-i  =oiC(a). 

Exemple. 

(340  Soit  proposée  l'équation  x,sH-i  =  c*£  (453),  qui  est  résoluble, 
parce  que  4^5 — 1  divisé  par  36,  donne  le  nombre  pair  12. 

Je  me  servirai  pour  cela  de  l'équation  x"  —  1  =  c#(453),  qui  donne 
je— ««.  Soit  u  =  5,  on  aura  us  ou  x=37-  Cette  valeur  étant  nommée  0, 
on  a  9"= — 1 ,  (H=  198;  donc  suivant  les  parties  2""*  et  3'"#  du  théo- 
rème II,  6"  est  la  solution  complète  de  l'équation  x?* — i  =  cX(/lZS)  t 
et  par  conséquent  fl,'",",  est  celle  de  la  proposée  x,:+i  =o#(453).  Voici 
les  trente-six  solutions  qui  en  résultent. 

x  =  37*'-+-'  =±  37  =fc8db  127  =fc  2o3  =fc  79  =fc  99  =b  2  =fc  140  =b  i5q 
zfc  128  dfc  1 33  db  21G  =fc  35  =fc  148  =fc  33  ±  75  ±  5/f  ±117. 

45 
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Les  mêmes  valeurs  seraient  renfermées  plus  simplement  dans  la  formule 

(543)  TuioniHE  IV.  «  Étant  proposée  l'équation  x* — b—cM(a),  dans 
ji  laquelle  ^==fci,  m  étant  diviseur  de  °~  1 , 

n  i\  Si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux ,  et  qu'on  cherche  les  nombres 
y>  positifs  ne  et  <?  tels  que  tn —  0m=  1 ,  je  dis  qu'on  aura  x=b*yt 
n  y  étant  une  racine  quelconque  de  1  équation  y" — (d=i)*=c#C(a); 

a  a0.  Si  m  et  n  ont  un  commun  diviseur  a>;  soit  n=m'u  et  itii — ?m=i, 
»  on  aura  x  =  b  y  y  ou  je" —  bwj~=<Jt(a)i  y  étant  une  racine  qucl- 
»  conque  de  l'équation  y* — (=fc  i)*=©#(a).  » 

Car  en  faisant  dans  le  second  cas  x"  =■  b*y y  on  a  xn*  ou.... 

xn=  h  y  =  bl+fm(zhi)p  =  b.  Le  premier  cas  est  d'ailleurs  une 
suite  du  second. 

Ce  théorème  offre  déjà  an  grand  nombre  de  cas  où  Ton  peut  rap- 
peler immédiatement  l'équation  x*  —  b=cK(a)  a  la  forme  x'zk:\=cM(a). 

\\  indique  en  même  temps  une  infinité  d'autres  cas  où  1  équation  

x*  —  b  ==  c4t(a)  se  décompose  d'elle-même  en  un  nombre  n'  d'équa- 
tions de  degré  inférieur  x"  —  b*j  =  <*(*). 

E  X  E  M  P  L  X  I. 

(343)  Soit  l'équation  xs+49=ctf(2a3),  qui  est  résoluble  (Th.  I), 
parce  qu'on  a  ( — 49)74=i.  Les  nombres  3  et  74  étant  premiers  entre 
eux,  on  aura,  suivant  le  théorème  précédent,  x =  ( — 49)^= — 66/, 
y  étant  une  racine  de  l'équation/3 — 1  =e#(aa3). 

Remmvjues  que  si  on  eût  proposé  l'équation  x'-f  7=crt(a25),  H  eût 
été  facile  de  voir  qu'une  de  ses  racines  est  x=6.  Or  il  suit  de  là  que 
dans  l'équation  x3  -{-49  =  (223) ,  on  a  x= — 56.  En  effet,  les  trois 
racines  de  cette  dernière  sont  x  =  — 36,  — 66,  102.  ' 

En  général,  si  et  est  une  solution  de  l'équation  x*— k=zctt(à)f  **  en 
sera  une  de  l'équation  x*—bk  =  cH{a). 
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Exemple  Iï. 


(344)  Étant  proposée  l'équation  x6  -f-  20=c#  (61) ,  où  l'on  a  h= — 20, 
il  faut  d'abord,  pour  que  cette  équation  soit  possible  (n'  33/f) ,  qu'on 
ait,  en  négligeant  les  multiples  de  61,  A"  =  1.  Or  on  trouve  *»=— I, 
et  par  conséquent  b"  =  i;  donc  l'équation  est  possible.  Ensuite,  puisque 
les  cxposans  6  et  5  sont  premiers  entre  eux,  on  aura,  suivant  le  théo- 
rème, x= —  ao/,  et  j's-j-i  =  c#(Gi).  Or  l'équation  jr" — 1  =  ^(61) 
a  pour  solution  complète  j=  29*;  donc  x= —  ao.a9tH"*=3o.  i3".  Le* 
nombres  qui  en  résultent  sont  =fc=  7,  =fc  24,  db  3o. 

Exemple  III. 

(345)  Soit  l'équation  x"  — 5=c#(6oi),  on  trouve  1  ;  mais 
comme  10  et  6  ont  pour  commun  diviseur  a,  on  fera,  suivant  la  se-' 
conde  partie  du  théorème,  jf—by  et^* — i=dK(6oi).  Celle-ci  donne 
7=( — 169)1;  ainsi  l'équation  proposée  peut  se  décomposer  eu  cinq 
autres  du  second  degré,  qui  sont  : 

x» —  iao  =  0^(601) ,  x' — i54  =  o^(6oi),  x*-f- i83  =  c#(6oi), 
x*  —  276=^(601),     x*—  a34  =  o#(6oi). 

Mais  cette  décomposition  est  peu  avantageuse ,  car  il  suffit  d'avoir  une 
val  eur  -de  x  qu'on  multipliera  par4es  racines  de  l'équation  y"— •  1  =o#(6o  1  ); 
on  peut  donc  n'employer  qu'une  de  ces  équations ,  et  la  troisième,  qui 
est  la  même  que  x,-f-a8*  =  olt(6oi),  est  celle  d'où  l'on  tirera  le  plus 
aisément  une  valeur  de  x  (n°  i85). 

(346)  Théorème  V.  «  Soit  l'équation  à  résoudre  x" — £=c#f(«),  dans 
»  laquelle  b  =  1 ,  «  étant  diviseur  de  — - —  ;  soit  x=fl"  la  solution 
m  complète  de  l'équation  x""* — i=oK(a);  b  devant  être  un  des  nombres 
»  Ôn,  ô3",  B3". . .  fl(*-l)n,  je  suppose  b=lT:  cela  posé,  je  dis  que  la 
»  solution  complète  de  la  proposée  sera  x  =  ÔmJ~K*.  » 

En  effet  cette  valeur  de  x  donne  x"=5,  quelle  que  soit  m;  il  suffit 
donc  de  faire  voir  que  b  se  trouvera  toujours  parmi  les  nombres  9% 
etc.  Or  puisque  «•  est  k  solution  complète  de  l'équation  , 
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x"* —  i  =  tM(a)  ,  on  aura  6mn  pour  celle  de  l'équation  x* —  i  =c4f  (a)  ; 

et  puisque  b  =  i ,  il  est  clair  que  b  doit  être  un  des  nombres  repré- 
sentes pat  6*"". 

Cette  méthode  pour  résoudre  l'équation  x" —  b=oét(a)t  n'est  sujette 
à  aucune  exception;  mais  il  peut  être  plus  ou  moins  long  de  cher- 
cher b  dans  la  suite  ô",  6",  etc. ,  et  pour  qu'elle  réussisse  complète- 
ment, il  faut  que  le  nombre  a  ne  soit  pas  bien  grand.  Si  l'équation 

b  =i  résultait  de  l'équation  b*  = — i,  il  ne  faudrait  chercher  b  que 
dans  la  suite  8",  6M,  ô5"  etc. 

Exemple. 

(347)  Soit  l'équation  x'° —  5=o#(6oi),  déjà  traitée  (345),  mais  qui 
n'a  pu  se  décomposer  qu'en  facteurs  du  second  degré.  On  aura,  en  re- 
jetant les  multiples  de  601 ,  b—5,  b"  = — 1,  £"=1,  et  ainsi  a=ia. 
Maintenant  la  solution  complète  de  l'équation  x'" — i=c#(6oi),  trou- 
vée par  le  théorème  II ,  est  x=( — i/fO)m;  et  par  conséquent  celle  de 

l'équation  x"—  i=c*t  (601)  est  x=(— i4o)io/*  ou  1 20^  donc  b  doit 

être  compris  dans  la  formule  1  20M,  en  prenant  pour  ft  un  nombre  im- 
pair :  or  on  trouve  qu'il  faut  pour  cela  faire  /*=5.  Donc  la  solution 
complète  de  l'équation  proposée  sera  x=  ( — l4o)s"K,,",  ou  x=2  1 4  ■  (1 69)"*. 
Les  valeurs  qui  en  résultent  sont±2i4*  d=  106,  =fc  116,  ±229,  ±237. 

(348)  Ayant  trouvé  un  nombre  6  tel  que  6" — b  est  divisible  par  le 
nombre  premier  a ,  il  est  facile  de  trouver  une  valeur  de  x  telle  que  x" — b 

«oit  divisible  par  une  puissance  quelconque  a*  de  ce  nombre  premier. 
Pour  cela, soit  6*  —  b=s:Mat  si  l'on  fait  i°.  x=Q-+-Aaf  et  qu'on  déter- 
mine A  et  M'  par  l'équation  J/-f-«j— *A  =  aM't  il  est  clair  que  x*  —  b 
sera  divisible  par  a*. 

Si  on  fait  2*.  6/  =  8-f-^«,  x  =  ô'  A'a* ,  et  qu'on  détermine  A* 
et  M"  par  l'équation  Af'-f-nO'"- 'A'=z  a'M'}  la  quantité  x"  —  b  sera  di- 
visible par  a*. 

Si  on  fait  3°.  6'=G'-f-^'«',x=fl'4-^,  et  qu'on  détermine  A'  et 
M9  par  l'équation  A/'-K"- A"=aW,  le  binôme  x"  —  b  sera  divi- 
sible  par  a'. 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  a?  —  b  «oit  divisible  par  a*;  et  si 
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a.  n'était  pas  un  terme  de  la  suite  2,  4,  8,  16,  etc.  on  voit  aisément 
quel  changement  il' faudrait  apporter  à  la  dernière  des  équations  indé- 
terminées. Ainsi  si  on  avait  «=7  ,  au  lieu  de  la  troisième  équation 
ËT  +  dr—  A'=aSM\  on  prendrait  F  +  «0'-,i*=ûW,J  et  la  va- 
leur a==6'-|-^V  rendrait  x' — b  divisible  par  a. 

Nota.  Si  l'exposant  n  était  divisible  par  a,  il  pourrait  arriver  que  quel- 
qu'une des  équations  qui  servent  à  déterminer  A ,  A ',  A\  etc. ,  fût  im- 
possible; mais  alors  on  aurait  acquis  la  preuve  que  x*—~b  ne  peut  être 

divisible  par  a*. 

(549)  Maintenant  si  l'on  veut  que  x" — B  soit  divisible  par  un  nombre 

composé  quelconque  A=atb^  c*t  etc.  dont  «*,  £  t  e^t  etc.  sont  les  fac- 
teurs premiers,  élevés  à  des  puissances  quelconques;  il  faudra,  par  ce 
qui  précède ,  déterminer  les  nombres  A ,  u. ,  v ,  etc. ,  tels  que  les 
quantité» 

>.'-  B  [jl*  —  B  B 

I~>  "Te      >  y      '  elC- 

a  b  cr 

soient  des  entiers.  Ensuite  on  combinera  ensemble  les  équation» 

a::=:*-J-al3  =  /A-f-£Cz'  =  r-f-É'*-"  =  etc. 

Et  on  obtiendra  de  cette  manière  toutes  les  valeurs  de  x  moindres  que 
\A  ,  qui  rendent  jc*  —  B  divisible  par  A,  ou  qui  satisfont  en  général 
à  l'équation  x'  —  B  =  Ay. 

Si  on  avait  à  résoudre  l'équation  Cx* —  B=Aj,  on  pourra  sup- 
poser que  C  et  A  n'ont  point  de  commun  diviseur;  (car  s'ils  en  avaient 
un,  on  le  ferait  disparaître  par  la  division).  Soit  donc  Cfi.  —  At  =  1  , 
si  l'on  faity  =f*jr  —  »x",  l'équation  à  résoudre  deviendra  x" — 2fy*=.  1/9 
et  ainsi  sera  ramenée  au  cas  déjà  traité. 
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§  III.  Résolution  de  V équation  x* a  =  amy. 

(55o)  No  u  s  avons  déjà  vu  (n°  1 89)  qu'en  écartant  les  cas  les  plus 
simples  dans  lesquels  m  ne  surpasse  pas  2  ,  cette  équation  est  résoluble 
pour  toute  valeur  de  my  a  étant  de  la  forme  — 1  ±.Sx.  Voici  alors 
comment  on  peut  trouver  la  solution  générale  de  cette  équation. 
Considérons  d'abord  la  suite  connue 

(,  +         .  +  =•  + -  ^<+«c. 

et  observons  que  ses  coefficiens,  réduits  à  leur  plus  simple  expression, 
sont  r 

11      1      5      7     ai  33 
1  *  »•  â1'  2*  '      >  â*  >  â7»  »  a"'  '* 

de  sorte  que  leurs  dénominateurs  ne  sont  autre  chose  que  des  puis- 
sances de  2  dont  les  exposans  croissent  suivant  une  certaine  loi.  Pour 
rendre  raison  de  cette  propriété,  on  peut  faire 

(1  -f-  z)*=  \+Az  +  Bz?  +  Cz>  ■+■  etc.  ; 

puis  quarrant  les  deux  membres ,  on  aura  pour  déterminer  les  coeffi- 
ciens A,  B,  Cj  etc. ,  les  équations  : 

*B^  —  A* 
2C=—iAB 
•  aD  =  —  iAC  —  B% 
etc. 

D'où  l'on  voit  que  chaque  coefficient  se  détermine  à  l'aide  des  précé- 
dens ,  sans  introduire  aucun  dénominateur  autre  que  2.  Donc  tout 

coefficient  réduit  doit  être  de  la  forme  ^j-,  M  étant  un  entier. 
(35 1)  Mais  pour  appercevoir  encore  mieux  la  loi  de  ces 
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et  déterminer  en  même  temps  l'exposant  de  la  puissance  de  a  qui  leur 
sert  de  dénominateur,  prenons  l'expression  générale  du  coefficient  de  a", 
laquelle  est 

jy==,.i.5.5....(an—5)> 
a.^.b.8. . . .  an 

Tous  les  termes  du  dénominateur  de  cette  quantité  étant  pairs,  si  on 
multiplie  de  part  et  d'autre  par  a",  on  aura 

uKr     1.1.3.5  (an  —  3) 

i . a .0.4 ■ • • •  n 

Multipliant  encore  les  deux  membres  par  a.  4. 6...  (an  —  4),  le  pro- 
duit sera 

^(M.6...«-4)=f£§^--2. 


11  est  visible  que  le  second  membre  se  réduit  à  n-f-  1  .»4-a. .  .a» —  5  , 
et  le  premier  à  a*—*N(i  .a. 3. . . .  n — a);  donc  on  a 


aM-.7V_ b+i.b  +  8  ..ar.~3 
3      iV—    i.».3  n-a* 

Multipliant  successivement  les  deux  membres  par  n  et  par  an  —  a, 
on  aura 

a— niV  =  -^fl"t.a..n-73> 

Or  ces  deux  quantités  doivent  être  des  nombres  entiers,  puisqu'on  sait 
en  général,  par  la  formule  du  binôme,  que  la  quantité 

g.c-f»i.c-fa...c-f-m —  1 

1  .  a  .  3 . . . .  m 

est  un  nombre  entier.  Donc  faisant  2""nN=E  et  (un— 3)2*"— N=E', 
on  aura 

,T        flg  — 

d'où  l'on  voit  que  le  coefficient  iV  du  terme  JVV  ne  peut  avoir  pour 
dénominateur  que  la  puissance  a"—'  ou  une  puissance  inférieure  de  a, 
lorsque  E*  sera  pair. 

Pour  déterminer  dans  tous  les  cas  ce  dénominateur,  il  faut  recourir 
à  la  première  formule, 

«       1  ■  1 .5.5. .  .(n— 3) 

""""3.4.6.8...     an  9 
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et  on  roit  que  dans  la  valeur  réduite  de  N  le  dénominateur  ne  sera 
autre  chose  que  la  plus  grande  puissance  de  a  qui  divise,  le  produit 
2.4.O. .  .an,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  produit  1 . 2. 3. . . 2/1.  Or 
ou  a  donné  ci-dessus,  (  Introd.  n°  XV1I1)  l'expression  générale  de  cette 

puissance,  laquelle  est  aan  r,  v  étant  le  nombre  des  termes  .... 
2*     2  _|_  2*  _f_  etc.  dont  la  somme  forme  le  nombre  an. 

(35a)  Pour  revenir  à  la  résolution  de  l'équation  x*-f-û=a"^',  lors- 
qu'on (ait  a  =  —  i=p8*,  supposons  qu'on  développe  |/(i=fc8«)  en 
série,  de  la  même  manière  que  \/{i-^rz)J  ce  qui  donnera 

Un  terme  quelconque  de  cette  suite  peut  être  représenté  par  N.  suamt 
et  comme  N  est  une  fraction  qui  a  pour  dénominateur  2  élevé  à  la 
puissance  an  —  1  au  plus,  il  est  clair  que  tous  les  termes  de  cette  suite 
se  réduiront  à  des  entiers  divisibles  par  des  puissances  de  a  de  plus 
en  plus  élevées. 

Imaginons  maintenant  '  qu'on  ne  prolonge  cette  suite  que  jusqu'aux 
termes  exclusivement  qui  sont  divisibles  par  a*— ,  et  dans  celte  hy- 
pothèse faisons 

6  =  1  =h  - .  a'a  —  l—. .  2V  ±        .  a»**  — .  a  '  •««  =fc  e te. 
a  a. 4  3.4.6  3.4.6.0 

La  quantité  Ô*-J-a  ou  6* — (1  =±=8a)  ne  pourra  être  composée  que  de 
termes  divisibles  par  a";  donc  en  faisant  x  =  9,  ou  satisfera  à  l'équa- 
tion x,-j-a=z2mj:  Donc  la  solution  générale  de  cette  équation  est 

x  =  2— 'x'±  fi. 

Par  exemple,  pour  résoudre  l'équation  x*-f-i5=2'y,  on  fera  ±0=2, 
c'est-à-dire  que  prenant  le  signe  inférieur  on  fera  az=2,  et  prolongeant 
la  suite  jusqu'aux  termes  divisibles  par  2»  exclusivement,  on  aura 

fl=  I  —  i.2<  —  1.2»  —  i.a'»=  I  —  2J  —  2i—3.2». 


Le  terme — 3.2»  se  réduit,  par  la  même  omission,  à  —a1  ou  a9 — a'=a'; 
donc  on  a  6  =  1 — 8  —  324-256=217,  et  en  général  x=5i2x'±a  17. 
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§  IV.  Méthode  pour  trouver  le  diviseur  quadratique  qui  renferme 
le  produit  de  plusieurs  diviseurs  quadratiques  donnés. 

s  •    .-    ,  ■»  » 

(353)  Problème  I.  «  Bjtaxt  donnes  deux  diviseurs  quadratiques  A,  A', 
»  d'une  même  formule  /•  au1,  trouver  le  diviseur  quadratique  qui 
»  renferme  leur  produit  AA'.  m 

Nous  distinguerons  deux  cas,  selon  que  les  diviseurs  proposés  sont 
de  la  forme  ordinaire  pyx-\-ïqyz+rz%  ou  de  la  forme  pj% -\- qjz  ~\-rz% , 
dont  les  coefficiens  sont  impairs. 

Premier  cas.  Soit  A  =  pj* -j-  iqyz -f- rzx  et  A'=p'y%-\-2(/yz'  -f-  rV', 
nous  supposerons  que  les  coefficiens  p  et  p'  sont  premiers  entre  eux , 
ou  que  du  moins  ils  ont  été  rendus  tels  par  une  préparation  conve- 
nable. Cela  posé,  si  l'on  fait  py  -\-qz=.x,  p'f  +  q'z' '  =  jc' ',  on  aura 
#A  =x*-+-  az%,  /»'A'=jc'*  -r-as",  donc 

/y/AA'  =  (xx'±azzj  -f-  a  {xz'  qp  x'z)\ 

.  > 

Mais  puisqu'on  veut  que  le  produit  AA'  soit  contenu  dans  un  diviseur 
quadratique  de  la  formule  t*  -f- au* }  puisque  d'ailleurs  ce  produit , 
considéré  en  général,  doit  contenir  le  produit  particulier />/>',  on  pourra 
supposer  AA'  =pp'îr*-\-  2<pVZ  -Î-^Z*  et  pp'*\,—.<p*  =  a,  ce  qui 
donnera 

pp'AA'=z  (pp'V  +  <pZy  +  aZ\ 

Comparant  cette  valeur  à  la  précédente,  on  aura 

pp'  l'-f-  <pZ  =  xjc  ±  azz' 
Z  —  xz'  —fz  x'z. 

Mettant  au  lieu  de  a  sa  valeur  pp' -\>  —  <p",  la  première  de  ces  deux  équa- 
tions donnera 

pp'Y  —  (x=fc  <pz)  (x'  —  <pz')  zkpp'-^zz'; 

et  en  substituant  de  nouveau  à  la  place  de  x  et  x'  leurs  valeurs 
PJ-\-qz  et  p'f+q'z'f  on  aura,  après  avoir  divisé  par  pp', 

V=(f+^z)(f+(tf!z)±tzz'. 

46 
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Cette  quantité  doit  être  un  nombre  entier;  indépendamment  de  toutes 
valeurs  de  z  et  de  z'f  il  faut  donc  que  et  soient  des  entiers. 
Soit  en  conséquence 

<p  =  pn^zq=p'ri +4 ;  (a) 

on  pourra  toujours  déterminer  n  et  ri  par  l'équation  pn-^q—p'ri 
puisque  p  et  p'  sont  premiers  entre  eux;  on  aura  ainsi  la  valeur  dep, 

laquelle  donnera  un  nombre  entier  pour  ^  =  ^-i^.  Car  avant.... 

Ç=/7«=pi7,  et  qt-\-az=.pry  il  s'ensuit  que  <p*  4- «  est  divisible  par/»; 
ayant  de  même  <p=p'ri  +  q'  et  o'»H-fl  =  ^V,  il  s'ensuit  que  <p»-f-«  est 
divisible  par  p'  ;  donc  puisque  p  et  p'  sont  premiers  entre  eux,  il  fau- 
dra que  <p*  4-  a  soit  divisible  par  pp'. 

Les  nombres  »,  ^  étant  déterminés  comme  on  vient  de  le 

dire,  si  l'on  fait 

r==(/±  nz)  (/  —  riz')  ±  ^aa' 

Z  =  xz'  =p  x'z  =      4-  qz)  z'  =p  (///  +  q'z)  z  , 

on  aura  le  produit  cherché 

A  A' F»  4-  2<p  YZ  4-  4Z1  ; 

de  sorte  que  ce  produit  sera  contenu  dans  un  nouveau  diviseur  qua- 
dratique de  la  même  formule  L*  4- 

(354)  On  doit  remarquer,  à  cause  de  l'ambiguïté  du  signe  rfc  dans 
l'équation  (a),  que  le  problème  considéré  en  général  a  deux  solutions. 
Mais  il  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux.  Eu  effet ,  on  peut  supposer  les 
nombres  p  et  p'  premiers  l'un  et  l'autre  ;  et  le  diviseur  quadratique  , 

quel  qu'il  soit,  qui  renferme  AA',  sera  toujours  de  la  forme  

pp'y*  -f-  2pjrz  4-4'2%  où  l'on  a  <p'4-0=/>/>'4'  M*'5  lorsque  les  nombres 
p  et  p'  sont  premiers,  il  n'y  a  que  deux  valeurs  de  p  moindres  que 
\pp'y  qui  rendent  p*4-«  divisible  par  pp '.  Donc  il  n'y  a  au  plus  que 
deux  diviseurs  quadratiques  différens  qui  renferment  le  produit  AA'.  Je 
dis  au  plus  j  parce  que  dans  quelques  cas  particuliers,  les  deux  divi- 
seurs quadratiques  réduits  à  l'expression  la  plus  simple ,  pourront  coïn- 
cider en  un  seul,  lequel  contiendrait  A  A'  dans  deux  combinaisons  dif- 
férentes. Cela  doit  arriver,  ainsi  qu'on  en  verra  un  exemple,  lorsque 
la  formule  i»4-aa»  ne  contient  qu'un  seul  diviseur  quadratique  cor- 
respondant aux  formes  linéaires  dans  lesquelles  pp'  est  compris. 
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(355)  Second  cas.  Si  le  nombre  a  est  de  forme  8/î-f-  3,  et  qu'en  con- 
séquence le  diviseur  quadratique  A,  qu'on  supposera  impair,  soit  de  la 
forme /^•-f-^yz-f-rz*,  dans  laquelle  les  coefficiens  p,  q,  r  sont  im- 
pairs, et  où  l'on  a  4pr — q*  =  a,  on  pourra  encore  faire  usage  de  l'a- 
nalyse précédente,  pour  avoir  le  produit  A  A'.  En  effet,  comme  on  a 
a  A  =s  ipj%  -f-  nqjrz  -+-  ars%  aA'  =  np'f*  *q'/d  -f-  arV1,  il  suffira  de 
mettre  dans  les  formules  trouvées  ap  et  ar  à  la  place  de  p  et  r.  On 
aura  donc,  pour  déterminer  n  et  n,  l'équation 

pn-p'n'^M^q);  (b) 

d'où  on  déduira  les  valeurs  de  <p  et  ■>[/,  savoir  Q—zpnzipq,  ^=  -  *^a. 

Faisant  ensuite  Y  ■=.  (jdz  nz)  (y  —  n'z^dz^zz',  Z>~{*Pf+  7S) 
=F         +  ?'3>  >  011  aura 

4  a  a' = 4^»'  r»  -f.  a?  rz  -f-  >},z\ 

I 

Or  on  voit  que  Z  étant  toujours  pair ,  on  peut  mettre  aZ  à  la  place 
de  Z ,  et  alors  si  l'on  fait  de  nouveau 

Z  ^pfz'qpp'/z-h  i  (q  =pq')  *z\ 
le  produit  cherché  sera 

Exemple  I. 

é 

(356)  Soient  proposées  les  deux  formules  A  iojs-f-213% 
=  -\-z/z'-\-Zaz'*t  lesquelles  représentent  deux  diviseurs  qua- 
dratiques de  la  formule  t%-\-  369a*.  Pour  avoir  le  produit  A  A'  exprimé 
par  une  formule  de  même  nature,  j'observe  que  les  coefficieiis  14  et 
9  étant  premiers  entre  eux ,  on  peut ,  sans  aucune  préparation ,  appli- 
quer à  cet  exemple  les  formules  du  n°  353.  Faisant  donc  p  =  14,  7=5, 
p'  =  9 ,  q'—Xy  on  aura  l'équation  1 4«  =F  5  =  911'  -j- 1 ,  laquelle  donne 
deux  résultats  différens,  selon  qu'on  prend  le  signe  supérieur  ou  l'in- 
férieur. 

i*.  Avec  le  signe  supérieur  ;  on  aura  n=3,  «'=4,  "|=l3# 
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de  sorte  qu'en  faisant 

Z  =  l4jz'-9/z+/i2z', 

le  produit  cherché  sera 

AA'  =  126  F*  +  74FZ  +  i3Z\ 

a*.  Avec  l'autre  signe,  on  trouve  /ï=i,n'=2,  0  =  19,  -v|/  =  5; 
donc  en  faisant 

le  même  produit  sera  de  nouveau 

a  a' = 1 26 1  -+- 38  rz  -f-  5Z\ 

Maintenant,  pour  réduire  ces  produits  à  l'expression  la  plus  simple,  il 
faut  faire ,  dans  le  premier  cas  ,  Z  =  U  —  2  Y,  et  dans  le  second  , 
Zz=.U — ^Y ,  ce  qui  donnera  finalement  ces  deux  résultats  :  * 

C    U=  27/  +  Gj  z'  —  3jz  -f-  6zi' 

(0  ?    r=.;7'-h3/S~4j-'  +  ^' 
(AA'=  i3£/*4-22^rH-3or!. 

f    ^=4j/-h5/3H-G/S'— 65s' 

(*)<  ^ —yf  fz  —  vz'  — 3sa' 

(  AA' sas  5U>  —  2UY  +  54Y\ 

Exemple  IX 

(35?)  Soient  proposés  les  diviseurs  A         -4-/3  + 4iaâ, ...... , 

A'=y,+y3/4-4is'%  tous  deux  appartenans  à  la  formule  t*  -f-i63«». 
Pour  avoir  leur  produit  exprimé  d'une  manière  semblable ,  on  suivra 
les  formules  du  n°  555 ,  lesquelles  donneront  les  deux  résultats  que 
voici  : 

(AÏ=Y>+YZ  +  4iZ*. 

<   Y—yY— 41 33' 

(a)  1    Z=jJ+/z  +  z* 
(àà'=Y*+YZ  +  4iZ\ 
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Dans  les  deux  cas,  le  produit  est  de  même  forme  que  les  deux  facteurs'; 
et  eu  effet  il  ne  peut  être  de  forme  différente,  puisque  la  formule 
**+  iGSu1  n'est  susceptible  que  d'un  seul  diviseur  quadratique. 

(358)  Problème  II.  «  Trouver  le  produit  de  deux  diviseurs  quadra- 
»  tiques  semblables  A=/y  '-r-a-y  A'^p/'  +  iq/z+rst*.  » 

Ou  pourrait,  par  une  transformation,  réduire  ce  problème  au  pré- 
cédent; mais  il  est  plus  simple  de  procéder  à  la  résolution  directe  de 
la  manière  suivante  :  / 

Soit  pj  -h  qz=x  ,  p/     qz'  =  x'y  on  aura 

A  A>»  =  (x>     az>)  (x"  H-  az*)  =  (xx'±l  azs')'     «(xs'qp  jc's)\ 

Si  dans  les  signes  ambigus  du  second  membre  on  preud  le  signe  infé- 
rieur ,  et  qu'on  remette  les  valeurs  de  x  et  x'  ainsi  que  celle  de  a, 
on  aura  xx'-\^zz'=^y/-^p(](jz'+/z)-\-przz  }  et  xz — x'z=p{jz' — j'z)  ; 
d'où  l'on  tire ,  après  avoir  divisé  par  />% 

À  A'  =  {pyf  +  qyz'  +  qfz  +  rzzj  +  a(jz'  —/*)*.  • 

C'est  la  première  valeur  du  produit  A  A'  laquelle  est  de  la  forme  j*-fwtt*. 

Pour  avoir  une  seconde  valeur  de  ce  produit,  supposons  

=  p*Y*-)- 2$VZ -\-  -\>Z\  et  à  l'ordinaire  p*-\>  —  =  a;  nous  au- 
rons AA'/>*  =  (p*Y-{-$Z)%  -f-  aZ%  ;  de  sorte  qu'en  comparant  cette  va- 
leur à  la  première,  on  aura 

Z  —  xz'  zyi  x's 
plY  -\-<$Z  =.  xx  =b  azz't 

substituant  dans  la  dernière  équation  la  valeur  de  a,  ainsi  que  celle» 
de  x,  x't  et  Z,  on  en  tire 

Donc  pour  que  Y  soit  entier,  indépendamment  de  toute  valeur  parti- 
culière de  2  et  z',  il  faut  que  ^       et   soient  des  entiers:  de  là 

P  P 

on  voit  que  dans  les  signes  ambigus  on  doit  prendre  seulement  le  signe 
inférieur  ;  c'est  pourquoi  faisant  $=(j-j-pni  on  aura 

*  *      "     Y=(j  —  nz)  (/  —  nz')  —  ^zzf 

Z=p  (jrz.'  -f-/*)  -f-  3?SZ'. 
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Mais  il  reste  à  déterminer  n  de  manière  que  -l  soit  un  entier  :  or  on  s 
4=^- g^£^±g£  =  L^22  +  Donc  si  l'on  cherche  les 
plus  petites  valeurs  de  m  et  n  qui  satisfont  à  1  équation 

r = pm —  aqn, 

toutes  les  conditions  seront  remplies  ;  on  aura  <p=q-\-pnt  4-=m-f-/»% 
et  le  produit  demandé  sera  dans  sa  seconde  forme, 

A  A'  =  p*  Y  •  +  3<p  YZ  -f- 

(359)  L'équation  r=/?m  — a?n,  dans  laquelle  ro  et  n  sont  des  in- 
déterminées ,  sera  toujours  résoluble  tant  que  p  et  iq  seront  premiers 
entre  eux;  elle  le  serait  encore,  si  p  et  iq  ayant  un  commun  diviseur  8, 
p  était  aussi  divisible  par  B.  Ce  cas  cependant  importe  peu  à  considérer, 
ou  même  doit  être  entièrement  écarté,  parce  qu'alors  la  formule 
py%  H-  a^a  -f-  rz*  ne  pourrait  représenter  que  des  nombres  divisibles 
par  fi. 

Enfin  il  peut  arriver  que  p  et  q  aient  un  commun  diviseur  9 ,  lequel 
ne  soit  pas  commun  avec  r,  alors  l'équation  r=  pnt—-aqn  serait  impos- 
sible. C'est  ce  qui  aura  lieu  dans  les  deux  cas  ci-après. 

x*.  Si  a  est  divisible  par  B  et  non  par  8*,  car  alors  p  divise  bien  /'-H*"\ 
mais  p*  ne  peut  diviser  cette  formule  qu'en  supposant  que  /  et  u  ne 
sont  pas  premiers  entre  eux. 

a'.  Si  8  étant  diviseur  commun  de  p  et  q,  les  nombres  p  et  a  sont 
divisibles  par  fl*;  car  alors  l'équation  pr  —  q*  =  a  pourrait  avoir  lieu  , 
sans  que  r  fût  divisible  par  8.  Dans  ce  cas,  une  simple  transformation 
du  diviseur  py%  -f-  a^z-j-z-a*  préviendrait  la  difficulté;  ou  bien,  comme 
ce  diviseur  est  alors  de  la  forme  p'By%-\-  ay'Ôfz-f-rs1,  tandis  que  la  for- 
mule qu'il  divise  est  *»-f-</8*u*,  on  peut  mettre  y  à  la  place  de  By ,  et 
u  à  la  pince  de  8a,  et  on  aura  jfy*-)-iq'y2r±-rz%  pour  diviseur  de  r-\-du*. 
Or  dans  cette  dernière  forme,  il  n'y  a  plus  lieu  à  difficulté. 

(360)  Si  le  nombre  a  est  de  forme  8n  «4-  3 ,  et  qu'en  conséquence  les 
diviseurs  quadratiques  proposés  soient  A  =  py*  -+-  aqyz  -f-  rz* ,  

—py%-\-qf£-\-r^x9  on  trouvera  par  une  analyse  semblable  à  la  pr&« 
cédcnle,  deux  formes  du  produit  A  A'.  La  première  qui  se  présente  im- 
médiatement est 

aa'=  r*+  YZ  -K(«-r-i)2', 
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spù  l'on  aura 

Pour  avoir  la  seconde  forme,  il  faut  chercher  les  moindres  valeurs  de 
m  et  n  qui  satisfont  à  1  équation 

r=pm  —  qn. 

Faisant  ensuite  les  constantes  <p  =  y-f-a^«,  ^  =  m+n%  et  les  indé- 
terra  wces 

V=  (j—nz)  (/—  n-J)  —  ,|** 

z=/>(.r*' i 

on  aura 

A  A' =/?*JK*  H-  <pFZ  -f- ^Z'. 

(56i)  11  est  manifeste  que  le  problème  général  qu'on  vient  de  ré- 
soudre comprend ,  comme  cas  particulier ,  celui  où  il  s'agit  de  trouver 
le  quarré  d'un  diviseur  quadratique  donné.  Mais  alors  le  produit  n'est 
susceptible  que  d'une  seule  forme;  car  ayant  yz'— y'z  =  o,  la  première 
valeur  de  AA'  n'est  pas  de  la  forme  d'un  diviseur  quadratique. 

En  général ,  puisqu'on  peut  exprimer  le  produit  de  deux  diviseurs 
quadratiques  donnés,  égaux  ou  inégaux,  par  une  formule  de  la  même 
espèce ,  laquelle  est  aussi  un  diviseur  quadratique ,  il  s'ensnit  qu'on  pourra 
toujours  trouver  un  diviseur  quadratique  égal  au  produit  de  plusieurs 
diviseurs  quadratiques  donnés. 

Et  si  on  s'occupe  seulement  de  la  forme  des  produits ,  sans  s'inquié- 
ter de  la  valeur  des  indéterminées  qui  y  sont  contenues,  le  problème 
devient  beaucoup  plus  simple,  puisqu'il  suffit  d'opérer  sur  les  cocfli- 
ciens,  lesquels  n'offrent  qu'un  nombre  de  combinaisons  limité. 

Ayant  donc  désigné,  par  exemple,  par  Ay  B,  C,  Z>,  etc.,  les 
différens  diviseurs  quadratiques  qui  conviennent  à  une  formule  donnée 
t%-\-au*y  on  cherchera,  par  les  principes  précédens,  quelles  doivent 
être  les  formes  des  différens  produits  deux  à  deux  AA,  ABtACyBBy  etc. 
Si  l'on  trouve  que  le  produit  AB  peut  être  à-la-fois  de  la  forme  C  et 

de  la  forme  Z?,  on  écrira  AB~  j^,  et  ainsi  des  autres.  Or  on  con- 
çoit que  les  produits  deux  à  deux  étant  trouvés,  on  en  déduira  aisé- 
ment les  produits  trois  à  trois,  quatre  à  quatre,  etc.;  de  sorte  qu'on 
connaîtra  en  général  les  diverses  formes  du  produit  qui  résulte  de  tant 
de  diviseurs  quadratiques  qu'on  voudra. 
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Dans  celte  notation,  il  convient  de  distinguer  BB  de  2?*;  l'exprès^ 
siou  BB  désigne  le  produit  de  deux  diviseurs  quadratiques  semblables 
à  /?,  mais  dont  les  indéterminées  sont  différentes;  l'expression  Bx  dé- 
signe le  quarré  du  diviseur  B,  et  suppose  par  conséquent  que  les  deux 
facteurs  B  et  B  sont  identiques,  tant  dans  les  coefficiens  que  dans  les 
indéterminées;  cette  circonstance  apporte  une  modification  au  résul- 
tat ,  car  nous  venons  de  voir  que  B*  n'est  susceptible  que  d'une  forme , 
tandis  que  BB  eu  a  toujours  deux.  Une  pareille  différence  se  fera  sentir 
dans  les  expressions  BBB,  BxBy  B\  et  autres  semblables  :  il  est  donc  né- 
cessaire de  chercher  à  quelle  forme  doit  répondre  une  puissance  quel- 
conque d'un  diviseur  quadratique  donné.  C'est  l'objet  du  problème 
suivant. 

(56s)  Problème  III.  «  Étant  donné  un  diviseur  quadratique  A  de  la 
-»  formule  t%-+-aif3  trouver  le  diviseur  quadratique  de  la  même  for- 
»  mule ,  par  lequel  la  puissance  A"  puisse  être  exprimée.  » 

Premier  cas.  Soit  le  diviseur  donné  Az=pj%  +  ay/s-f-rz*,  et  sup- 
posons ,  pour  éviter  toute  difficulté ,  que  ce  diviseur  a  été  préparé  de 
manière  que  le  coefficient  p  est  un  nombre  premier  non  diviseur  de  a. 

On  peut  d'abord  démontrer  qu'il  n'existe  qu'un  seul  diviseur  qua- 
dratique dans  lequel  A"  puisse  être  contenu.  En  effet,  quel  que  soit  le 
diviseur  quadratique  qui  contient  A",  il  devra  contenir  p'.  Or  on  a  déjà 
prouvé  (n*  a3a)  que  p  étant  un  nombre  premier,  la  puissance  p"  ne 
peut  appartenir  qu'à  un  seul  diviseur  quadratique.  Donc  il  n'y  a  aussi 
-  qu'un  seul  diviseur  quadratique  qui  puisse  contenir  A". 

Cela  posé,  puisqu'on  a  yr>/-=y'-f- a ,  si  l'on  fait  en  général  

(^4- y/Z^y^F+Gy/—  a,         y/ — a)"=F — G  \Z—a,  on  aura 
(y»-f-a)«  ou  p"r*=Ft-{-aG\  Or  je  dis  que  G  et  p  sont  premiers 
'entre  eux,  car  si  G  était  divisible  par  pt  F  le  serait  aussi  d'après  la  dernière 
équation.  Mais  on  a 

F.      n.n  —  1    ._,     .   n.n  —  i.n — a.n  — 3        -  . 
 —r  '«  +  TOI  .7"^ -etc., 

et  si  on  néglige  les  multiples  de  p ,  on  aura 

•—t.  «  *w  (■         '—  :;;i---g+«c.)=*-y. 

Donc  q,  et  par  conséquent  a,  serait  divisible  par  p,  ce  qui  est  contre 
la  supposition. 
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Pais  donc  qne  G  et  p  sont  premiers  entre  eux,  on  pourra  faire. ... 
F  =  $G-+-p'fl ,  <p  et  H  étant  des  indéterminées,  et  en  substituant, 
cette  valeur  dans  l'équation  p*r*=.  F*-\-aG* ,  on  en  conclura  que 
est  divisible  par  p',  et  qu'ainsi  on  peut  faire  ç*-f-a  =  ^vL. 

Ayant  déterminé  de  cette  manière  les  quantités  <p  et  4»,  on  aura  le 
diviseur  quadratique  p'Y*  -f-  arpFZ  -f-^Z*,  lequel  appartient  à  la  for-; 
mule  /*  -f-  au",  puisqu'on  a  p*\  — <p 1  :=  a.  Ce  diviseur  est  celui  qui  con- 
tient généralement  la  puissance  A",  puisqu'il  contient  le  nombre  p";, 
mais  il  faut  voir  comment  on  déterminera  Y  et  Z  en  fonctions  àcjr  et  z.  j 

Soit  donc  &*=p'Y%-\-i$YZ-\-\,Z%  ou  A"/?"  =  (/»"K-f-^Z),4-  «Z* 
on  a  d'ailleurs  Ap=z(py  -\-qzy~\-  az*;  donc  si  l'on  fait  /y- -j- </z  =  x  , 
^•r+^Z=  X,  on  aura  AT'  +  aZ*  =  (x»+as»)\  Or  on  satisfait  géné-, 
ralcment  à  cette  équation,  en  prenant  AT -f-Zv/ — az=.(x-\-z\/—  a)"t 
d'où  l'on  tire 

X=  x»  -  ±Z=±,r->af+  "•"-'■"T;"-3  *-W  -  etc. 
i.a  1  i.a.3.4 

• 

La  valeur  de  Z  est  déjà  exprimée  par  une  fonction  entière  de  x  et 

de  z ,  ou  par  une  de  y  et  de  z;  quant  à  Y,  on  a  K= — — — :  or, 

Xt  —  ÇtZ'  =  Xt  +  aZt—p'4,Z'  =  pm(&m—lZt),  donc  il  faut  que.... 
X*  —  tp'Z*  soit  divisible  par  p'.  Mais  on  voit  par  l'équation  pvj< — <p*=a 
que  <p  ne  peut  être  divisible  par  p ,  puisqu'alors  a  serait  divisible  aussi 
par  p ,  contre  la  supposition.  On  ne  peut  supposer  non  plus  que  Z  ; 
soit  divisible  indéfiniment  par  py  car  alors  X  serait  aussi  divisible  par/7, 
ainsi  que  x*-+-az*j  donc  en  omettant  les  multiples  de  />,  on  aurait' 
<ïz*=  —  x*,  valeur  qui  étant  substituée  dans  celle  de  X,  donne 

donc  il  faudrait  que  p  divisât  x,  et  par  suite  z,  ce  qui  ne  peut  avoir' 
lieu,  puisque  y  et  z  sont  des  indéterminées  à  volonté.  J 
Puisque  la  quantité  X%  —  <p%Z%  est  divisible  par  p*,  et  que  ses  deux 
facteurs  X-f-<pZ,  X — <pZ,  ne  peuvent  avoir/?  pour  commun  diviseur, 
il  s'ensuit  que  l'un  de  ses  facteurs  est  divisible  par  p*.  Et  comme  le 
signe  de  <p  est  arbitraire ,  on  pourra  supposer  que  X — ;  Z  représente  celui*, 
des  deux  facteurs  qui  est  divisible  par  pm.  Donc  la  valeur  de  Y  dévelop-; 
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pée  en  fonction  de  jt  et  z ,  sera  un  nombre  entier ,  quels  que  soient  jr 
et».  Donc  le  diviseur  quadratique  p^Y* -j- 2fYZ <\,Z*  ainsi  déter- 
miné, 6era  égal  à  la  puissance  n  du  diviseur  proposé  py%-\-zqjz-\-r&. 

(563)  Second  cas.  Soit  la  formule  donnée  A  —pj%-\-  qjrz  -f-rz%  où 
l'on  suppose  p,  q,  r  impair»  et  tyr — q*=za. 

On  préparera  encore,  s'il  est  nécessaire,  cette  formule  de  manière 
que  le  coefficient  p  soit  un  nombre  premier,  et  on  démontrerait  d'ail- 
leurs ,  comme  ci-dessus ,  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  diviseur  quadratique 
qui  puisse  contenir  la  puissance  demandée  A". 

Représentons  ce  diviseur  parla  formule  p"Y%-\-<pYZ-\-\Z%1  y  fau" 
dra  qu'on  ait  4/?"4  =  P*-r-a'  Or  comme  on  a  déjà  4/""  =  9*~hay  61  l'on 
fiait  ('-q~\~W—  a)'  —  kF+ï  G\/—  a,  les  nombres  FelG  seront  tou- 
jours entiers  (n*  57) ,  parce  que  a  étant  de  la  forme  8n  -j-  3 ,  — a  est  de  la 
forme  4«-f-i  :  on  aura  en  même  temps  (\q — \\/ — a)*=iir — \G  \/ — a, 

et  par  conséquent  ou  p't*~  ?  o.G%).  Or  on  prouverait, 

comme  ci-dessus,  que  F  e\.  G  sont  premiers  entre  eux,  ou  qu'ils  ont 
seulement  a  pour  commun  diviseur;  donc  on  pourra  faire  F=  1  G-\-*pmHy 
c'est-à-dire  qu'on  pourra  toujours  déterminer  le  nombre  impair  Q<p* 

tel  que  — -——  soit  un  entier.  Cette  valeur  de  F  étant  substituée  dans 
l'équation  ^p9i*— F*  -f-oG,)  on  en  conclura  que  -  doit  être  un 
entier  ;  et  comme  $'-f-a  est  de  la  forme  811 -+-4,  on  aura  en  même 
temps  égal  à  un  entier.  Soit  donc  <p*H-a=4/>\(,,  et  il  est  clair 

que  par  le  moyen  de  <p  et  on  aura  entièrement  déterminé  le  di- 
viseur quadratique  qui  contient  p't  lequel  sera  p'Y*  +  $YZ  +-\Z*. 

Maintenant,  je  dis  que  ce  diviseur  contient  en  général  A",  ensorte 
qu'on  peut  supposer  p*Y%-\-  <p  YZ  -f-  -\Z%  =  A"= (  pj*  -f-  qjz  -f-  rz*  )'  ; 
c'est  ce  qui  sera  évident,  si  de  cette  équation  on  peut  tirer  des  valeurs 
entières  de  Y  et  Z,  quelles  que  soient  les  indéterminées  jr  et  z  de  la 
formule  proposée. 

Or  de  l'équation  précédente  on  tire 

Soit  pour  un  moment  3pmY-{-çZ=  X  y  ipr  +  qs=x,  on  aura  l'équa- 
tion -T*-f-«Z,  =  4(ix»-h  5<w')"  à  laquelle  on  satisfait  généralement 
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en  prenant 

et  on  sait  que  les  nombres  X  et  Z  tires  de  celle-ci  seront  toujours  en- 
tiers ;  il  reste  donc  à  démontrer  que  Y  est  aussi  un  entier.  Or  on  a 
*p'Y=.X — pZ  et  X%-{-aZ%  =4^7*"  >  substituant  dans  la  seconde,  au 
Heu  de  a,  sa  valeur  4/>"4 — on  aura  — <pZ*  =  4p"  — \Z%),  On 
prouvera  d'ailleurs ,  comme  ci-dessus ,  que  les  facteurs  X — $Z,  X-±-<pZ 
n'ont  point  de  commun  diviseur  autre  que  2;  donc  puisque  Xx — \*Z% 
est  divisible  par  pm,  il  faut  que  l'un  des  facteurs  X — ?Z,  X-\-$Z , 
soit  divisible  par  p";  et  comme  on  peut  prendre  à  volonté  le  signe  de 
<? ,  on  pourra  représenter  par  X — pZ  celui  des  deux  facteurs  qui  est 
divisible  par  p";  il  le  sera  en  même  temps  par  ap",  parce  que  <p  est  im- 

pair;  donc  la  quantité  Y  ■=. —        sera  toujours  un  nombre  entier, 

ou  plutôt  sera  une  fonction  entière  des  indéterminées  y  et  z.  Donc  la 
formule  p"Y%  -f-  q>FZ-f-  >(,Zm  représentera  en  général  la  puissance  n  de 
la  formule  proposée  pjr'  +  qjrz+rz*. 

Remarque.  Si  l'on  veut  simplement  savoir  à  quelle  forme  des  diviseurs 
quadratiques  appartient  la  puissance  n  d'un  diviseur  quadratique  don- 
né A ,  l'opération  se  réduit  à  déterminer  les  coeflicieus  <p  et  4  >  comme 
on  l'a  expliqué  dans  les  deux  cas  ;  eusuite  on  ramènera  a  l'expression 
la  plus  simple  la  formule py+2pjrz-\-*-\,zm,  ou  la  formule 
(si  a  est  de  la  forme  8n  -f-  3) ,  qui  contient  la  puissance  désignée. 

11  eat  facile  maintenant  d'évaluer  dans  les  produits  des  quantités  A ,  />, 
C,  etc.  (n9  36 1)  les  termes  qui  contiennent  des  puissances  de  ces 
quantités. 

Exemple  I. 

(364)  Soit  la  formule  «•  +  41»*  dont  les  cinq  diviseurs  quadratiques 
sont  : 

^=j'  +  a/3  +  4as*  D=3j*  +  *jr*  +  i4sr 

2?  =  2/*-+- a/s -f- 21  a1  E  ss  Gy*  -f-  2/3  -f-  73*. 

Si  on  multiplie  entre  eux  deux  diviseurs,  tels  que  C  et  D  (en  distin- 
guant par  des  accens  les  indéterminées  de  l'nn  des  deux),  on  trou- 
vera (n°  353)  que  le  produit  CD,  réduit  a  l'expression  la  plus  simple, 
est  à-la-fois  de  la  forme  D  et  de  la  forme  E.  On  trouvera  semblable- 
ment  les  autres  résultats  suivans  qui  renferment  les  formes  des  produits 
de  deux  diviseurs  semblables  ou  dissemblables,  dans  toutes  les  combinai- 


57a  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

sons  possibles:  on  y  a  joint  les  quarrés  de  ces  mêmes  diviseurs  trou- 

vés  par  les  formules  du  n*  558 ,  ou  par  celles  du  n°  36a  : 

[A 


A*z=A 

AA  —  A 

BB  =  A 

B'z=A 

AB  =  B 

BC=C 

C*  =  B 

AC—C 

BD  =  E 

D*  =  C 

AD=D 

BE  =  D 

E*=C 

AE  =  E 

DD 


DE 


EE 


-{: 


A 


De  là  on  déduira  la  forme  du  produit  de  tant  de  diviseurs  qu'on  voudra, 
où  l'on  pourra  faire  entrer  des  puissances  supérieures  à  la  seconde , 
en  cherchant  leur  valeur  par  les  formules  du  n°  36a.  Par  exemple,  le» 
produits  des  trois  diviseurs  semblables  seront; 


AAA  =  A  A  =  A 
BBB  =AB  =  B 

cat-\fSr[ 


c 
c 


EEE 


-{3-1! 


d'où  l'on  voit  que  le  produit  BBB  se  réduit  à  la  seule  forme  B  ;  que 
le  produit  CCC  se  réduit  de  deux  manières  différentes  à  la  forme  C  ; 
que  le  produit  DDD  se  réduit  de  deux  manières  à  la  forme  Z>,  et  d  une 
manière  à  jla  forme  E,  etc.  Dans  le  cas  où  les  trois  facteurs  seraient 
égaux,  les  produits  se  réduiraient  à  une  seule  forme,  et  on  aurait 
(n«  36a) 

A*z=A,   &>  =  B,    0=C,   D>  =  E,  E>z=D. 

Exemple  II. 

(365)  Considérons  encore  la  formule  t*  -f-  890*  qui  a  sept  diviseurs 
quadratiques ,  savoir  : 


-E  =  7T  4- 6734-14** 

F=  5/»  4.  a/z  -f-  3oa* 
G=  67»  4- 37a  4-1  5z\ 


A— y*  4-273  +  903' 
B  =  27»  -f  -  27a  4-  45a* 

£=97*4- 27*4- ioa* 

-f-  273  +  5a* 

Les  combinaisons  de  ces  diviseurs  multipliés  deux  à  deux , 
les  résultats  suivans ,  auxquels  on  a  joint  les  quarrés  de  ces 
diviseurs  : 


\ 
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A'  — A 

AA  =  A 

B*  —  A 

AB  =  B 

C*  =  D 

AC=  C 

&  =  £ 

AD  =  I) 

E'—B 

AE==.E 

F»  =  C 

AF  =  F 

G'=  C 

AQ—G 

BB  =  A 
BC—D 
BD=C 
BE  =  E 
BF  =  G 
BG  —  F 


cc={î 


[M 

c 


CG 


DF 
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FF  f* 

EG  =  \CD 

B 
D 

GG=  \A 
[C 

De  là  on  déduira  aisément  les  formes  des  produits  de  tant  de  divi- 
seurs qu'on  voudra,  ayant  soin  de  prendre  pour  les  puissances  su- 
périeures à  la  seconde  les  formes  déterminées  n*  36a.  Par  exemple, 
si  on  veut  avoir  toutes  les  formes  des  produits  A*B ,  B*C,  OD7  etc. 


H 
dg=[ 


F 
G 
E 
G 
E 
F 


FG 


on  trouvera 

- 

A'A=zA 

BlA=A 

A'B=J3 

B'B=B 

A'C=C 

B^C—C 

A>D=D 

B*D=D 

A*E—E 

B*E=E 

A*F=F 

B'F=JF 

A'G=G 

• 

B>G=G 

C'A-. 
OB: 


D 
C 


0C-\B 

cc—{c 


°*4 


D 
F 
G 
E 
G 


C'F= 


D'A=  V 
D'B~  C 

[C 
\À 

D>E-[F 
[G 


E'A—B 
E'B=A 
E*C=D 
E*D—C 
E*E=zE 
E'F=G 
E*G=F 


FA=  C 
F*Bz=  D 

F*C 


F-D 


[i 

F>G=[ 


E 
G 


C'A—  C 
G*B=z  D 


G'D= 


\c 


Au  moyen  de  ces  développemens,  on  peut  voir  tout  d'un  coup  quelles 
sont  les  combinaisons  qui  peuvent  produire  une  forme  déterminée. 
Ainsi  on  voit  que  A  résulte  également  des  sept  combinaisons  A* A , 
B'A,  C'A,  D*Dt  E'B,  F*C,  G'C;  de  sorte  que  si  on  avait  à  ré- 
soudre l'équation  t*-^-9gu*=xtx't  cette  équation  aurait  sept  solutions. 

De  même  ayant  trouvé  A3— A,  B3=B,  C3=C,  IP^A,  E*=E, 
FS=E  y  Gsz=E  ,  on  en  conclura  que  l'équation  J*+ 89a1  =  xs  a  deux 
solutions,  que  l'équation  7J1  ■+■  fyz -f-  142*  =  x3  en  a  trois,  que  l'équa- 
tion i8^*-f-  a/a-t-53,=xs  n'en  a  aucune,  et  ainsi  des  autres. 
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§  V.  Résolution  en  nombres   entiers  de  l'équation  

Ly*-+-Myz-|-Nzs=bn,  n  étant  le  produit  de  plusieurs  in- 
déterminées ou  de  leurs  puissances. 

• 

(566)  Soit  LN  —  ii»/*=a,  si  M  est  pair,  ou  l^LN— M*=iay  si 
M  est  impair  ;  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  sera  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  t*-{-au%x  et 
cette  équation  elle-même  étant  multipliée  par  L  ou  4L  ,  deviendra  de 
la  forme  tt-\-aut=cU1  c  étant  Lb  ou  i^Lb.  De  là  il  suit  que  tout  fac- 
teur de  II  doit  diviser  la  formule  t% -\-au*  t  et  par  conséquent  pourra 
être  représenté  par  un  diviseur  quadratique  de  cette  formule.  C'est  de 
ce  principe,  et  de  la  théorie  exposée  dans  le  §  précédent,  que  nous 
déduirons  la  solution  générale  de  l'équation  dont  il  s'agit;  mais  d'abord 
il  convient  de  débarrasser  le  second  membre  du  facteur  constant  c. 

Si  dans  l'équation  t*+au%=cl\i  on  suppose  t  et  a  premiers  entre 
eux,  il  faudra  que  u  et  c  le  soient  aussi,  et  alors  on  pourra  faire. . . . 
t  =  nu-\-cx,  ce  qui  donnera,  après  avoir  substitué  et  divisé  par  c, 

)  »*  +  amix + ex* = II. 

Or  u  et  c  sont  premiers  entre  eux,  donc  il  faut  que  n*-f-a  soit  divi- 
sible par  c,  et  en  faisant  n*-f-a  =  /»<?,  on  aura 

/Mil*  -f-  ai«x  -f-  ex*  =  n , 

équation  dont  le  second  membre  est  dégagé  du  facteur  constant  c,  et 
dont  le  premier  est  encore  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  /'-f-ou*, 
puisqu'on  a  me — nl—a. 

On  aura  donc  autant  de  ces  équations  à  résoudre,  qu'il  y  aura  de 
valeurs  de  n,  moindres  que  îc,  telles  que  »»-f-a  soit  divisible  par  c. 

Soitjf/*-f- J^/z-t-A-^n  l'équation  ou  l'une  des  équations  qui  restent 
à  résoudre.  Le  premier  membre  étant  un  diviseur  quadratique  de  la 
formule  C  -H  d  faudra  d'abord  chercher  tous  les  diviseurs  quadra- 
tiques de  cette  formule,  que  l'on  désignera  parles  lettres  J ,  B9  C, 
D ,  etc.  Ensuite  comme  n  est  supposé  le  produit  de  plusieurs  indéter- 
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minées,  on  cherchera,  par  les  méthodes  précédentes,  fontes  les  formes 
auxquelles  se  réduit  le  produit  ÏI ,  en  supposant  que  les  indéterminées 
sont  représentées  par  les  lettres  Ay  B,  C>  D,  etc.,  suivant  toutes  les 
combinaisons  possibles,  et  en  observant  que  différentes  indéterminées 
peuvent  être  désignées  par  la  même  lettre.  Cela  posé,  parmi  toutes  ces 
formes  on  distinguera  celles  qui  donnent  pour  résultat  la  lettre  corres- 
pondante au  diviseur  quadratique  du  premier  membre  fj*-\-  zg/z  4~  '*s*  ; 
et  il  est  clair  qu'autant  ou  trouvera  de  ces  formes ,  autant  il  y  aura 
de  solutions  de  l'équation  fjx-\-  A»*  =  n.  Il  faudra  ensuite, 

pour  obtenir  réellement  les  solutions,  faire  le  développement  succes- 
sif des  produits  suivant  les  règles  que  nous  avons  données  dans  le  § 
précédent ,  et  alors  les  indéterminées  v  et  ;  s'exprimeront  finalement 
en  fonctions  des  indéterminées  analogues  qui  entrent  dans  les  différens 
facteurs  du  produit  n.  Tout  cela  s'éclaircira  suffisamment  par  des 
exemples. 

Exemple  L 

t 

(36y)  Soit  proposée  l'équation  **4-4i«*=  11 3a:*;  je  développe  d'abord 
tous  les  diviseurs  quadratiques  de  i*-f- 4Itt**  lesquels,  comme  on  l'a 
déjà  vu  (n-  364),  sont 

A=jr*  +  273  4-433*  D^Sy+yz+ifr 
5  =  37*  4-3/3  4- 31  s*        2?  ==:  6r*  4-  ajs  4-  73*. 

C  =  5/'-f-6/3-|-  103* 

Parmi  ces  diviseurs,  il  n'y  a  que  A,  B,  C  qui  comprennent  les 
nombres  4/,H~1>  et  °*ans  lesquels  on  pourra  trouver  11 31  Or  si  le  di- 
viseur A  contenait  n3,  il  faudrait  que  u3  fût  de  la  formule  l*-f-4i"*> 
ce  qui  n'a  pas  lieu ,  comme  on  le  voit  au  premier  coup-d'oeil  ;  pareille- 
ment si  le  diviseur  B  contenait  n3,  il  faudrait  que  axn3  ou  aa6 
fdt  de  la  forme  -f-4*«" î  c'est  encore  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Comme 
cependant  on  peut  voir,  par  le  caractère  (^JJ)=i,  que  n5  est  di- 
viseur de  {*-f-4IU*>  ^'ensuit  que  n3  est  nécessairement  compris  dans 
le  diviseur  quadratique  C;  et  en  effet  on  a  5.  n3=565=  14* 4- 41  »5\ 
Puisque  i4*4-4i.3*  est  divisible  par  n3,  si  l'on  fait  i4  =  3n — n3/n, 
il  faudra  que  n*4-4i  soit  divisible  par  11 3.  Or  la  valeur  de  n  tirée  de 
cette  équation  est  n  =  — 33.  On  connaît  donc  ainsi,  d'une  manière 
directe  et  presque  sans  tâtonnement,  la  valeur  de  n  qui  rend  0*4.41 
divisible  par  11 3.  Cette  méthode,  que  nous  venons  d'exposer  avec 
quelque  détail,  est  un  développement  de  celle  du  n°  186. 
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Cela  posé",  «oit  <=  53«-f-"3//,  on  aura,  après  avoir  substitue'  et  di- 
visé par  1 1 3 , 

iou*  -f-Gôaf'H-  n3*Y=.x*.  , 

Pour  réduire  le  premier  membre  à  une  expression  plus  simple ,  soit 
u=u  —  3^,  on  aura 

&Y  -f-  6fV  -f-  ioi/tt'  s=  x*. 

Le  premier  membre  étant  de  la  forme  Ct  il  faut  chercher  parmi  les 
valeurs  de  A%y  B*y  etc.  celles  qui  peuvent  être  de  la  forme  C  ;  br  on 
trouve  (n°  364)  ^  &%  et  &  sont  de  cette  forme;  donc  l'équation 
proposée  est  susceptible  de  deux  solutions,  selon  que  l'on  supposera 
x=  D  ou  x=E. 

Soit  i\  x=3/*-t-2/z-r- 148*>  on  trouvera  parles  formules  du  n*  36a, 
xhzsSK'-f-ôFZ-f-ioZ»,  les  valeurs  de  Y  et  Z  étant  r=^*4-4/z-f-6a% 
Z  =/*  -f-  3/z  —  4=*  >  de  sorte  qu'on  ,  aura  en  même  temps  Y  =1', 
U—Z. 

Soit  a*,  .r  =  6/* -f- s/s -f- yz*,  le  résultat  de  cette  seconde  valeur 
pourra  se  déduire  facilement  du  précédent  (en  mettant  a/ à  la  place 
de/,  et  divisant  par  a  tant  la  valeur  de  x  que  celles  de  Y  et  Z);  on 

aura  ainsi  x*  =  5Y*  +  SYZ  +  ioZ*,  Y  =  —  3/*  -f-  4/3  -h  3*%  

Z  =  37*  +  a/2 — as»,  et  on  fera  de  nouveau  Ï~Y,  i/  =  Z. 

Il  reste  à  substituer  les  valeurs  de  (  et  iï  dans  celles  de  /  et  u;  ce 
qui  donnera  les  deux  solutions  suivantes  de  l'équation  proposée 

X=3/*-f-3/3-P-l4s%  fc=l9/*-f- 133/3  48-%  «=47'  IO/a  3  22" 

X=6/*+3/3-f-73*,     fc=36>'-|-I32/3  343%  1=8/*  10/3 — 1 13*. 

Exemple  II. 

(368)  Proposons-nous  maintenant  l'équation  /•-f-4^u•=Il3x,.  L'opé- 
ration préliminaire  pour  diviser  chaque  membre  par  n3,  étant  faite 
comme  dans  l'exemple  précédent,  on  aura  <=33«'-f- i^t's  o=u' — 5t', 
et  la  transformée  sera 

Il  faudra  donc  chercher  les  différentes  formes  des  'quantités  A3,  B3, 
CPy  etc. ,  et  voir  si  la  forme  C  y  est  comprise.  Or  on  trouve  (n*  364) 
que  la  forme  C  ne  peut  résulter  que  de  C3  ;  ainsi  l'équation  proposée 
n'est  susceptible  que  d'une  solution. 
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Maintenant  si  on  fait  xsssCssSj*  -\-fyz  ioz%  on  trouvera,  d'après 
les  formules  du  n°  36a,  p=±47, 4=18  et  jc3=ia5r,d=94FZ-f-i8Z4. 
Quant  aux  valeurs  de  Y  et  Z ,  elles  doivent  être  déduites  des  équa- 
tions i25r=fc47Z=xî—  ia3xs»,  Z=5xlz—^\z\  où  l'on  a  je=5/-f-3z; 
or  pour  que  Y  soit  une  fonction  entière ,  on  trouve  qu'il  faut  dans  les 
signes  ambigus  prendre  l'inférieur,  et  alors  on  a 

Y  =j3  -f-  5o/*z  -h  Zojz*  —  8a» 
Z  =  757*2  +  cpjz*  —  1 4zs  1 
xJ=  ia5ri— 94KZ+  18Z». 

La  valeur  de  x3  se  réduit  à  l'expression  la  plus  simple  5fY-r-6«V-f-iOuV 
en  faisant  Z  =  ZY — «',  puis  Y—t-\-'Xiîi  de  sorte  qu'on  aura...... 

u'  =  3  r — Z=  3^4- 1 5^—  1  ozJ,  ras  aZ— 5 r=  — Sj3 -f  3ojz»-f-i  az3. 
Donc  enfin  la  solution  de  l'équation  proposée  est  comprise  dans  les 

x  —  5j*  +  fyz  +  ioz* 

t  =  ao,/3  -f-  495/*z-f-  420/2*  —  »  6az« 

u  =  18/3  -|-  \Sjr*z  —  90/z*  —  46s*' 

Exempt.?  III. 

(369)  Si  on  propose  en  général  l'équation  r*-r-at«,=  n3x",  la  ma- 
nière la  plus  simple  de  la  résoudre,  est  de  faire  x=j*  +  3z* , 
ii3=9«-f-a.4«;  et  on  aura  -f- a«'=  (9»-r-a.4*)  (/•-j-az')«.  Or  on 
satisfait  généralement  à  cette  équation ,  en  prenant 

t  +  *«/—  2=  (9  =*=  W—  3)  (/«+•*  3)" 

Soit  donc  (^--f.a«/ — a)"  =  F-f-  Zy/ — a,  on  aura  (+«</ — a= 
(9±4/— aXr-f-Z^— a),  partant 

«  =9r=p8Z 

«=9Z±4r. 

C'est  la  seule  solution  dont  l'équation  proposée  est  susceptible ,  parce 
que  x,  comme  diviseur  de  t*-f-  au*,  ne  peut  avoir  que  la  seule  forme 
^•4- as'. 

Exemple  IV. 

(370)  L'équation  f-±-8gu*  =  xs,  doit  avoir  deux  solutions,  ainsi  que 
lious  l'avons  déjà  remarqué  a  la  fin  du  n»  565.  L'une  des  solutions  où 
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Ton  aura  x  =7*  -f-  89s*,  se  trouve  immédiatement  par  l'équation ... 

f»-f-89a*  =  (j*+8f)3,)s,  à  laquelle  on  satisfait  en  faisant  

t 89  =  89)*  ;  et  ainsi  on  aura  /=j»—  267/^, 

u=3fz— 89s'.  La  seconde  solution,  fondée  sur  ce  que  D'=A,  se 
trouvera  comme  il  suit. 

Ayant  fait  x=Z?  =  5/»-f-  a/s  +  18a1;  si  l'on  applique  à  ce  cas  par- 
ticulier les  formules  du  n°  36a,  on  aura  />x=5,  fssi,  r=i8,  <p=6, 
4*  =  1 ,  ce  qui  donnera 

«r'zsiaSr'-f-  laTZ-f-Z* 

r  =73  —  3>'3  —  1  a/a»  4-  m3 

Z  =  757*5  H-  5ojz%  —  86as. 

Or  on  peut  mettre  la  valeur  dex3  sous  la  forme  x»=i(Z+6ry  -f-  89 T*, 
laquelle  éUnt  comparée  à  l'équation  proposée,  donnera  tz=Z+6V , 
u  =  ï'}  donc  enfin  la  seconde  solution  de  cette  équation  sera  donné* 
par  les  formules 

x  =  6>»-f-ara-f- 18a*  > 
u  =y  —  Sjr'z  —  1  a;  -s*  -f-  a-3. 

Exemple  V. 

....  , 
♦ 

.  (S71)  On  a  déjà  remarqué  (n*  365)  que  l'équation  <*  -f-  8ç)ut=sx'aï 
doit  avoir  sept  solutions,  attendu  que  la  forme  A  résulte  des  sept  com- 
binaisons A*  A  ,  B*A,  C>D,  D*D  y  JE'B,  F>C,  G*C.  Pour  développer 
une  de  ces  solutions,  prenons  la  combinaison  C*D ,  et  faisons  en  con- 
séquence x= 97*+  a/z-f-  lQa%  =  V'+  3/z'  H-  l8s"»  on  Couvera 
d'abord  par  les  formules  du  n°  358,  ou  par  celles  du  n°  56a, 

x'  =  5r»  +  *TV+\*V*- 
T-=sy*— 8/s-f-as» 
^=  37' a/3  — aa*. 

Si  ensuite  on  multiplie  la  valeur  de  x'  par  celle  de  x'  on  trouvera  par 
Ja  première  des  deux  formules  du  n°  358, 

x'x- = (5r/  -f-  Tz' +r/  +  isrzy  +  89(7y-  vyy. 

Comparant  ce  résultat  avec  l'équation  proposée  f  -f-  89"*  =  x'x',  on 
1  =  5Tf  -f-  Tz'  -f-  Vf  -f- 1 BVz' 
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4'où  l'on  voit  que  les  quatre  indéterminées  /,  u,  x,  x*  sont  exprimées 
en  fouclions  de  quatre  autres  indéterminées  indépendantes/,  i^ft  Jt 
ce  qui  constituera  la  première  solution.  On  trouvera  par  des  calculs 
semblables  les  six  autres  solutions  dont  l'équation  proposée  est  sus-» 
ceptible. 

Remarque.  Pour  peu  qu'on  y  fasse  attention,  on  verra  que  cette 
théorie  s'étendrait  facilement  au  cas  où  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  serait  un  diviseur  de  la  formule  f* — au%.  On  pourrait 
aussi  résoudre,  par  les  mêmes  principes,  les  cas  où  les  indéterminées 
du  premier  membre  seraient  supposées  avoir  un  diviseur  commun  ; 
mais  nous  n'avons  pas  cru  devoir  entrer  dans  tous  ces  détails ,  qui 
n'offrent  maintenant  aucune  difficulté. 
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§  VI.  Démonstration  d'une  propriété  relative  aux  diviseurs 
quadratiques  de  la  formule  ta-+-au3  ,  a  étant  un  nombre 
premier  8n-h  x. 

-'■ 

(Sya)  On  a  déjà  remarqué,  n*  21 5,  que  si  dans  la  formule  t'-t-au*, 
a  est  un  nombre  de  forme  8w  +  5,  deux  diviseurs  conjugués  de  cette 
formule,  tels  que  pj*  -f-  a^s  +  2mz%t  2pjr%-+-îqyz-+- ms,*,  appartien- 
dront toujours  l'un  à  la  forme  4«-f- 1  ,  l'autre  à  la  forme  4/1+3;  de 
sorte  qu'alors  il  y  a  autant  de  diviseurs  quadratiques  4"  +  '  <ïue  de 
diviseurs  3,  et  ce  résultat  a  lieu  quel  que  soit  le  nombre  a, 

pourvu  qu'il  ne  sorte  pas  de  la  forme  8n~\~5. 

Au  contraire,  lorsque  a  est  de  la  forme  80-4-1,  les  deux  diviseurs 
conjugués  dont  il  s'agit  sont  tous  deux  de  la  forme  4*4-  i  »  ou  tous 
deux  de  la  forme  4«  +  3,  de  sorte  qu'on  ne  peut  plus  rien  conclure 
sur  le  nombre  relatif  des  uns  et  des  autres,  et  en  effet  l'inspection  de 
la  Table  IV  fait  voir  qu'il  y  a  à  cet  égard  une  grande  irrégularité. 
Mais  lorsque  a  est  un  nombre  premier,  on  remarque  dans  cette  même 
Table  que  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  4*4-  1  surpasse  cons- 
tamment d'une  unité  le  nombre  des  diviseurs  4^+3.  Ainsi  on  voit  que 
la  formule  <*-r»4IU*  a  t™**  diviseurs  quadratiques  »  et  seulement 

deux  4"+ 3;  que  la  formule  f'-f-Sgu1  a  quatre  diviseurs  quadratiques 
4«  +  i,  et  seulement  trois  4«+ 3  ,  etc. 

On  s'assurera  aisément  de  cette  propriété  dans  beaucoup  d'autres  cas 
particuliers  ;  mais  il  n'est  pas  aussi  facile  de  l'établir  d'une  manière  gé- 
nérale et  rigoureuse.  Voici  la  série  de  propositions  que  cette  démons- 
tration semble  exiger  :  elles  olïriront  en  même  temps  divers  résultats 
remarquables  qui  contribueront  à  étendre  et  perfectionner  les  théories 
précédentes. 

(373)  Proposition  I.  «  Soit  a  un  nombre  premier  4"+I»  et  ■0*1 
n  pj*  -f-  2qjrz-\-2mz%  l'un  des  diviseurs  quadratiques  4/î-f-1  ^e  'a  formule 
»  f-j-tfu1,  je  dis  que  l'équation  U'  —  pj'+xyz-hzinz'  sera  toujours 
»  résoluble.  » 
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Car  'si  l'on  multiplie  cette  équation  par  p  ,  et  qu'on  fasse  pj~}-qz=jc1 

on  aura  pU*=  x*  -f-asV  équation  toujours  possible  (Voyez n"  27  et  196). 
11  est  inutile  d'observer  que  si  py*  -f-  îqyz  -j-  2/na*  était  un  diviseur 

4"  -f-  3,  l'équation   U*  =3 py*  -f-  27/3  -f-  2/na*  serait  impossible,  puis— 

qu'aucun  quarré  ne  peut  être  de  la  forme  4"  H- 3. 

(374)  Phoposition  IL  «  a  étant  un  nombre  premier  8n-\~i ,  la  for- 
»  mule  /*  +  au*  aura  toujours  un  diviseur  quadratique  de  la  forme 

Car  on  peut  toujours  (n0  147)  satisfaire  à  l'équation  azrsif* — , 
laquelle  étant  posée,  il  s'ensuit  que^'-f-  3gyz  -hrfz*,  ou  l'expression 
la  plus  simple  de  cette  formule,  est  un  diviseur  quadratique  de  la 
formule  t*-\-au%. 

Remarquez  que  le  diviseur  Jy*  igyz-\-  ifz*  ne  diffère  pas  de  son 
conjugué;  dans  ce  cas,  par  conséquent,  les  deux  diviseurs  conjugués 
se  réduisent  à  un  seul  qu'on  peut  appeler  diviseur  singulier. 

(375)  Proposition  III.  «  a  étant  un  nombre  premier  8»  -f-  1 ,  il  y 
»  a  toujours  une  infinité  de  valeurs  de  f  et  de  g  qui  satisfont  à  l'équa- 
»  tion  af* — g*  =  a,  néanmoins  il  n'en  peut  résulter  qu'un  seul  divi- 
«  scur  quadratique  de  la  formule  l*-+-au*.  » 

Car  on  trouvera  aisément  (n°  38)  que  la  série  des  valeurs  de  f  et  g  qui 
satisfont  à  l'équation  2/' — g*=at  est  telle  que  si  f  et  g'  suivent 
immédiatement /  et  ^,  on  a 

De  ces  nouvelles  valeurs  résulte  le  diviseur  quadratique  singulier 

(3/+  y) r  4f)j*+  *  ( 3/+  m) 

Or  si  dans  ce  diviseur  on  fait  y  =  23' — y,  zz=y —  3',  (ce  qui  ne 
restreint  pas  la  généralité  des  variables  y  et  a),  on  aura  pour  trans- 
formée jy*-h  3S/Z'~\~  d'ou  l'on  voit  qu'en  effet  le  diviseur  qua- 
dratique fy%-\-  *g'jz-\-  a/V  n'est  pas  différent  dejy*  -\-zgyz-\- zfz*. 

Corollaire.  De  là  il  suit  que  a  étant  un  nombre  premier  8/z-f-  1,  les 
diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t*-\-au*  seront  composés,  de  plu- 
sieurs couples  de  diviseurs  conjugués  et  d'un  diviseur  singulier.  Le 
nombre  total  de  ces  diviseurs  sera  donc  toujours  impair,  et  ainsi  il  est 
impossible  que  le  nombre  des  diviseurs  tyi  -f- 1  soit  égal  au  nombre  des 
diviseurs  4/i-f-5. 
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(376)  Proposition  IV.  h  Le  quarré  d'un  diviseur  quadratique 
M  py*~+-  a^/s-f-  aura*,  et  celui  de  son  conjugué  2pyx~\-iqyz-\-TCz*y  sont 
m  compris  dans  un  même  diviseur  quadratique  p*jrx-)-2'Pjrz-j--l,z?.  » 

Car  suivant  la  méthode  du  n*  358,  si  l'on  détermine  u  et  r  par 
Téquation  tf=pp, — qr ,  qu'ensuite  on  fasse  $  =  q-\-ppt  ïLss^-f-a/*, 
—  vayz  —  3/<z%  Z  =s  as  (  pj     yz)  ,  on  aura 

C  K>  *  •+■  Wz  +  a  te')1  =  />'     4-  2^  YZ  4-  ,LZ\ 

Dans  cette  équation,  qui  doit  être  identique,  mettons  oy  h  la  place 
de/,  et  comme  alors  K  devient  pair  ainsi  que  Z,  faisons  K  =  a  F', 
Z  =  aZ',  cê  qui  donnera  K'=aj» —  aigris  —  /uz%  Z'=z  (*py-{-qz); 
nous  aurons  par  la  Substitution,  et  après  avoir  divisé  par  4, 

(a#-*  -f-  a#z  -H         =  ^  F •  +  a?  TZ'  -f-  \Z'\ 

Donc  le  même  diviseur  quadratique  py*  -f-  a^r*-f- 4**»  contient 
le  quarré  du  diviseur  pj  *-\-  *qj  3  a-ffa1,  contient  aussi  le  quarré  de 
son  conjugué  a/y»  -f-  a^z-f-  îrz». 

Corollaire.  Étant  proposée  l'équation  ^PF'-f-  aQrZ-{- RZ%  si 
on  en  connaît  une  solution  comprise  dans  la  formule  U—pj'-\-3qjz-\-iie^t 
il  y  aura  toujours  une  autre  solution  donnée  par  la  forme  conjuguée 
1}  ="xpy%  -\~  2qjz-\~  kzx.  Ces  deux  solutions  se  confondent  en  une 
seule,  si  la  valeur  de  U  est  égale  au  diviseur  quadratique  singulier , 
c'est-à-dire  si  l'on  a  U—fj^igyz-^-ifz*',  mais  alors  le  second  membre 

de  l'équation  proposée  serait  de  la  forme  aK'-f-  aKZ-f-^^-î-^Z*. 

(377)  Proposition  V.  «p  étant  un  nombre  premier,  ainsi  que  a, 
»  si  l'on  a  p'  =  M*-\-  aN*t  je  dis  que  p  ou  a/7  sera  nécessairement  de 
m  la  même  forme  t%-\-au%>  de  sorte  que  p  appartiendra  soit  au  diviseur 
»  quadratique  y%     a/s  -f-  («-+-  soit  à  son  conjugué  

»  y* -4- (^""O*'-  » 

En  effet,  l'équation  supposée  pm=M*  aN*t  donne  p*-—M*z=utNt  ; 
dûac  puisque  a  est  un  nombre  premier,  il  faut  que  l'un  des  facteurs 
p  +  M,  p-—M  soit  divisible  par  a,  et  comme  le  signe  de  M  peut 
être  pris  à  volonté,  on  pourra  faire  p  +  M=aPt  p — M=z  Q,  ce  qui 
donnera  PQ=sN\  Or  on  satisfait  généralement  à  cette  dernière  équa- 
tion, en  faisant,  avec  de  nouvelles  indéterminées,  P=yK*R,  N=x*Rt 
Q  —  **R.  On  aura  donc  ip  =  aP  -f-  Q  =  R      +  an')  ,  d'où  l'on  voit 
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que  R  ne  pent  être  que  i  ou  a:  si  Rzssi,  on  aura  p  re*»'  «-f»*71*»  si 
Ti~  i  ,  on  aura  a/?  =  o>» -f-  «  :  .  Donc  p  ou  a/7  est  nécessairement  de 
la  forme  P-\-au%.  Mais  si  /?  est  de  la  forme  /•-f-an*,  il  est  contenu 

dans  le  diviseur  quadratique  jr*+az*,  qui  est  le  même  que  

^•-f-a/s -f-(«-f- 1)5»,  et  il  ne  peut  par  conséquent  appartenir  qu'à  ce 
seul  diviseur.  De  même  si  a/7  est  de  la  forme  t*r\-at^y  p  appartiendra 

au  diviseur  quadratique  a^'-f-  a/s-f-  (^^-7^)  **>  el  ne  Pourra  appar- 
tenir qua  ce  seul  diviseur.  Donc  si  on  a  p*  =  M*-\-  aN% ,  il  faudra 
que/?  appartienne  h  l'un  des  diviseurs  conjugues  j'H-a/s +(«4*  0**; 

(378)  Proposition  VI.  ff  p  étant  un  nombre  premier  quelconque, 

«  et  a  un  nombre  premier  8/1+ 1 ,  si  l'on  a  /j^a^+aAfJVH-^^^V*, 

»  c'est-à-dire  si  a/>»  Ml  de  la  forme  P>r4-aN*,  je  dis  que  p  appar lien- 
»  dra  nécessairement  au  diviseur  quadralique  singulier/}  ,4-3g73-f-a/à% 
H  ensorte  qu'on  aura  p  —fyt  -\-2gfiv  -f-  a/y* .  » 

Car  a  étant  un  nombre  premier  8/t-f"1  >  on  Peu*  faire  «=x  a/» — g4, 
et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  a/?*  =  -\-aNm,  il  en 
résultera  —  a/7*  =  — if*)N*.  Les  nombres  .P  et  /*  étant  premiers 
entre  eux,  on  voit  que  JV,  diviseur  de  P»  —  a/>*,  doit  être  de  la  forme 
a* — a£";  donc  on  aura  P%  —  zp'—Q**  — *f*)(<t%  —  aC*)»,  équation  à 
laquelle  on  satisfait  généralement  en  faisant  P-j-p)/a  =  (g  -\-f\/î) 
(<t-t-€ ^/ u)*  ;  de  là  résulte  /»=/**  +  a#a.£  -f-  a/£*;  donc  p  est  compris 
dans  le  diviseur  singulier  fj%  3g y*  -f-  3/2'. 

(579)  Proposition  VU.  «f  Je  dis  maintenant  que  les  deux  diviseurs 

j.  conjugués  qui,  pris  pour  U,  satisfont  à  l'équatipu  proposée  

>,  U'zzzPy  +  zQVZ-t-RZ*,  sont  les  seules  solutions  dont  cette 
»  équation  est .  susceptible.  » 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  cherchons  en  général  les  con- 
ditions qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  deux  valeurs  différentes  de  U, 
savoir  : 

U=pjt  -\-3?fz  -f-aTrs1 
tf=/7>\-f-  ay>*+a*V 


satisfassent  également  à  l'équation  proposée  U%==PV*+3QyZ-{-RZ%r 
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où  Y  et  7,  sont  des  indéterminées  qui  doivent  être  fonctions  des  indé- 
terminées y  et  2. 

Nous  supposerons  que  les  deux  valeurs  de  U  sont  préparées  de  ma- 
nière que  p  et/»'  soient  des  nombres  premiers;  cela  posé,  on  trouvera 
d'abord  que  les  quarrés  de  ces  valeurs  sont  compris  dans  deux  for- 
mules de  cette  sorte  : 

.  py*  -h  aprz  4-  4Z* 

lesquelles  doivent  se  réduire,  l'une  et  l'autre,  à  la  forme  donnée... 
Pjf* -f- *Qj%  H-  Bz'.'De  là  on  voit  que  p*  doit  être  compris  dans  la 
formule  p*j* + a <p'jrz-\-\!z%  et  réciproquement  p'*  dans  la  formule 
^y»4-a^-zH->(/zV  On  peut  donc  faire  tout-à-la-fois 

p'*  =  p*a*  +4*. 
Soit  p*&+<*>Ç  =  y,  on  aura  p*p'*=y*+  aÇ* ,  ou 

( pp' + y  )  (pp' —y)  = 

Puisque  a  est  un  nombre  premier,  et  qu'on  peut  prendre  a  volonté 
le  signe  de  y ,  on  pourra  supposer  pp'  -{-  y  divisible  par  a ,  Éli- 
sant donc  Cg=ABC,  l'équatioa  précédente  se  partagera  en  ces 
deux-ci  : 

pp'    y  — 

pp  +  y  —  o.ac%  , 

d'où  résulte  pp'  =  \  A  (C*  aB').  Maintenant ,  pusiqne  p  et  p'  sont 
premiers,  les  seules  valeurs  qu'on  peut  donner  à  A  sont  i,  a  ,  p  ou  p\ 
ap  ou  a/?'. 

On  ne  peut  faire  A  =p ,  ni  A—  ip  ;  car  alors  G  étant  divisible  par  pt 
la  quantité  //*  égale  à  p*a,*  -f-  ap«6  ■+•  serait  aussi  divisible  par/?, 
ce  qui  est  impossible  :  par  la  même  raison ,  on  ne  peut  avoir  A =//, 
ni  A  =  ap'. 

Si  l'on  faisait  A  — a,  on  aurait  /y/  ==  O  -f- aB*  ;  pp'  serait  donc  de 
la  forme  j*-\-az*y  et  alors  les  deux  nombres  p  et  p'  appartiendraient  à  un 
même  diviseur  quadratique  de  la  formule  C  +  aH*,  ce  qui  est  contre  la 
supposition. 

Il  reste  donc  à  faire  A  —  i  ,  alors  on  aura  app'  =.  C*  -f-  aB*  ;  donc 
les  nombres  p  et  ip'  appartiendront  à  un  même  diviseur  quadratique 
de  la  formule  t*  -f-  au*  ;  mais  les  nombres  p'  et  a//  appartiennent  toujours 
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a  deux  diviseurs  conjugues  l'un  de  l'autre.  Donc  les  nombres  p  et  p't 
qui  sont  supposes  n'être  pas  compris  dans  le  même  diviseur  quadra- 
tique ,  appartiennent  nécessairement  à  deux  diviseurs  conjugués  :  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

(38o)  Proposition  VIII.  «  Le  nombre  des  diviseurs  quadratiques 
>•  4rt  ~f"  1  de  la  formule  t*  -+-  au1 ,  où  a  est  un  nombre  premier  8«  — f-  i , 
»  surpasse  toujours  d'une  unité  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques 
»  4«  -f-  3  de  la  même  formule.  » 

En  effet ,  soit  M  le  nombre  de  diviseurs  quadratiques  4»  -f-  1  >  «t 
N  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  4«  H-  3  ;  si  on  désigne  par 
A ,  B ,  C,  D  t  etc.  la  suite  des  diviseurs  quadratiques  4rt"f* 1  »  'eS  «qua- 
tions  U%-=.Ai  U%z=zB,  U*==C,  etc.  admettront  chacune  deux  solu- 
tions distinctes ,  à  l'exception  de  l'équation  U*  =  2  Y'  -f-  2  f  "Z  -f-  °  ~  '  Z*, 

qui  n'en  admettra  qu'une.  Donc  le  nombre  total  des  solutions  sera  —  1 . 
Mais  ces  solutions  qui  doivent  être  toutes  différentes  les  unes  des  autres, 
comprennent  nécessairement  tous  les  diviseurs  quadratiques,  tant  4" +  1 
que  4"  +  3  ,  de  la  formule  t*-\-au*.  Donc  on  aura  2M —  1  =  M  ~\-  N t 
ou  31=  iV-f- 1  :  c'est  la  proposition  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
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§  VIÎ.  Démonstration  du  Théorème  contenant  la  loi  de 
réciprocité  qui  existe  entre  deux  nombres  premiers  quel- 
conques (n°  164). 

(58 1)  Lemme.  «  Soit  p  un  nombre  premier  positif  (2  excepté)  ,  k  un- 
n  entier  quelconque  non  divisible  par  p*y  si  on  divise  par  p  les  produit» 

»  successifs  k ,  2À ,  3*  *  »  'es  restes  de  ces  divisions  seront 

»  composés  en  partie  de  nombres  a,  <f t  a"...      plus  petits  que  \p, 

»  en  partie  de  nombres  b'y  b"y  b*. . .  b"'  plus  grands  que  ty.  Cela  posé,. 
»  /*  désignant  le  nombre  de  ces  derniers  restes ,  je  dis  qu'on  aura 

«  en  général  (-)  =  ( —  1  savoir  (-)  =  -f-  1  si  y.  est  pair,  et 
»  (^)  =  —  1  «  A*  est  impair.  » 

11  est  clair  d'abord  que  les  restes  b'y  b"y  etc.  sont  inégaux  entre1 
eux.  Car  si  deux  de  ces  restes,  dus  aux  multiples  kA ,  kA' y  étaient 
égaux,  il  faudrait  que  la  différence  k(Ar — A)  fût  divisible  par  p? 
c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu  ,  puisque  p  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise 
ni  h  y  ni  A'  —  A  ;  car  d'ailleurs  A'  et  A  sont  inégaux  et  plus  petits  que 
|  p.  On  prouvera  de  même  que  tous  les  restes  a',  a*,  a",  etc.  sont  iné- 
gaux entre  eux. 

11  suit  de  là  que  tous  les  nombres  p  —  b'y  p  —  b*t  p  —  b* etc.  sont 
inégaux  et  plus  petits  que  \p  :  or  je  dis  qu'auCun  d'eux  ne  peut  être 
égal  à  l'un  des  nombres  a',  a'y  ay  etc.  En  effet,  si  deux  restes  tels  que 
a  et  b  sont  dus  aux  multiples  h  A ,  kA'  y  on  pourra  supposer  a—kA — px  , 

b  =  kA'  — px'  ;  si  donc  on  avait  p  —  b  =  a  ,  il  en  résulterait  „ 

p  (  1  -f-  x  +  jc')  =  A  (A  -f-  A*)  ;  donc  il  faudrait  que  k  (A  -f-  A')  fut  di- 
visible par  p;  or  k  ne  l'est  pas  non  plus  que  A  -f- puisque  A  et  A* 
sont  tous  deux  plus  petits  que  ;  p  ;  donc  l 'équation  précédente  est  im- 
possible. 

Maintenant ,  puisque  la  série  a'y  a't  a". . .  cX,  et  la  série  p —  b't  p  —  b', 
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/,"~"^*>  p  —  but  sont  l'une  et  l'autre  composées  de  nombres 

diflërens ,  positifs  et  plus  petits  que  { p  ;  puisque  d'ailleurs  le  nombre 
total  \-j-fi  des  termes  de  ces  deux  séries  est  égal  à  £  (p  —  i)  nombre 

des  multiples  A,  aA;  5k. . .  d'où  ils  tirent  leur  origine,  il  s'en- 

suit que  le  produit  de  tous  ces  nombres  ne  peut  être  que  i.a.3... 
et  qu'ainsi  on  a  1  égalité 

a'a'a'. ..  a*  (p  —  b')(p —  £')...      — i'*)=  1.2.3.  . .  \  {p —  i), 
dans  laquelle,  en  rejetant  les  multiples  de  p,  on  obtient 

«W\  .  .aK.b'VF. .      (—  if  =  i .  a .  3. . .  \{p  —  i). 
Mais  d'un  autre  côté,  en  rejetant  aussi  les  multiples  de  p,  on  a 

fc.ik.Sk. . .  i  (p—  i)k  =  aW. . .  «*  iW. . .  ^, 

et  le  premier  membre  de  celle-ci  =  i.a.3...  ±(p — i).**^"*') 
De  la  comparaison  de  ces  deux  équations  il  résulte 

i.a.5...|(/»— OA50'"",)(-xf  «i.a.5...f(>—  ,). 

Donc  on  a  ^"^(r-  i)u=  i,  ou  «*^^aS:(_  i)H.  Mais  |*fr-0 
est,  en  rejetant  les  multiples  de  p,  la  valeur  de  l'expression  (^}  donc 
enfin  on  a,  conformément  à  l'énoncé  du  lemme, 

(*)  -(-«)". 

(38a)  Puisque  le  nombre  ai,  selon  qu'il  est  pair  ou  impair,  détermina 
la  valeur  de  l'expression ) ,  il  importe  d'avoir  une  valeur  analytique 
de  ce  nombre.  Pour  cela,  j'observe  que  a  désignant  l'un  des  nombres 

a',  a'...  aKt  et  b  l'un  des  nombres  b' ...  lf*t  on  aura,  par  les  suppo- 
sitions déjà  faites,  2a  <p  et  ai  > p. 

Représentons  à  l'ordinaire  par  B(x)  l'entier  le  plus  grand  contenu 
dans  une  quantité  quelconque  x,  ensorte  que  x —  E(x)  soit  toujours 
une  fraction  positive  plus  petite  que  l'unité. 

Si  on  considère  les  divers  multiples,  k,  2k...  P-~  k,  d'où  naissent 
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les  restes  a,  etc.,  et  qu'on  désigne  particulièrement  par  Âk  le  mul- 
tiple qui  donne  le  reste  a,  et  par  Bk  celui  qui  donne  le  reste  b}  on  aura 

dï  _  e  (y)  <i£ty-i'  (y  )  >  i  ;  d'où  résulte 

Ajoutant  enseniLlc  toutes  les  équations  qui  auront  lieu  semblablement 
pour  Imites  les  valeurs  de  A  et  /?,  depuis  i  jusqu'à  \{p —  i),  il  est 
clair  que  le  sceond  membre  sera  composé  d'autant  d'unités  qu'il  y  a 
de  nombres  B;  et  ce  nombre  d'unités  ayant  déjà  été  désigué  par  u.  y 
on  aura  donc 

-*(,s)-«®-»©  -«wi 

D'ailleurs,  comme  on  n'a  besoin  de  la  valeur  de/*  que  pour  savoir  si 
elle  est  paire  ou  impaire ,  on  peut  dans  la  formule  précédente  omettre 
les  termes  divisibles  par  2  ,  ce  qui  donucra  simplement  « 

(S)+,®+,(S)  +  s(^)+*(fciL>). 

(385)  Cette  expression  est  susceptible  de  réduction  ;  d  abord  si  l'on 
fcit  issflçp+*j  *  étant  positif  et  <p,  on  aura  (^7^) A=  A— w— ^ 
=  donc  J5(fcl>5)«*-m-  1  =*-  1 

pareillement  on  aura  E  (^-)  =  *  -  *-EÇj)>  «™  des  aulrcs" 
Il  faut  substituer  ees  valeurs  dans  la  formule,  et  pour  cela  distinguer 
deux  cas,  selon  que  p  est  delà  forme  4" -h  »  ou  4*4-3. 

Soit  i\  ;^  =  4«-f-  1  ,  le  nombre  des  termes  E  (y) ,  E  (y),  etc. 
sera  =2«.  Les  n  premiers  forment  la  suite 

»(?)+*<£) 
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Les  n  autres,  écrits  dans  l'ordre  inverse,  forment  la  suite 

lesquels,  suivant  la  transformation  précédente ,  deviennent 

»(*_.)_*(»)_*(£)-*(»)  

Donc  on  aura 

Ajoutant  au  second  membre  le  nombre  pair 

(f)  +^(^). 

ce  qui  est  permis  pour  notre  objet,  on  aura  plus  simplement 

r=i(p-,Hk-,)  +  EQ)+E(f)+E(f)...+Eç£). 

a".  Si  l'on  a  />=4"  +  3 ,  il  y  aura  in+  i  termes  dans  la  valeur  de  «; 
les  «premiers  seront  toujours  E  (fy+E(^)+E  (^). .  )j 
les  («+ 1)  autres  seront 

cl  par  la  transformation  indiquée  ils  deviennent; 

■ 

(»+«K«-«)-B(î)-Jr(?)-«(S=)....^(sdi*), 

de  sorte  qu'on  aura 
ll=Hp+0(k-,)+E(f)+E(^)...+E(^) 

ou  plus  simplement 

(584)  Comme  ±(p  —  i)  daus  le  premier  cas,  et  î(^-f-i)  dans  le 
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second,  sont  des  nombres  entiers  ;  lorsque  A-  sera  impair ,  les  deux 

formules  se  réduiront  ge'ne'ralement à  une  seule,  savoir: 

,=<)+<)+*(f)....  +  *(i^).. 

(385)  Lorsque  k  est  pair,  les  deux  formules  peuvent  aussi  se  réduire 
à  une  seule ,  savoir  : 

pourvu  qu'on  détermine  le  signe  ambigu  de  manière  que  *  (pzkzi)  soit 
un  entier,  et  alors  on  peut  même  réduire  ^(p^=i)(fc — i)  à  ~(pzi=i); 
car  il  n'est  toujours  question  que  de  savoir  si/t  est  pair  ou  impair.- 

(386)  Soit,  par  exemple,  k  =  a  ,  alors  tous  les  termes  E  Ç-^  t 

E  (j-)»  ■  -E  (P~  ')  sont  nuls,  et  on  a  simplement  ^  —  \{p±\). 
Donc  si  p  =  8n-+-i  ou  8n+j ,  le  nombre  ft  sera  pair,  et  on  aura 

Si,  au  contraire,    =  8« -f- 3  ou  8n-f-5,  le  nombre  fi  sera  impair, 

et  on  aura         = —  i. 

On  parvient  ainsi  très-simplement  aux  théorèmes  connus  contenant 
la  relation  de  a  à  tous  les  autres  nombres  premiers  (n*  i0)y  théorèmes 
qui  étaient  regardés  comme  difficiles  à  démontrer  ,  lorsque  la  science 
des  nombres  était  moins  avancée. 

*  • 

(387)  Soient  maintenant  k  et  p  deux  nombres  premiers  impairs  quel- 
conques ;  ayant  déjà  fait  (-)=( — faisons  semblablement  

(J)  =  (—  i)r;  nous  aurons,  suivant  la  formule  du  n'  384, 

+*(D+*œ+*(!)--+*(^> 

Supposons  k  </;,  et  faisons  ^  =  x ,  p=  *p'  -f- 1  ,  k=^k+  1 ,  ce  qui 
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donne 

fi  +  >  =  E(x)  +  E  (sx)  +  E(3x)  -f-  E  (p'x) 

je  dis  que  le  second  membre  se  réduit  à  p'k'. 
En  effet,  considérons  d'abord  la  suite 

Z  =zE  (x)  -f-  E  (xr)  +  E  (Sx). . .  .-f-  E  (p'x) , 

et  observons  que  les  termes  de  cette  suite  croissent  par  degrés ,  depuis 
zéro,  qui  est  la  valeur  de  E(x),  puisque  x  <  i ,  jusqu'à  k's  qui  est 

la  valeur  de  E(p'x)  ;  car  on  a  p'x  =  ^-  =  A'-f-  ^— - —  —    -f-     —  • 

donc  {p'x)  =  /<  .  11  faut  maintenant  examiner  combien  dans  cette 
suite  il  y  a  de  termes  égaux  à  i ,  combien  d'égaux  à  2,  et  ainsi  de 
suite. 

Pour  cela  prenons  des  indéterminées  mit  raa,  mi...mk.,  telles  qu'on 
ait 

tnxx  =  1 ,  max=:  2,  TOjX  =  3,  jti^x  =  4 •  •  •  •         —  f« 

Aucun  des  nombres  m,,  ma,  etc.  ne  pourra  être  entier,  puisque  leur 
expression  générale  m.  =  |=        z  étant  <£.  Soit  donc  

E(m.)  =  Mtf  ensorte  que  m.  tombe  entre  les  entiers  consécutifs  Mt , 
Mz-hi;  il  suit  évidemment  de  ces  suppositions, 

i*.  Que  les  premiers  termes  -E(x),  E  (ox)  ,. . .  jusqu'à  i?(Af,x)  sont 
xcro;  leur  nombre  =  A/,. 

a'.  Que  les  termes  suivans  J? (A/( -f- ix) ,  ^(J^  +  ax),. . . .  jusqu'à 
E  (M.x)  inclusivement,  ont  pour  valeur  1  ;  leur  nombre  =  A/a — A/,. 

3*.  Que  les  termes  suivans  E  (A/,-f-  (A/a  -+-ax), . . ,  jusqu'à 

E(Myr)  inclusivement,  ont  pour  valeur  2;  leur  nombre  =  AT, — A/a. 

Et  ainsi  de  suite  jusqu'aux  derniers  termes  dont  la  valeur  est  et 
dont  le  nombre  =  // — Mk,. 

Donc  en  réunissant  tous  les  termes  qui  composent  Z,  on  aura 
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+  5  (Jf4-  *s) 


ou  en  réduisant , 

Z  =  k'i>  —  Jf,  —  M3  —  3/3. . . .  —  Mk_x—Mk,: 

Mais  en  général  3/s  »  £  («,)  ~ J)  i  d°nc 

w-*g)-*g)-*G)  

Substituant  cette  valeur  dans  celle  deyt*  +  r,  on  en  tire  cette  formule 
très-simple  p.+ v=p'k' y  ou 

(588)  De  celte  formule  se  déduit  immédiatement  le  théorème  conte- 
nant la  loi  de  réciprocité  qui  existe  entre  deux  nombres  premiers  quel- 
conques p  et  k.  Si  l'un  des  nombres  p  et ky  ou  tous  les  deux,  sont  de 
la  forme  la  quantité  \(p  —  0  sera  un  nombre  pair;  ainsi 

les  deux  nombres     et  v  seront  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs, 

ce  qui  donnera  (£)  =  (-)• 

Si  les  deux  nombres  premiers  p  et  k  sont  tous  deux  de  la  forme 
4N-1-3,  la  quantité  |f>— »)(*— 0  sera  un  «ombre  impair;  donc/* 
et  r  devront  toujours  être  l'un  pair,  l'autre  impair,  ce  qui  donnera 

®— «> 

D'ailleurs  la  formule  générale  qui  satisfait  à  teus  les  cas,  se  déduit 
des  expressions  (^)=  (£)=(—  0'>  donnent  

(-)=({)(—  O'"*"  =(—  ,)^""r(î)»  conmie  au  119  lG4- 
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Ainsi  se  trouve  démontré  généralement  un   théorème  qu'on  peut 
regarder  comme  le  plus  important  de  la  théorie  des  nombres ,  et  qui 
a  offert  sous  diverses  formes  des  difficultés  presqu'insurmontables  à 
ceux  qui  ont  entrepris  de  le  démontrer,  par  d'autres  voies. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner,  d'après  Fréd.  Gauss  , 
est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  repose  sur  les  principes  les  plus 
élémentaires  ,  et  qu'elle  n'exige  aucune  théorie  préliminaire.  Il  est  à 
croire  que  beaucoup  de  théorèmes,  réputés  très-difficiles  dans  la  science 
des  nombres^  sont  dans  le  même  cas;  et  il  y  a  toujours  lieu  d'espérer 
qu'on  peut  démontrer  très-simplement  ceux  qui  ne  l'ont  encore  été  que 
par  des  méthodes  longues  et  compliquées. 


: 
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S  VUL  D'mutloitrèa-remarquàblô  observée  danaïénuméraUùn 


(38g)  QvotQUE  la  suite  des  nombres  premiers  sok  extrêmement 
irrégulière ,  on  peut  cependant  trouver  avec  une.  précision  très-satis- 
faisante, combien  il  y  a  de  ces  nombres  depuis  i  jusqu'à  une  limite 
donnée  x.  La  formule  qui  résout  cette  question  est 

 X  

y  — log.x  —  i  .o8366  » 

loe.  x  étant  un  logarithme  hyperbolique.  En  effet  la  comparaison  de- 
cette  formule  avec  l'énumération  immédiate  faite  dans  les  Tables  le* 
plus  étendues,  telles  que  celles  de  Wega,  donne  les  résultats  suivans  : 


Limite  x 

Nombre  j 

Limite  x 

Nombre  y 

par  la  formule. 

par  les  Tables. 

par  la  formule. 

par  les  Tables. 

IOOOO 

ia3o 

ia3o 

100000 

9588 

9592 

aoooo 

2268 

aa63 

i5oooo 

i3844 

i384g 

3oooo 

3a5a 

3246 

200000 

1798a 

»  i7984 

40000 

4ao5 

4304 

25oooo 

32035 

22045 

5oooo 

5i56 

5i34 

3 000 00 

26023 

35998 

60000 

6049 

6o58 

55oooo 

29961 

a9977 

70000 

6949 

6936 

400000 

33854 

5386i 

80000 

7838 

7837 

90000 

8717 

87i3 

(390)  Il  est  impossible  qu'une  formule  représente  plus  fidèlement  1 
série  de  nombres  d'une  aussi  grande  étendue  et  sujette  nécessairement 
à  de  fréquentes  anomalies.  Pour  confirmer  encore  mieux  une  loi  aussi 
remarquable,  nous  ajouterons  qu'ayant  cherché,  d'après  un  procédé 
que  nous  exposerons  bientôt,  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  de 
1  à  1000000,  nous  avons  trouvé  qu'il  y  en  a  78527,  sauf  une  erreur  de 
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quelques  unités,  qui  peut  être  due  à  la  longueur  des  calculs.  Or 
en  faisant  x  =  1000000  la  formule  précédente  donne  y  —  78543.  Il 
n'y  a  donc  aucun  doute,  non-seulement  que  la  loi  générale  est  re- 

x  ' 

présentée  par  une  fonction  de  la  forme  37^7+7? »  ma's  (Iue  *es  coef- 

Cciens  A  et  B  ont  en  effet  les  valeurs  très  -  approchées  A  =  1 , . . . 
B  =  — i.o8366.  U  resterait  à  démontrer  cette  loi  a  priori,  et  c'est 
une  recherche  intéressante  sur  laquelle  nous  donnerons  ci-après  quelques 
essais. 

(391)  Si  on  appelle  et  la  quantité  dont  il  Élut  que  x  augmente  pour 
que  y  devienne  y  4-  1 ,  on  aura  pour  déterminer  *  l'équation  suivante  , 
dans  laquelle  ou  a  fait  pour  abréger  c=i,o8366, 

  x  4-  «  x_ 

De  là  résulte,  en  supposant  que  x  est  un  nombre  très-grand, 

«=(Iogx-c  +  i)(i  +  i), 

ou  simplement  «=  logx  — o.o8566;  car  ces  déterminations  ne  com- 
portent pas  une  précision  rigoureuse. 

Il  suit  de  là  qu'à  mesure  que  x  augmente,  la  différence  entre  donx  nom- 
bres premiers  voisins  de  x  augmente  aussi ,  et  peut  être  représentée  avec 
beaucoup  d'approximation,  quant  àla  valeur  moyenne, par  logx — o.o8566; 
de  sorte  que  dans  un  intervalle  de  am  termes  compris  depuis  x  —  m 
jusqu'à  x-f-m,  on  devra  compter  autant  de  nombres  premiers  qu'il  y 

a  d'unités  dans  |— -^-g^ ,  pourvu  que  m  soit  assez  petit  par  rap- 
port à  x. 

Ce  résultat  s'accorde  très-bien  d'ailleurs  avec  la  nature  des  nombres 
premiers  qui,  en  général,  doivent  être  plus  éloignés  les  uns  des  autres, 
a  mesure  qu'ils  deviennent  plus  grands.  En  effet,  la  probabilité  qu'un 
nombre  pris  au  hasard  est  un  nombre  premier,  diminue  toujours  à  me- 
sure que  ce  nombre  augmente,  puisque  le  nombre  des  divisions  à 
essayer  pour  s'assurer  qu'il  est  premier ,  devient  de  plus  en  plus  grand. 

(3ga)  D'après  le  résultat  qu'on  vient  d'obtenir,  il  semble  que  les 
suites  convergentes  qui  dépendent  de  la  loi  des  nombres  premiers,  peuvent 
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être  sommées,  comme  si  cetle  loi  était  régulière  et  telle  qu'un  terme 
quelconque  étant  *,  le  terme  suivant  fut  x-\-\ogx — c-J-i.  Voici  un 
essai  de  ces  sommations,  qui  d'ailleurs  seront  à  vérifier,  soit  par  le  cal- 
cul numérique,  soit  par  des  méthodes  plus  directes. 

Proposons-nous  d'abord  d'évaluer  le  produit 


*  =  (-D(-D(-i)(-Tr)  (-:). 

dans  lequel  les  dénominateurs  sont  la  suite  des  nombres  premiers  de 
3  à  a.  Si  on  appelle  z  ce  que  devient  z  lorsque  en  se  change  en... 

»-f-log« —  c  -f- 1  ,  ou  ûj-f-Ét,  on  aura  z  =z  (*^Tj')-  Mais  par  les 

formules  connues  on  a  a'^s-f-a^-f-î *"j£r-r- etc.;  donc  en  re- 
gardant a.  comme  très-petit  par  rapport  à  a,  ce  qui  est  d'autant  plus 
exact  que  m  est  plus  grand,  on  aura  d'abord  à  très-peu  près  

T=^  =  ^  ce  donnera  a  =  7=lol^53T6-  En  a7"rt 
égard  aux  termes  du  second  ordre,  on  aurait  plus  exactement  

5  ==  ;  mais  la  première  valeur  est  suffisamment  ap- 

log«— o.o8366  4--i- 

20» 

prochée,  et  on  trouve  qu'en  faisant  A=  x.104,  elle  représente  très- 
bien  les  nombres  de  la  Table  IX. 

■ 

(393)  Soit  proposé  maintenant  de  sommer  la  suite  de  fractions 

z  — 3»^5"^V^n  -r^f 

dont  les  dénominateurs  sont  les  quarrés  des  nombres  premiers  successifs. 
En  mettant  o»-f-<r  au  lieu  de  a»,  on  aura  *' — 3  =  ^— i— ^,  ou... 

S? +olc*  =r-?"*-ete'i  d'9u  l'on  lire  / 

La  constante  A  est  la  valeur  de  la  suite  prolongée  à  l'infini  ;  Euler  Ta 
trouvée  =0.202247.  (Introd.  in  Anal. ,  n*  282.). 


Digitized  by  Google 


QUATRIÈME  PARTIE.  5^ 
(5g4)  Quant  à  la  somme  de  la  série  réciproque  simple 


i 

z  » 


on  peut  la  déduire  des  deux  sommes  déjà  trouvées.  En  effet,  puisqu'on  a 


.o8366 


si  on  prend  les  logarithmes  de  chaque  membre,  on  aura  par  les  for- 
mules connues  : 


 +  ;     =  Iog(log*-o.o8366) 

^K^***?"  -log(,.io4> 

-f-  etc. 

Or  la  suite  51  +  5-,  "^"?»  *  P001"  80rnme  0*202247  >  en  négligeant 

les  termes  de  l'ordre  >|o'g  ^;  les  autres  sommes  se  réduisent  pareille- 
ment a  des  constantes  dont  il  est  aisé  de  trouver  des  valeurs  appro- 
chées ;  on  aura  donc  la  somme  cherchée 

.  •  •        *  - 

«  =  log(log«— o.o8566)  —  o.aai5, 

(395)  La  propriété  dont  jouit  la  suite  précédente,  d'avoir  une 
somme  infinie  ,  peut  jeter  quelque  jour  sur  la  loi  générale  des  nombre» 
premiers. 

En  effet,  considérant  u  comme  une  fonction  de  t»  qui  satisfait-  à 
l'équation 

1.1,1.1  ,  1 

si  et  devient  on  aura 

du    ,   **    ddu   ,  1  1  * 


a. 


T+-.TT+  etc.  =  — —  =  ,  -f  etc. 


Et  en  supposant  et  très-grand  ou  a.  très-petit  par  rapport  à  et,  ces 
suites  se  réduisent  à  leur  premier  terme  et  donnent  du  =  i  .  -A 
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Dans  la  même  hypothèse  de  »  très-grand,  on  peut  supposer  que 
la  valeur  de  a,  développée  suivant  les  puissances  descendantes  de  a, 
est  a  =  Joi"  -\-Bcjf  -f-  etc. ,  l'exposant  m  étant  plus  grand  que  les  sui- 
yans.  Eu  ne  considérant  donç  que  le  premier  terme  de  cette  suite,  on 

aurait  du—1-.  -~ ,  d'où  résulte  u=C— 

Mais  si  m  était  une  quantité  finie  positive  ,  lorsqu'on  fait  x  =  00  ,  u  se 
réduirait  à  la  constante  Çt  ce  qui  ne  peut  avpir  lieu ,  puisqu'on  sait 
que  «  est  alors  infini  ;  d'un  autre  côté  ,  on  ne  peut  supposer  ra=?o, 
parce  que  la  distance  entre  deux  nombres  premiers  consécutifs  aurait 
pour  limite  une  constante  /  ,  tandis  que  par  la  nature  de  ces  nombres 
elle  doit  augmenter  indéfiniment.  Donc  il  faut  que  m  soit  infiniment 
petit,  et  alors  ■«/•"-f-  Bv"  4-  etc.  prendra  h  forme  ^loga-f-l?;  fai- 
sant donc  a  =  Aloe «  +      ona  du —     —  .   d'où  résulte 

«=  ^loga-h  C 9  quantité  qui  devient  infinie,  comme  elle  doit  l'être  , 
lorsque  »  est  infinie. 

(3g6)  Ayant  a  z=z  A  logq»  -h  B,  on  en  déduit  aisément  U  fonction  y  , 
itt  moyen  de  l'équation/-^ i ,  ou  laquelle  donne djr=~t 


ce  qui  s'accorde  avec  la  formulé  générale  donnée  ci-dessus,  en  pre- 
nant J=it  £  =  — o.o8366. 

U  est  remarquable  qu'on  déduise  ainsi  du  calcul  intégral  une  pro- 
priété essentielle  des  nombres  premiers;  mais  toutes  les  vérités  ma- 
thématiques sont  liées  les  unes  aux  autres ,  et  tous  les  moyens  de  les 
découvrir  sont  également  admissibles.  C'est  ainsi  qu'on  a  cru  devoir 
employer  la  considération  des  fonctions,  pour  démontrer  divers  théo- 
rèmes fondamentaux  de  la  Géométrie  et  de  la 
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QUATRIÈME  PARTIE.  599 


§  IX.  Démonstration  de  divers  théorèmes  sur  les  progressions 

arithmétiques. 

(«97)  Soit  proposée  la  prùgtéè&m arrtfimétique 

A—  C,   2A—C,   5A—C  nA  —  C,  (Z) 

dans  laquelle  A  et  C  sont  des  nombres  quelconques  premiers  entre 
eux;  soit  9 un  nombre  premier  non-diviseur  de  A;  si  l'on  déterminé 
x  de  maniéré  que  Ax — C  soit  divisible  par  0,  la  valeur  de  x  sera 
généralement  de  la  forme  x  =  <t-f-fla,  d'où  l'on  voit  que  les  termes 
divisibles  par  0  dans  la  progression  proposée  forment  eux-mêmes  la 
progression  arithmétique 

A&—C,   A  (*-f-  fl)  —  C,   A  (a  4-  36)  —  C,  etc. 

et'  qu'ainsi  sur  fl  termes  consécutifs,  pris  partout  où  Ton  voudra  dans 
Ta  progression  (Z),  il  y  en  a  toujours  un  divisible  par  0,  lequel  est 
Suivi  et  précédé  «Tune  suite  d'autres  termes  également  divisibles  par  9, 
«t  distans  entre  eux  de  l'intervalle  0. 

Cela  posé,  soit  9,  A,  a*...^,  »,  une  suite  de  nombres  premiers , 
pris  à  volonté ,  dans  un-  ordre  quelconque ,  mais  dont  aucun  ne  divise  A. 
Nous  allons  chercher  quel  est,  dans  la  progression  (Z)  ,  le  plus  grand 
nombre  de  termes  consécutifs  qui  seraient  divisibles  par  quelqu'un  des 
nombres  de  la  suite  0  ,  A',  a*.  .  .-^ ,  »,  que  nous  appellerons  (*).  11  faut 
pour  cet  effet  examiner  d'abord  les  cas  les  plus  simples. 

(5c)8)  \é.  Si  l'on  ne  considère  que  deux  nombres  premiers  0 ,  A  ,  il 
ne  peut  y  avoir  plus  de  deux  termes  consécutifs  divisibles  l'un  par  0, 
l'autre  par  A,  et  ces  termes  peuvent  être  désignés  par  (fl),  (A).  Le  terme 
qui  suit  (A)  ne  peut  être  divisible  par  ô,  car  l'intervalle  avec  (8)  n'étant 
que  de  deux  termes,  il  faudrait  qu'on  eût  ô=  3;  mais  ce  cas  est  ex- 
clu, et  nous  ne  considérons  dans  la  suite  (a)  que  des  nombres  pre- 
miers impairs.  Vit  ht  même  raison1,  le  terme -qui  précède  (8)  ne' saurait 
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être  divisible  par  X  et  encore  moins  par  6;  donc  dans  ce  premier  cas 

le  maximum  cherche  M  =  2. 

(599)  Soient  les  trois  nombres  premiers  8,  X,  on  pourra  conce- 
voir trois  termes  consécutifs  divisibles  par  ces  nombres ,  lesquels  seront 
(0),  (X),  (n).  Pour  que  le  terme  qui  suit  (w.)  soit  divisible  par  0,  il  faut 
que  0  soit  3 ,  et  pareillement  pour  que  le  terme  qui  précède  fi  soit  di- 
visible par  il  faut  que  ft  soit  3.  Mais  comme  les  nombres  premiers 
que  nous  considérons  sont  nécessairement  différons  entre  eux ,  il  n'y  a 
qu'une  de  ces  deux  suppositions  qui  puisse  avoir  lieu.  Dans  le  cas  donc 
de  fl  =  3 ,  on  pourrait  avoir  quatre  termes  consécutifs  (3),  (X),  (fï)t  (3), 
divisibles  chacun  par  l'un  des  nombres  premiers  3,  X,  /».  A  la  suite 
de  ces  quatre  termes  on  n'en  peut  pas  mettre  un  cinquième;  car  la 
moindre  valeur  que  puisse  avoir  (X)  étant  5,  le  premier  terme  divi- 
sible par  5 ,  après  (X) ,  serait  le  septième  et  non  le  cinquième.  Donc 
dans  le  cas  où  la  suite  (a)  est  composée  de  trois  nombres  premiers  , 
on  a  au  plus  M =  4»  encore  faut-il  que  l'un  de  ces  nombres  premiers 
soit  3. 

(400)  Supposons  maintenant  que  la  suite  (a)  soit  composée  de  quatre 
nombres  premiers  S,  X,  /*,  ».  Si  l'on  considère  quatre  termes  consé- 
cutifs divisibles  par  ces  nombres,  savoir:  (0),  (X),  (/a),  (*);  pour  en 
ajouter  un  cinquième,  il  faudra  que  X  soit  3;  alors  on  aura  les  cinq 
termes  consécutifs  (0),  (3),  (/*),  (»),  (3).  Si  l'on  veut  ajouter  à  ceux-ci 
un  sixième  terme,  cela  ne  se  pourra  que  lorsque  0=5,  car  alors  on 
aurait  les  six  termes  (5),  (5),  (ft),  (r),  (3),  (5).  La  progression  ne 
peut  plus  être  continuée  ni  vers  la  droite,  ni  vers  la  gauche,  car  p  et 
»  devant  être  plus  grands  que  5,  les  termes  divisibles  par  jx  ou  par  » 
vont  beaucoup  au-delà.  Donc  dans  le  cas  où  la  suite  (a)  est  composée 
de  quatre  termes,  il  n'y  a  au  plus  que  six  termes  consécutifs  de  la  pro- 
gression (Z)  qui  soient  divisibles  par  quelqu'un  des  termes  de  la 
suite  (a).  On  a  donc  alors  M =6,  mais  ce  maximum  n'a  heu  que  lors- 
que deux  des  quatre  nombres  premiers  sont  3  et  5. 

(401)  On  conçoit  en  effet  que  les  nombres  premiers  les  plus  petits 
60nt  les  plus  propres  à  donner  la  plus  grande  valeur  de  M,  toutes 
choses  d'ailleurs  égales,  puisque  de  plus  grands  nombres  premiers 
rendent  plus  grands  les  intervalles  des  termes  dont  ils  sont  diviseurs. 
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En  vertu  de  celte  observation,  on  peut  considérer  tont  d'un  coup 
la  suite  naturelle  des  nombres  premiers  3,  5,  7. .  •4',  a  ,  en  en  laissant 
seulement  deux  indéterminés,  tels  qu'ils  sont  restés  dans  les  cas  pré- 
cédens  ;  et  le  maximum  trouvé  pour  cette  suite  aura  lieu  à  plus  forte 
raison  pour  la  suite  (a),  composée  d'un  pareil  nombre  de  termes 
0,  A,  ^...4,  ». 

Soient  donc  les  cinq  nombres  premiers  3,  5,  7,  a»;  on  a  déjà 
trouvé  qu'avec  les  quatre  seuls  3,  5,  ■»{/,  »,  on  pouvait  former  les  six 
termes  consécutifs  (5),  (3),  (4),  (et),  (3),  (5).  Si  à  la  place  de  ^  ou 
et  on  prenait  7 ,  alors  on  ne  pourrait  former  au  plus  que  les  huit  termes 
(5)>  (3),  (7),  («),  (3),  (5),  (4),  (3),  car  leur  continuation  adroite 
exigerait  que  et  fût  5,  et  à  gauche  que  fût  7.  On  obtiendra  un  ré- 
sultat plus  grand  en  laissant  (4-)  et  (et) ,  comme  dans  le  premier  ar- 
rangement,  et  en  ajoutant  (7)  d'un  côté,  ce  qui  permettra  de  l'ajouter 
en  même  temps  de  l'autre,  puisquè  l'intervalle  des  deux  termes  (7)  et 
(7)  sera  de  sept  termes,  comme  il  doit  être  :  on  aura  ainsi  les  huit 
termes  consécutif  (7),  (5),  (3),  (4),  (»),  (3),  (5),  (7).  Mais  de  plus 
on  voit  que  (5)  peut  être  ajouté  de  chaque  côté,  à  cause  de  l'intervalle 
requis  entre  les  (  3  )  les  plus  proches  ;  et  de  cette  manière  on  aura 
une  combinaison  de  dix  termes ,  savoir  :  (3)  ,  (7) ,  (5)  ,  (3) ,  ty) ,  (<*) , 
(3) ,  (5)  ,  (7) ,  (3).  Elle  ne  peut  être  prolongée  ni  d'un  côté  ni  de 
l'autre ,  parce  qu'il  faudrait  pour  cela  que  »  ou  ^  fût  5 ,  ce  qui  n'a 
pas  lieu,  5  étant  déjà  employé.  Donc  dans  le  cas  où  la  suite  (a)  est  com- 
posée de  cinq  termes,  le  maximum  cherché  est  M  =  10. 

(403)  On  aurait  pu,  par  une  simple  observation,  arriver  immédiate- 
ment à  ce  résultat.  Puisque  les  termes  divisibles  par  3  et  représentés 
par  (3)  se  succèdent  à  un  intervalle  de  trois  rangs,  que  les  termes  di- 
visibles par  5,  se  succèdent  à  un  intervalle  de  cinq  rangs,  et  ainsi  de  suite, 
la  série  des  termes  consécutifs  qu'on  veut  foi-mer  au  plus  grand  nombre 
possible ,  a  cette  propriété  commune  avec  la  série  des  nombres  impairs, 
commençant  à  un  terme  quelconque ,  puisque  dans  cette  dernière  les 
termes  divisibles  par  3 ,  par  5 ,  etc.  se  succèdent  pareillement  à  des  in- 
tervalles de  3  termes,  de  5  termes,  etc.  Mais  le  moyen  d'obtenir  le  plus 
grand  nombre  de  termes  consécutifs  de  cette  suite ,  qui  soient  divi- 
sibles par  quelqu'un  des  nombres  premiers  3,  5,  7,  il,  etc.,  est  de 
considérer  la  suite  des  nombres  impairs  dans  ses  moindres  termes , 
c'est-à-dire  dès  l'origine  de  cette  suite.  Car  à  une  distance  plus  grande 

5i 
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on  ne  manquerait  pas  d'être  arrête  par  des  nombres  premiers  plus  grands 
que  les  nombres  premiers  donnés,  et  qui  empêcheraient  la  coutinuité 
des  termes  qu'on  veut  former.  Il  faut  donc  tout  simplement  considérer 
la  série  i,  3,  5,  7,  9,  11,  etc.,  qu'on  peut  également  prolonger  dans 
l'autre  sens,  ce  qui  donnera 

.... —  9,  — 7,  — 5,  — 3,  — 1,  1,  3,  5,  7,  9.... 

on  parce  que  les  signes  des  nombres  sont  indifférons,  lorsqu'on  a  égard 
seulement  à  leur  propriété  d'être  divisibles  ou  non-divisibles  par  un 
nombre  donné,  on  pourra  considérer  la  double  suite 

...i5,  i3,  m,  9,  7,  5,  5,  1,  i,  3,  5,  7,  9,  11,  i3,  i5... 

dans  laquelle  les  termes  divisibles  par  5,  5,  7,  etc.  se  succéderont  tou- 
jours à  des  intervalles  de  5,  5,  7,  etc.  termes,  et  cette  suite  aura  l'avan- 
tage d'être  composée  des  moindres  nombres  possibles.  Désignant  comme 
ci-dessus  chaque  terme  par  le  moindre  nombre  premier  qui  en  est  di- 
viseur ,  on  pourra  la  représenter  ainsi  : 

..(3),  (,3),  (1 1),  (3),  (7),  (5),  (3), (,),  (,),  (3),  (5)  ,(7),  (5),  («  1), (i3),  (3).. 

(4o3)  Maintenant  si  les  nombres  premiers  donnés  sont  3,  5,  7,  4* 
ut  on  mettra  dans  la  suite  précédente  les  indéterminées  (4) >  («)  *  à  la 
place  des  deux  termes  (1)  et  (1)  qui  occupent  le  milieu,  et  on  prendra 
dans  les  termes  précédeos  et  suivans  tous  ceux  qui  n'excèdent  pas  (7). 
De  cette  manière ,  on  a  immédiatement  pour  le  cas  dont  il  s'agit  la 
suite 

C5),  (7),  (5),  (3),  (4),  (•),  (3),  (5),  (7),  (3), 

qui  est  composée  de  dix  termes  et  donne  le  maximum  M=io,  comme 
on  l'a  déjà  trouvé. 

Rien  de  plus  facile  ensuite  que  de  généraliser  le  résultat  pour  tant 
de  nombres  premiers  qu'on  voudra.  Si  on  a,  par  exemple,  les  six 
nombres  premiers  3,  5,  7,  11,  4>  »,  on  voit  que  la  combinaison  qui 
produit  le  plus  grand  nombre  de  termes  consécutifs  divisibles  par  quel- 
qu'un de  ces  nombres  premiers,  est 

(11),  (3),  (7),  (5),  (3),  (4),  (»),  (5),  (5),  (7),  (5),  (»), 
ce  qui  donne  le  maximum  cherché  A/=ia. 
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En  admettant  encore  un  nombre  premier  de  plus,  de  sorte  que  la 
suite  (a)  fut  composée  des  sept  termes  3,  5,  7,  11,  iS,  4,  »,  on  au- 
rait la  combinaison 

(3),  (1 3),  (1 1),  (3),  (7),  (5),  (3),  (4),  (.),  (3),  (5),  (7),  (3),  (1 1),  (. 3),  (3), 

laquelle  est  composée  de  seize  termes  et  donne  M  =16.  Elle  ne  peut 
être  prolongée  plus  loin,  parce  que  le  terme  qui  viendrait  à  la  suite , 
d'un  côté  ou  de  l'autre,  est  (17);  or  quand  même  4  ou  et  serait  égal 
à  17,  on  ne  peut  l'employer  pour  continuer  la  suite,  puisqu'il  laisserait 
vers  le  milieu  une  place  vide. 

(4o4)  Maintenant  j'observe  que  le  nombre  16  qui  satisfait  à  la  ques- 
tion précédente  n'est  autre  chose  que  17  —  x  ,  17  étant  le  nombre  pre- 
mier qui  suit  immédiatement  i3  ;  et  il  est  aisé  de  voir  que  ce  résultat, 
ainsi  généralisé  ,  est  exact  ;  car  la  progression  dont  nous  venons  de  faire 
usage  n'est  autre  chose  que  la  progression  des  nombres  impairs  1,  3,  5, 
7,  g,  etc.  répétée  dans  deux  sens  différens  ,  ët  dans  laquelle  on  a  dé- 
signé chaque  terme  par  le  plus  petit  nombre  premier  qui  en  est  divi- 
seur; de  sorte  qu'on  peut  établir  ainsi  la  correspondance  de  ces  deux 
progressions  : 

17,  i5,  i3,  11,   9,  7,  5,5,  1,  1,  5,  5,  7,  9,  11,  i3,  i5, 1*7 

(3),  C«  3),  (,  0,  (3),  (7),  C^),  (3),  (5),(5),  (7),        0,C«  3),(3); 

or  par  cette  disposition  on  voit  évidemment  que  le  nombre  de  termes 

*  * 

compris  entre  les  deux  désignés  par  17,  17,  est  17—  Ij  donc  on  a 
M=  17  —  1. 

11  n'est  pas  moins  facile  de  voir  en  général ,  que  si  la  suite  (a)  est 
composée  de  h  nombres  premiers,  dont  deux,  4  et  »,  sont  indéter- 
minés, et  les  A  —  2  autres  forment  la  suite  naturelle  3,  5,  7,  11,  i3, 
17,  etc.  jusqu'à  'jr<*-,);  le  maximum  cherché  sera 

—  1, 

étant  le  terme  de  rang  k — 1  dans  la  suite  des  nombres  pre- 
miers 3,  5,  7,  11,  etc. 

Cette  formule  s'accorde  avec  les  résultats  particuliers  que  nous  avons 
trouvés,  et  il  en  résulte  le  théorème  général  qui  suit: 
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(4©5)  «  Soit  donnée  une  progression  arithmétique  quelconque  A~-C9 
»  *A — C,  5A — C,  etc. ,  dans  laquelle  A  et  C  sont  premiers  entre  eux  ; 
»  soit  donnée  aussi  une  suite  8,  A,  pt. .  .•>{/,  a,  composée  de  k  nombres 
»  premiers  impairs,  prisa  volonté  et  disposés  dans  un  ordre  quelconque; 
m  si  on  appelle  en  général  *(0  le  z'imr  terme  de  la  suite  naturelle  des 
n  nombres  premiers  3,  5,  7,  n,  etc.,  je  dis  que  sur  irll~°  termes 
»  consécutifs  de  la  progression  proposée,  il  y  en  aura  au  moins  un  qui 
»  ne  sera  divisible  par  aucun  des  nombres  premiers  8,  A,  pt.  .  .>L,  «.» 

En  effet,  on  vient  de  prouver  que  dans  la  progression  dont  il  s'agit , 
il  ne  peut  y  avoir  au  plus  que  or0-0 —  1  termes  consécutifs  qui  soient 
divisibles  par  quelqu'un  des  nombres  premiers  8,  A,  pu. .  .>L»  »•  D°nC 
sur  cr(*-,)  termes  consécutifs ,  il  y  en  aura  au  moins  un  qui  ne  sera  di- 
visible par  aucun  de  ces  nombres. 

Ce  théorème  très-remarquable  est  susceptible  de  plusieurs  belles  ap- 
plications. On  en  jugera  par  les  deux  conséquences  que  nous  allons 
en  tirer. 

(4o6)  La  progression  A—C,  2A — C,  "$A-—C>  etc.  étant  conti- 
nuée jusqu'au  n,im"  terme  nA  —  C,  soit  L  le  plus  grand  entier  compris 
dans  y  (nA — C)  ;  soit  en  même  temps  a  le  nombre  premier  immédiate- 
ment au-dessous  de  X,  et  4  le  nombre  premier  qui  précède  «;  si  dans 
la  progression  A — C,  nA —  C,  ZA —  C,  etc.,  on  prend  partout  où  l'on 
voudra  -\>  termes  consécutifs,  il  faut,  en  vertu  du  théorème  précédent , 
que  sur  ces  -t  termes  il  y  en  ait  au  moins  un  qui  ne  soit  divisible  par 
aucun  des  nombres  premiers  3,  5,  7,  II . .  «,  et  qui  sera  par  con- 
séquent un  nombre  premier,  la  progression  étant  terminée  au  terme 
nA  —  C. 

Le  nombre  des  termes  de  la  progression ,  depuis  celui  qui  ap- 
proche le  plus  de  \Z(jiA — C)  jusqu'au  dernier  terme  nA—Cy  est  à 

peu  près  n — V\ji)  i  (car  on  suppose  C<A,  et  on  a  4  <  \/nA): 
Donc  dans  les  n  termes  de  la  progression  dont  il  s'agit ,  il  y  aura  au 

moins  autant  de  nombres  premiers  qu'il  y  a  d'unités  dans— p^-,  00 

à  peu  près  dans  1/3-  Ce  nombre  peut  être  aussi  grand  qu'on  veut, 

en  donnant  à  n  la  valeur  convenable.  Donc 

m  Toute  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme  et  la  raison 
m  sont  premiers  entre  eux ,  contient  une  infinité  de  nombres  premiers.  » 
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Cette  proposition ,  qui  est  très-utile  dans  la  théorie  des  nombres, 
avait  été  indiquée  dans  les  Mémoires  del'Acad.  des  Sciences,  an  1785; 
mais  jusqu'à  présent  sa  démonstration  n  était  point  encore  connue  et 
paraissait  offrir  de  grandes  difficultés. 
• 

(407)  On  pourrait,  s'il  était  nécessaire,  resserrer  graduellement  les 
limites  entre  lesquelles  doit  se  trouver  un  nombre  premier;  car  le  nombre 
^-c*— O  qUi  fixe  l'étendue  de  ces  limites,  diminue  en  même  temps  que  n, 
et  à  peu  près  en  raison  de  \/n  ;  donc  lorsque  n  est  moindre ,  ou  que 
la  progression  est  moins  avancée ,  il  faut  un  moindre  nombre  de  tenues 
consécutifs  pour  trouver  parmi  eux  un  nombre  premier,  que  lorsque 
la  progression  est  plus  avancée.  Par  cette  raison  on  trouverait  une  quan- 
tité plus  grande  que  y/ pour  le  nombre  des  termes  de  la  progression 
qui  sont  des  nombres  premiers;  ce  résultat  augmenterait  eneore  en  ex- 
cluant les  nombres  premiers  impairs  qui  peuvent  diviser  A  ;  car  si  le 
nombre  de  ceux-ci  est  i,  alors  au  lieu  du  nombre  tt4*-^  mentionné 
dans  le  théorème  du  n°  4o5,  on  devrait  prendre  ^k~'~0.  Mais  ce»  ob- 
servations sont  peu  importantes ,  et  il  suffit  d'avoir  démontré  générale- 
ment que  toute  progression  arithmétique,  dans  laquelle  C  et  A  sont 
premiers  entre  eux,  contient  une  infinité  de  nombres  premiers.  Quant 
à  la  multitude  des  nombres  premiers  contenus  dans  n  termes  de  la  pro- 
gression arithmétique ,  elle  ne  peut  être  déterminée  que  par  d'autres 
considérations.  • 

(408)  Examinons  plus  particulièrement  la  progression  des  nombres 
impairs  1,  3,  5,  7,  9. . .  an— 1 ,  et  proposons-nous  de  trouver  combien 
de  termj^  il  faut  ajouter  à  cette  progression ,  pour  que  parmi  ces  termes 
il  se  trouve  nécessairement  un  nombre  premier. 

Soit  \  le  nombre  premier  qui  satisfait  à  la  question  ,  et  a>  le  nombre 
premier  qui  suit  immédiatement  4  ;  a  faudra,  suivant  notre  théorème, 
que  a  soit  le  plus  grand  nombre  premier  contenu  dans  i/(a»-f-a4— -i); 
donc  «•  —  a4~t"  1  <a/î-  Mais  t»  —  4  11c  saurait  être  moindre  que  a, 
on  aura  donc  u% — 2»-f-i<an — 4;  d'où  résulte  a  —  i<v/(an— 4), 
et  par  conséquent  4  < —  —  4)-  Cett«  solution  générale  four- 

nit le  théorème  suivant  : 

«  Soit  4  ^c  plus  grand  nombre  premier  contenu  dans  y/{.  — ,  '  —  1  ; 
»  je  dis  que  parmi  les  4  nombres  impairs  qui  suivent  immédiatement 
m  y.  —  :  ,  il  y  aura  toujours  au  moins  un  nombre  premier.  » 


4o6  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

(409)  Par  exemple,  soit  an—  i  =  n3,  ou  «=57 ,  le  nombre  pre- 
mier le  plus  grand  contenu  dans  vTïô — 1  est  7.  Donc  parmi  les  sept 
nombres  impairs  qui  suivent  n3  et  qui  sont:  n5,  117,  119,  iai, 
ia3,  ia5,  127,  il  y  a  nécessairement  uu  nombre  premier;  c'est  137, 
qui  est  précisément  le  septième. 

Ici  la  limite  fixée  à  7  ne  s'est  trouvée  que  de  la  grandeur  nécessaire  ; 
le  plus  souvent,  et  surtout  lorsque  n  est  très-grand,  elle  est  beaucoup 
trop  étendue;  on  l'agrandirait  encore,  mais  on  simplifierait  leuoncé 
du  théorème,  en  disant  que  de  L  à  L~\-i\/L  il  doit  nécessairement 
se  rencontrer  un  nombre  premier. 

Ce  théorème  est  au  moins  un  premier  pas  vers  la  solution  du  problème 
regardé  comme  très-difficile ,  de  trouver  un  nombre  premier  plus  grand 
qu'une  limite  donnée. 

Remarque.  Si  on  donnait  à  n  des  valeurs  très-petites ,  on  trouverait 
que  ce  théorème  est  sujet  à  quelques  exceptions  ;  mais  comme  on  a 
supposé  que  4  est  un  terme  de  la  suite  5,  5,  7,  11,  etc.,  il  faut 
que  /(an  —  4) —  1  soit  plus  grand  que  3  ,  ainsi  on  doit  faire  n  >  10, 
et  alors  il  n'y  aura  aucune  exception. 
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§  X.  Où  Von  prouve  que  tout  diviseur  quadratique  de  la 
formule  t2-f-Nua,  contient  au  moins  un  nombre  Z  plus 
petit  que  N  et  premier  à  N  ou  à  \  N. 


(4io)  Vjettk  proposition  est  nécessaire  pour  compléter  la  démons- 
tration du  théorème  XII  de  la  troisième  partie;  elle  se  vérifie  immé- 
diatement daus  tous  les  exemples  qu'on  peut  se  proposer,  et  même  on 
peut  donner  la  valeur  générale  de  Z  dans  un  grand  nombre  de  divi- 
seurs quadratiques  qui  contiennent  un  coefficient  indéterminé  et  s'étendent 
ainsi  à  une  infinité  de  valeurs  de  N.  Mais  nous  ne  donnerons  de  ces 
cas  particuliers  que  ceux  qui  sont  nécessaires  pour  conduire  à  la  dé- 
monstration générale. 

Comme  nous  avons  principalement  en  vue  les  formules  de  la 
Table  VIII,  qui  font  le  sujet  du  théorème  cité,  nous  ferons  usage 

des  mêmes  dénominations.  Soit  donc  le  diviseur  quadratique  

r  =  cj*  -f-  îbjrz  -f- as* ,  où  l'on  a  ac-—b%=zNy  a  et  c>a/>,  et 
c  <i\/~N  ;  on  suppose  que  les  trois  nombres  at  br  c  n'ont  pas  de 
commun  diviseur;  car  s'ils  en  avaient  un,  il  est  évident  que  la  propo- 
sition énoncée  ne  pourrait  avoir  lieu. 

(411)  Cela  posé,  remarquons  d'abord  qu'il  y  a  deux  cas  principaux 
où  on  obtient  immédiatement  la  valeur  de  Z. 

ie.  Si  l'un  des  deux  nombres  «  et  c  n'a  point  de  diviseur  commun 
avec  iV,  ou  s'il  n'a  que  2  de  commun  diviseur,  ce  nombre  pourra  être 
pris  pour  Z. 

a".  Si  le  diviseur  quadratique  proposé  manque  de  second  terme ,  de 
sorte  qu'on  ait  r=çr*-f-as*  et  JS  —  ac,  il  est  visible  que  le  nombre 
c-f-<i,  compris  dans  I",  est  plus  petit  que  ac  et  n'a  aucun  diviseur 
commun  avec  ac  ;  donc  dans  ce  cas  on  a  généralement  Z  =  e4-«. 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'examiner  les  cas  où  b  n'étant  pas  zéro, 
les  coefficiens  a  et  c  ont  chacun  un  diviseur  commun  avec  N. 

Dans  cette  double  supposition,  non-seulement  il  est  possible  de  trou- 
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ver  le  nombre  cherché  Z  dans  la  formule  proposée  ejf*  +  îbyz  -f-  az*f 
mais  il  est  possible  de  le  trouver  dans  la  formule  moins  générale. . . . 
cy*  -f-  nby  -f-  a.  IN'ous  allons  donc  faire  voir  qu'on  peut  toujours  satis- 
faire à  l'équation  Z  =  9*4- a^r-f-a,  en  supposant  Z  moindre  que 
JV  et  premier  à  N  ou  à  £  N. 

(41  a)  Soit  6*Xle  plus  grand  commun  diviseur  de  c  et  N;  nous  repré- 
sentons ainsi  ce  diviseur  afin  d'exprimer  que  X  n'a  que  des  facteurs 
inégaux,  et  pour  pouvoir  conclure  de  l'équation  ac — b*z=N  que  Q\ 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c  et  de  b.  Soit  donc  c=fl»Âc'., 
4  =  flA&',  N  =  faN'y  on  aura  jy^ac'  —  Xb",  et  le  diviseur  Z  de- 
viendra 

Z  =  ô'Âc^-f-  2$\by  +  a. 

J'observe  d'abord  que  Z  ne  peut  avoir  aucun  diviseur  commun  avec 
flA;  car  si  un  même  nombre  premier  «  divisait  Z  et  ÔÀ,  il  est  évident, 
par  la  formule  précédente,  qu'il  diviserait  a;  donc  les  trois  coefliciens 
at  bt  c  seraient  divibles  par  un  même  nombre,  ce  qui  est  contre  la 
supposition. 

Mais  on  a  N  sa  6'AiV'  ;  donc  s'il  y  a  un  commun  diviseur  entre  Z  et 
N t  ce  même  diviseur  aura  lieu  entre  Z  et  N';  et  réciproquement  si 
Z  et  N'  sont  premiers  entre  eux,  Z  et  N  le  seront  aussi,  comme  la 
question  l'exige. 

Tout  se  réduit  donc  à  faire  ensortc  que  Z  et  JV*  n'aient  point  entre 
eux  de  commun  diviseur.  Or  la  valeur  de  Z  étant  multipliée  par  c' 
donne 

et  d'ailleurs  les  nombres  c'  et  iV  sont  premiers  entre  eux,  puisque  6'\ 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c  et  N.  Donc  on  sera  assuré  que 
Z  et  N  n'ont  point  de  commun  diviseur  impair,  si  on  fait  ensorte  que 
fle^H-tf  et  If  soient  premiers  entre  eux. 

(41 5)  Appelons  a',  ttm . . .  .*(0  les  i  différons  nombres  premiers  im- 
pairs qui  peuvent  diviser  N'  -,  si  on  désigne  par  *>  le  tenue  de  rang 
i  — 1  dans  la  suite  naturelle  des  nombres  premiers  5,  5,  7,  11,  etc., 
et  que  d'après  le  terme  général  dey  -f-  b\  où  Bc  et  b'  sont  premiers 
entre  eux,  on  forme  la  progression  arithmétique  indéfinie  dans  les  deux 
sens  : 

...  —  aôc'-r-A',  — flc'H-4',  bt  y  +  b\  aflc'-f-*',  ••• 
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Il  a  été  démontré  (n°  4o5)  que  sur  /t0-0  termes  consécutifs  de  cette 
progression,  il  y  en  aura  au  moins  un  qui,  n'étant  divisible  par  au-' 
cun  des  nombres  premiers  a*,....ac0,  sera  nécessairement  pre- 
mier à  JV'. 

On  trouvera  donc  ainsi  tant  de  valeurs  de  Z  qu'on  voudra ,  lesquelles 
n'auront  aucun  diviseur  commun  avec  JV;  mais  il  reste  à  faire  voir  que 
parmi  ces  valeurs  il  y  en  aura  toujours  au  moins  une  moindre  que  JV. 

(414)  Observons  d'abord  que  pour  avoir  les  limites  des  valeurs  àcy 

qui  rendent  Z  moindre  que  JV,  il  faut  résoudre  l'équation  

JV 'as  cjr*  4-  zbj-\-  a ,  laquelle  donne  pour  ces  limites 

_  — &->-i/(dV— ç)  .__-&-V(ciV-0 
*  c  *     J  c 

m 

Leur  différence  -  \/(cN—c)  est  à  très-peu  près  le  nombre  des  valeurs 

de  y  qui  rendent  Z  •<  JV;  car  au  moyen  des  valeurs  précédentes,  et 
en  observant  qu'on  a  *<£c,  on  trouve  aisément  que  le  nombre  do 

ces  valeurs  est  égal  à  l'entier  compris  dans  -  \/(cN —  c) ,  ou  ne  peut 

surpasser  cet  entier  que  d'une  unité.  Appelant  donc  »'  ce  nombre, 

on  aura  n' = EQ  c^  ,  ou  dans  certains  cas,  n'=  1  -^EÇ  i 

mais  on  peut  s'en  tenir  généralement  à  la  première  valeur ,  elle  calcul 
ne  sera  que  plus  concluant  en  faveur  de  notre  proposition. 

On  peut  donner  a  cette  valeur  une  forme  plus  commode.  Puisque 
a  et  c  ont  chacun  un  commun  diviseur  avec  JV,  et  que  b  n'est  pas 
zéro ,  il  faut  que  b  soit  divisible  au  moins  par  deux  nombres  premiers 
impairs  différons  l'un  de  l'autre  ;  ainsi  b  ne  saurait  être  moindre  que 
3x5,  et  comme  on  a  c>a£,  on  doit  donc  avoir  aussi  c>3o. 

Le  même  nombre  c,  supposé  le  plus  petit  des  deux  a  et  c,  est 
<.tx]/\N;  et  comme  on  a  cN — c>(c — i)JV,  la  valeur  de  n'  peut 
être  mise  sous  la  forme 

où  l'on  a  ~^>g,  ^>  1  ;  ce  qui  donne 

5* 
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11  faut  maintenant  faire  voir  que,  quel  que  soit  le  nombre  i  des  fac- 
teurs premiers  difTérens  dont  N'  est  composé,  on  aura  toujours 

(4i5)  Reprenons  la  valeur  JtT  =ac'  —  Ai'»,  et  supposons  que  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  a  et  iV  soit  .  fi%  étant  le  plus  grand 
qvarré  qui  en  est  facteur  ;  il  faudra  que  U  soit  divisible  par  (Jlv  :  ainsi 
en  faisant  a=fiW,  b'  =  p»b\  on  aura  N'=.fA.*v{a'c' — Ay£'»).  Le  fac- 
teur fjf  pourrait  se  réduire  à  l'unité,  mais  r  est  un  facteur  impair  qui 
reste  nécessairement ,  puisqu'on  raisonne  dans  l'hypothèse  que  a  et  N 
ont  un  commun  diviseur  autre  que  a.  Quant  à  l'autre  facteur  de — Xib'% 
on  peut  faire  voir  qu'il  est  plus  grand  que  3Ari**j  car  a  et  c  étant  l'un 
et  l'autre  >  ai,  on  a  oc>4i*,  ce  qni  donne  dc'^>^Ktb'*.  Cela  posé, 
on  voit  que  iY'  ne  peut  avoir  moins  de  deux  facteurs  impairs  difTérens,. 
ou  que  i  ne  peut  être  moindre  que  a.  Nous  allons  examiner  successive- 
ment les  difTérens  cas  qui  ont  lieu  selon  les  différentes  valeurs  de  i. 

Supposons  i8.  que  N'  n'a  que  deux  facteurs,  r  et«;  le  nombre  i 
étant  3,  on  aura  pP^^stfd  =  5,  puisque  3  est  le  premier  terme  de  la 
suite  3,  5,  7,  ii,  etc.  U  faut  donc  prouver  que  n'  est  plus  grand 
que  3. 

Ayant  d'une  part  iV=  rat,  et  de  l'autre  N'  >  3A»»i'*,  on  a  à  plus 
forte  raison  et  ^  5 A?  ;  et  comme  les  moindres  nombres  a  prendre  pour 
A  et  v  sont  3  et  5 ,  on  aura  a.  >  45.  Ainsi  on  ne  saurait  supposer  a 
moindre  que  46  ou  47»  on  peut  prendre  «t  =  46,  parce  que  le  fac- 
teur a  ne  change  rien  au  résultat  qu'on  veut  obtenir.  Alors  on  aura 
Nz=frxN'=â»\v . 46  ;  la  moindre  valeur  de  N  est  donc  iV==î .  5 .46=690  , 

é"où  résulte  n'  >  —  t/690  >9,37.  Donc  si  W  n'a  que  deux  fceteurs 

premiers  impairs  ,  on  aura  n'  >  /*('~°. 

a*.  Supposons  que  N'  a  trois  facteurs  premiers,  et  de  plus  que  ces 
facteurs  sont  inégaux,  afin  de  rendre  d'autant  plus  grande  la  valeur 
de  îj  on  fera  donc  iV=i>«£,  tes  S,  ce  qui  donnera  ftt'~,)=^w=5; 
il  faudra  encore  qu'on  ait  N'  >  5v*Kb'*;  et  par  conséquent  a£>3j»À. 
La  quantité  3rA  a  pour  minimum  3.3.5,  ou  45;  donc  a£>45.  Mais 
les  nombres  a  et  €  doivent  être  inégaux  entre  eux  et  difTérens  de  3  et  5  ; 
on  ne  peut  donc  prendre  pour  a  et  C  des  valeurs  moindres  que  7  et  1 1. 
Elles  donnent  iV'  =  j»  .  7 . 1 1 ,  et  la  moindre  valeur  de  JVr  =  6,AJV  sera 

A». 7. 11,  ou  3.5.7.11.  Mais  il  est  évident  que  \/(5. 5.7.11)  est>5. 
Donc  on  a  encore  /»'>/k.('-°. 
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5*.  Soit  N*=zmÇy;  ces  quatre  fadeurs  étant  impairs  et  inégaux,  on 
aura  1  =  4  et  ftc*r,)=ft."  =  7.  Dans  ce  cas  la  moindre  valeur  de 

jV  =  9'Xntff>  sera  3.5.7.ii.i3j  or  ^/(3.5. 7 . 1 1  .i3)  ou  ^(7.11.13.15) 
est  évidemment  plus  grande  que  7  ;  donc  on  a  encore  ri  > 

4*.  En  admettant  un  facteur  de  plus,  on  aurait  <=5,  /t0-0  =11, 
et  la  moindre  valeur  de  N  étant  3.5.7.11.13.17  ou  1 1 . i3. 17. io5, 

on  aurait  i/N>nf  et  par  conséquent  »'>  ^  V/iV>ft(i—). 

L'inégalité  devient  évidemment  de  plus  en  plus  grande  en  faveur 
de  ri,  à  mesure  que  le  nombre  des  facteurs  augmente  au-delà  de  trois  : 
ainsi  la  proposition  est  rigoureusement  démontrée  lorsque  IT  aura  uu 
nombre  quelconque  de  facteurs  impairs,  inégaux. 

S'il  y  a  des  facteurs  égaux  dans  iV,  ils  n'entreront  que  comme  fac- 
teurs simples  dans  la  valeur  de  t ,  et  par  conséquent  dans  celle  de ,u'"°  ; 
4 

mais  y  J\'  augmentera  et  l'inégalité  deviendra  encore  pins  grande  en 
faveur  de  ri.  Q  en  sera  de  même  du  facteur  a,  qui,  lorsqu'il  a  lieu, 
augmente  la  valeur  de  ri  sans  augmenter  celle  de  /*Ci-'\ 

Donc  dans  toutes  les  formules  qui  ne  se  rapportent  pas  aux  cas  1 
et  2  du  a*  41»  t  on  pourra  toujours  trouver  un  ou  plusieurs  nombres  Z 
plus  petits  que  N  «t  premiers  a  .V  ou  a  ; 
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§  XI.  Méthodes  pour  trouver  combien ,  dans  une  progression 
arithmétique  quelconque ,  il  y  a  de  termes  qui  n*  sont 
divisibles  par  aucun  des  nombres  premiers  compris  dans  une 
suite  donnée. 

(4x6)  Considérons  de  nouveau  la  progression  arithmétique 

A  —  Ct    2A—C,    5A  —  C  nA—C, 

dans  laquelle  A  et  C  sont  premiers  entre  eux,  et  soit  &  un  nombre 
premier  non-diviseur  de  A.  Si  on  détermine  le  nombre  8"  plus  petit 
que  6,  de  manière  que  Ah"  -f-  C  soit  divisible  par  fl,  et  qu'on  fasse 
x  =  6s  —  fl%  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans  cette  formule  ren- 
dront Ax  —  C  divisible  par  6.  Cela  posé,  le  nombre  des  termes  delà 
progression  proposée  étant  n,  supposons  qu'on  demande  combien  il  y 
a  de  ces  termes  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  fl. 

Si  n  est  un  multiple  de  0,  il  est  clair  que  le  nombre  des  termes 

divisibles  par  6  sera  £  ;  donc  le  nombre  des  termes  non-divisibles  étant 

nommé  jr  >  on  aura 

Si  n  n'est  pas  un  multiple  de  fl,  la  formule  précédente  désignera,  à 
une  fraction  près,  le  nombre  des  termes  non-divisibles  par  8.  Mais 
pour  avoir  une  formule  exacte  dans  tous  les  cas  ,  observons  que  les 
termes  divisibles  par  9  forment  la  suite  A(Q — fl4) — C,  A(?fo — 9°) — C9 
A(*iï — 6")— C,  etc.,  jusqu'à  un  terme  kAQ — AB' — C,  aussi  approché 
qu'il  est  possible  de  An — (7,  et  plus  petit  que  An — C. 

Désignons  à  l'ordinaire  par  EÇ1       ^  l'entier  le  plus  grand  conte- 

nu  dans  — ^ —  ;  cet  entier  sera  la  valeur  de  k  ;  donc  le.  nombre  des 

termes  divisibles  par  6  dans  la  progression  proposée  sera  E 
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et  par  conséquent  le  nombre  des  termes  non-divisibles  est 

Lorsque  n  est  divisible  par  6,  l'entier  contenu  dans  "     6  est  quel 

que  soit  0*,  puisque  fla  est  positif  et  <ô.  Donc  alors  on  aura  

y  ss  w  —  g ,  comme  ci-dessus. 

(417)  Soient  maintenant  9  et  X  deux  nombres  premiers  non-diviseurs 
de  A ,  et  soit  proposé  de  trouver  combien,  dans  la  même  progres- 
sion ,  il  y  a  de  termes  qui  ne  sont  divisibles  ni  par  û  ni  par  X. 

Désignons  en  général  par  A*  le  nombre  positif  et  moindre  que  A  , 

qui  rend  Ah?-\-  C  divisible  par  A;  l'expression  E  Ç  — -j—  \  désignera 

le  nombre  des  termes  divisibles  par  0  dans  la  suite  proposée  ,  et 

E  (~~^~)>  Ie  nombre  des  termes  divisibles  par  A.  Si  on  retranebe  l'un 

et  l'autre  du  nombre  total/»,  il  restera  »  —  E^1^)  —  E  (^~-*)' 

Mais  de  cette  manière  on  retrancherait  deux  fois  les  termes  divisibles 
par  ÔÂ  ;  pour  ne  les  retrancher  qu'une  fois ,  ainsi  que  la  question  l'exige, 
il  faut  ajouter  à  la  quantité  précédente  le  nombre  des  termes  divisibles 

par  9\,  lequel  est  E(n+^y>).  On  aura  ainsi  le  nombre  demandé 

r«V_jf(i+£)+«(î^) 


Dans  le  cas  où  n  est  divisible  par  8x ,  cette  formule  devient 

<»-»)(-*> 

(4 18)  En  général  soient  8,  A,  /t. .  .4,  û»,  tant  de  nombres  premier» 
qu'on  voudra  (2  excepté)  dont  aucun  ne  divise  A ,  et  soit  proposé  de 
trouver  combien  ,  dans  la  progression  A — C,  z/i — C  f . . .  .nA — Ct  il 
y  a  de  termes  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  de  ces  nombres  ;  il  fau- 
dra distinguer  deux  cas  : 

!•.  Si  n  est  un  multiple  du  produit  Ofyt  J^û»,  le  nombre  demandé 
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Ja=»(,_^(.-i)(,-i)  0-O--W 

Cette  même  formule  donnera  en  général  un  re'sultat  approché  pour  toute 
valeur  de  »;  mais  l'approximation  pourrait  devenir  fautive  si  le  produit 
Bip..  .4»  équivalait  à  une  puissance  très-élevée  de  n. 

a°.  Quel  que  soit  n,  on  obtiendra  toujours  la  solution  exacte,  au 
moyen  de  la  formule 

j^n-fE  +fS  Ç±£X) -fX   0>') 

dans  laquelle  /Jg("  exprime  la  somme  des  entiers  £  (^y-^) > 

E(l±£)t  etc.,  dus  aux  simples  nombres  8,  X,  etc.;/£  Q^^) 
la  soJme  des  entiers  E  (^!)  ,  E(^±^)r  etc. ,  dus  aux 

produits  deux  à  deux  de  ces  nombres,  et  ainsi  de  suite;  ces  quan- 
tités devant  être  formées  dans  toutes  les  combinaisons  possibles  et  avec 
les  mêmes  signes  que  les  termes  de  même  dénomination  dans  le  pro- 
duit développé  »  (1  —         —   (*"■;)• 

Il  faut  observer  cependant  que  dans  la  formule  (b')  les  termes  no 
doivent  être  continués  que  tant  que  les  dénominateurs  A  n'excèdent 
pas  An  —  C,  dernier  terme  de  la  suite  proposée  ;  car  lorsque  A  sur- 
passe ^/t  — C,  le  nombre  A«  qui  rend  ^A°+  C  divisible  par  A,  est 

plus  petit  que  A  —  n;  ainsi  on  a  E  (W"^A°)  =  o. 

Dans  le  cas  où  n  est  un  multiple  du  produit  Ôty*. .  .fy»  =  n,  chaque 
terme  E  C~^)  de  la  formule  (b')  se  réduit  à  j,  et  on  retombe  exac- 
tement sur  la  formule  (a'). 

En  général  si  oaan=to+»n,  la  valeur  de 7  sera  composée  i\  de 
la  partie  A(8— 1)  (A— 1). . .(«— 1)  qui  répond  à  la  valeur  n =ftj  a*,  de 
la  partie  qui  répond  à  la  valeur  /i=m,  et  qui  est  donnée  par  la  formule  (b'). 

(419)  Dans  le  Cas  particulier  où  l'on  considère  la  progression  des 
nombres  impairs  i,  5,  5.  ..2»  —  1,  on  a  i=j,  C=i ,  et  la  valeur 
de  A*  qui  rend  aA'-f-  1  divisible  par  A,  est  en  général  A*=i(A — 1), 
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ce  qui  permet  de  former  immédiatement  tous  les  terme*  de  la  for- 
mule (V),  chacun  étant  dtE  (n+H*~  °). 

Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  combien,  dans  les  100  pre- 
miers termes  de  la  progression  j,  3,  5,  y,  g,  etc.,  jl  y  a  de  termes 
qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  nombres  premiers  3,  5,  7,  1 1  ; 
la  formule  générale  donnera 

*c-r)+*œ-*(â) 

-  Jî  (£)  +  E 

On  ne  va  pas  plus  loin,  parce  que  les  autres  produits  formés  avec  les 
facteurs  3,  5,  7,  11,  surpasseraient  199,  dernier  terme  de  la  suite  pro- 
posée. Faisant  donc  les  rédactions,  on  aura  y  as  43. 
La  formule  d'approximation  (a')  -donne  pour  le  même  cas  « 

y  =  100. | .  g  .  -  .  iy=s  41  ^,  ce  qui  s'écarte  peu  de  la  vérité. 

(420)  Examinons  plus  particulièrement  la  suite  des  nombres  impairs 

1 ,  3,  5,  7,  jusqu'à  an—  1  =«,  et  désignons,  pour  abréger,  par  T  H-J 

le  nombre  des  termes  qui  restent  de  cette  progression ,  après  avoir  sup- 
primé ceux  qui  sont  divisibles  par  quelqu'un  des  nombres  premiers  suc- 
cessifs 3,  5,  7,  11. .  .a.  Nous  distinguerons  deux  cas  : 

i°.  Si  l'on  a»  =  ou  >j/a,  tous  les  termes  dont  il  s'agit  seront  des 
nombres  premiers  ;  supposons  donc  que  par  N  {u9  a)  on  désigne  com- 
bien il  y  a  de  nombres  premiers  depuis  «  jusqu'à  a ,  Tua  et  l'autre 
inclusivement,  on  aura 

T (")= 

Quant  au  nombre  iV(«,  a),  il  se  trouvera  ou  par  les  Tables,  ou  par 
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la  formule  approchée 

dans  laquelle  c  ss  i,o8366. 

a".  Si  on  a  «#<  v/a,  appelons  a>',  a>',  etc.  les  nombres  premiers  qui 
suivent  »,  depuis  «  jusqu'à  y/a\  appelons  en  outre  d,  dt  a',  etc.  les 

entiers  impairs  les  plus  grands  contenus  dans  les  fractions       4  i 

etc.  Parmi  les  termes  dont  le  nombre  est  représenté  par  T1^)  , 

il  y  a  d'abord  tous  les  nombres  premiers  de  »'  à  a,  lesquels  avec  le 
premier  terme  i,  qui  est  toujours  du  nombre  des  restans,  font  un 
nombre  iV(»',  a)-\~i  ou  N(ot,  a).  Viennent  ensuite  les  nombres  qui 
résultent  du  produit  de  »'  par  chacun  des  nombres  premiers  de  »'  à  d, 
leur  nombre  est  N  (cS,  a');  ainsi  de  suite.  On  aura  donc 

r(2)=JV(»,  a)+N&,  «')  +  ;>>',«•)  + etc. 

Cette  quantité  s'évalue  aisément  au  moyen  d'une  Table  de  nombres  pre- 
miers suffisamment  étendue.  Car  en  commençant  par  les  derniers 
termes  et  connaissant,  par  exemple,  la  valeur  de  N(a>*,  «*),  on  en  dé- 
duit N(c*',  a')  =  N(ot',d)  +  N(d,  d);  l'expression  N(a,  d)  dé- 
signant combien  il  y  a  de  nombres  premiers  depuis  a*  jusqu'à  d  inclu- 
sivement, ou  ce  nombre  augmenté  d'une  unité,  si  d  n'est  pas  premier. 

(421)  Pour  donner  une  application  de  ces  formules,  cherchons  la  va- 
leur de  ^(7^)»  c'est-à-dire,  le  nombre  de  termes  de  la  progression 

1,  5,  5  ia5i,  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  nombres  pre- 
miers 3,  5,  7,  11,  i5. 

Je  trouve  d'abord  que  dei3à  ia5iilya  199  nombres  premiers  , 
ce  qui  donne  iV(i3,  ia5i)  =  i99;  je  divise  ensuite  ia5i  par  les 
nombres  premiers  17,  19,  a3,  39,  3i,  compris  de  i3  à  S/iuSx  ;  les 
quoliens  impairs  qui  en  résultent  sont  73,  65,  55,  43,  59.  Or  à  l'aide 
de  la  Table  on  trouve  iV(5i,  3g)  =  a,  iV~(a9, 43)=a-HV(59,  43)=5, 
JV(a3,53)  =  5  +  .tf(43,  53)  =  8,  N (19,  65)  =  8  +  iV(55,  65)=n, 
iV(i7,  73)=  11  -f  iV(65,  73)  =  i5.  La  somme  de  ces  nombres  est  41  ; 

donc  r(££)= 199  -f-4«=^o. 
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La  formule  d'approximation  (a')  donne  dans  le  même  cas  • 

T         =  6a6xo,3836  =  240.  Mais  le  résultat  n'en  est  pas  toujours 

aussi  exact;  par  exemple,  cette  même  formule  donnerait  

T  (^jp)  =  io638xo,28344  =  3oi5,  tandis  que  la  vraie  valeur  de 

cette  quantité  est  2987. 

(422)  La  quantité  ^(i)>  ou  en  général  relative  à  une  pro- 

gression quel  conque  A — Ct  *Â — C.nJ — C,  et  en  supposant  des 
diviseurs  premiers  quelconques  0,  A,  /a... 4,,  »,  peut  se  ramener  à 
d'autres  quantités  de  la  même  espèce,  dans  lesquelles  la  série  des  divi- 
seurs serait  moins  étendue. 

En  effet  la  valeur  de  ^(;)  donnée  par  la  formule  (b'),  est  f 

n—fE  (""^j60)  +  fE("^~f^-\ — etc.;  on  y  remarque  d'abord 
une  suite  de  termes  qui  ne  contiennent  pas  »,  et  dont  la  somme  peut 
être  représentée  par  P  fëj  ,  ce  qui  suppose  que  la  suite  des  diviseurs 
8,  A,  ix,  etc.  a  pour  dernier  terme  4--  Les  autres  termes  contenant  » 
sont  en  général  —E  (^~)  -f-  fE  ("  +Jf6)*)  —  etc.  Considérons  un 

de  ces  termes  quelconque  E  (^^)  »  comme  le  nombre  *  doit  rendre 
Aa.~\-C  divisible  par  «A,  si  l'on  fait  a=A»-f-€>  €  étant  positif  et 
plus  petit  que  »,  le  terme  E  ^  "J^-  ^  deviendra  E  ^  -  ^. 

Soit  encore  /»-+-£  =  n'»-f-  y,  y  étant  positif  et  <«,  on  aura... 
E  Q±S)  ae  E  fi  +  ^  t2)B£  (£±*).  Quant  au  nombre  A,  pour 
voir  ce  qu'il  signifie,  il  fout  substituer  la  valeur  *=ku+€  dans  la 
quantité  J*+C ,  ce  qui  donnera  —  +  AC+C=  <?.  De  là  on  voit  que 
v46-f-C  doit  être  divisible  par  »,  et  qu'ainsi  C  est  ce  qu'on  a  déjà 
appelé  »';  faisant  donc  £=»•,  puis  A*  +  C  =  C,  la  quantité  A  de- 

vra  satisfaire  à  l'équation  — ^ — ==e>  de  sorte  qu'on  aura  encore  A=A\ 

Si  on  réunit  maintenant  tous  les  termes  EÇ  avec  les  signes 

53 
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qui  leur  conviennent  ,  la  somme  sera  représentée  par  —  P0 

^  (qr)  etant  Ie  nombre  de  termes  qui  restent  de  la  progression  A — C, 

*A — C . .  .n'A — Cy  après  en  avoir  retranché  tous  ceux  qui  sont  divi- 
iblcs  par  quelqu'un  des  nombres  premiers  8,  X,  fi...-^.  On  aura 


s 

donc  enfin 


^(=)=^(t)-^(t)  « 

formule  qui  sert  à  déterminer  la  quantité  PÇ^,  au  moyen  de  deux 

autres  quantités  semblables  dans  lesquelles  il  y  a  un  nombre  premier 
de  moins  à  considérer. 

Le  nombre  C  étant  en  général  différent  de  C,  la  progression  A — C, 

2 A — C,  etc.  est  différente  de  la  progression  donnée;  mais  elles  ont 
l'une  et  l'autre  la  même  raison  A.  C'est  pourquoi  nous  avons  distingué 

par  un  accent  la  quantité  Pf  ^— ^  relative  à  cette  nouvelle  progression. 

On  voit  d'ailleurs  que  C  se  trouve  immédiatement  par  la  valeur 
C  =  l£±£,  ainsi  que  ri  par  la  formule  «'=  e(^±^. 

(4a3)  Les  deux  progressions  dont  nous  venons  de  parler  se  réduisent 
à  une  seule  lorsqu'on  a  ^  =  2,  C=i,  ou  lorsqu'il  s'agit  de  k  pro- 
gression 1,  3,  5... (an—  1).  Alors  on  a  a»°  =  g  (a — i),  C  =  I# 

n'=E  et  la  formule  de  réduction  devient 

r(0  =  *,(?)-r(qp)  « 

Cette  formule  renferme  une  sorte  d'algorithme  qui  peut  avoir  des  ap- 
plications utiles. 

Supposons,  par  exemple,  qu'au  moyen  de  la  Table  des  nombres  pre- 
miers de  1  à  100  seulement,  on  veuille  savoir  combien  il  y  a  de 
nombres  premiers  de  1  à  1000.  Le  nombre  premier  immédiatement 

plus  petit  que  V7 1000  est  3i  ;  ainsi  en  cherchant  la  valeur  de  ^(^), 

où  l'on  considère  comme  diviseurs  tous  les  nombres  premiers  de  3 
à  3i ,  il  suffira  d'ajouter  11  au  résultat,  parce  que  3i  est  le  12*  des 
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nombres  premiers.  Or  par  la  formule  (d')  on  a 


m  /5oO\ 
^(37)  = 

_  /5oo\ 

rw,  /500\ 

TKs)- 

_  /17\ 

r(s) 

T  0%)  = 

\17/  " 

r(r?) 

r  (f> 

On  trouve  ensuite  par  la  Table  de  1  à  100,  T  Q|J  =  2,3" =5, 

r®-9,  rQ)-.,,  r®-,,,*®»,.: 

La  somme  de  ces  nombres  est  70;  d'ailleurs  par  la  formule  (b')  on 

a  2^^)  =  228  ;  donc  T  (j^-)  =  228  —  70  =  i58,  à  quoi  ajoutant 

xi,  I<-  résultat  est  169.  Il  y  a  en  effet  169  nombres  premiers  de  1  à  1000. 

C'est  par  de  semblables  procédés  qu'on  s'est  assuré  que  de  1  à  1000  000, 
il  y  a  78537  nombres  premiers,  résultat  qui  sert  à  confirmer  la  formule 
du  n»  38g. 

.  _  (434)  Revenons  à  la  formule  générale  (b'),  et  appelons  t  le  plus  petit  nom- 
bre positif  qui  rend  Ai  -f-  C  divisible  par  fi  ;  au  moyen  du  seul  nombre  e, 
on  pourra  transformer  d'une  manière  commode  les  différons  termes  de 

la  formule  (b').  Soit,  par  exemple,  E  (— an  de  ces  termes  où  A 

doit  être  en  général  un  diviseur  de  fi  ;  on  pourra  faire  <= Aa-f-tf,  «T  étant 
positif  et  <A.  Alors  At-\-C  devient  Abz+Af+C,  et  comme  cette 
quantité  divisible  par  H,  l'est  à  plus  forte  raison  par  A,  il  faudra  que 
AS+C  soit  divisible  par  A,  ce  qui  donnera  A'^sss—As.  On 
aura  donc 
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Faisant  une  semblable  transformation  pour  chacun  des  termes  dont  U 

formule  (b')  est  compose'e,  on  aura  pour  résultat  général 

»(;)=n(^')-nG)  ». 

n  étant  une  fonction  semblable  à  P ,  ël  dont  la  valeur  générale  est 

n  (î) = +/■  (ê)  -/*   (fo- 

(4a5)  Cette  valeur  de  la  fonction  n  prouve  qu'elle  n'est  autre  chose 
que  la  fonction  P  appliquée  à  la  simple  progression  des  nombres  na- 
turels i  ,  2,  3. .  .n,  et  qu'elle  désigne  par  conséquent  le  nombre  des 
termes  qui  restent  de  cette  progression  après  en  avoir  exclus  tous  les 
termes  divisibles  par  quelqu'un  des  nombres  premiers  fl,  À,  ft. .  ,o>.  En 
effet,  dans  le  cas  où  le  terme  général  An  —  C  se  réduit  à  n  ,  on  a  Jkssst, 
C=ot  et  la  valeur  de  £  qui  rend  C  divisible  par  £1  est  simple» 
ment  «  =  o,  de  sorte  qu'alors  P  se  change  en  n. 

La  fonction  n  est  nulle ,  ainsi  que  la  fonction  P  ,  lorsque  n  sa  o  ; 
et  lorsque  n  est  négatif,  on  a  généralement  n  (-jp)  =  —  n  (~^-)î 

car  la  progression  I,  a,  3...n  fait  partie  de  la  suite  plus  générale 
 — 3,  — 2f  — i,  o,  i,  a,  3,  4,  etc. 

Suivant  ce  qu'on  a  déjà  observé  n*  418,  si  l'on  a  n=  &£l  +  m,  et 
qu'on  fasse  £1'  =  (A  —  1)  (A.  —  1)  (/x  —  1). . .(»  —  1) ,  il  en  résultera 

P(^)  =  *n'  +  P(£)  (g-). 

Cette  propriété  aura  donc  lieu  aussi  pour  les  fonctions  n  et  T,  qui 
sont  des  cas  particuliers  de  la  fonction  P. 

La  fonction  s'accorde  avec  la  quantité  ^       =  toutes 

les  fois  que  n  est  un  multiple  de  Si  ;  dès-lors  on  voit  que  Z  peut 

être  regardée  comme  la  valeur  moyenne  de  ^(j))»  ensorte  que  

P  (1  )  "  Z  (;)  est  une  quotité  «1™'  ne  peut  passer  certaines  limites, 
en  plus  ou  en  moins. 

La  quantité  augmente  constamment  de  ^  à  mesure  que  n 
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augmente  d'une  unité;  la  fonction  P  n'augmente  pas  aussi  régu- 
lièrement; cependant  lorsque  n  est  devenue  n-f-H,  elles  ont  augmenté 
l'une  et  l'autre  de  la  même  quantité  .  En  général  comme  le  (rt-f-i)""' 
terme  de  la  suite  A — C,       — C,  etc.  est  (n-f-i).^ —  Cf  on  voit 

que  i>(l±I)—  />(2)  sera  =  o  ou  =  i ,  selon  que  (n+  0  A~  c 
est  divisible  ou  non  divisible  par  un  des  facteurs  de  Cl. 

(4a6)  Lorsqu'on  considère  la  progression  1,  5,  5. . .  (an  —  0  >  1* 
fonction  P  se  change  en  T,  et  il  faut  faire  «  =  j(n  — 1).  Soit  donc 
1)  =  «",  et  ou  aura 

De  cette  équation  on  déduit,  en  changeant  le  signe  de  n, 

Mais  comme  la  progression  1 ,  5,  5,  7,  etc.  continuée  dans  le  sens  né- 
gatif, est  —  1 ,  —  3 ,  —  5 ,  etc. ,  il  est  clair  qu'on  a  =  —  ^(;)» 
Donc  des  deux  équations  précédentes,  on  tire 

n(l±-»)  +  n(^)  =  ,n(i). 

Si  l'on  fait  dans  celle-ci  /»  =  «-,  il  en  résulte  n  ^)=an  (£);  niais 
puisque  aa-+-  1  =fl,  il  est  clair  qu'on  a  n  Qf)  as  n  (^^)  =  XV  ; 
donc  n  f  y  =  î  tV,  ce  qui  donne  les  deux  formules 

n(!±i)+n(^)=n<  (V) 

7'(:)=n(!iv-')-Jft' 

Réciproquement  de  la  seconde  on  déduit 

n(î)=r(^)-f.jxi'   <k) 

Et  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  formule  (c%  on  aura  l'exprès- 
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sion  générale  de  P  en  fonction  de  T,  laquelle  sera 

p(".)  =  r(—.—)-T(r^)  <o 

D'où  iî  suit  qu'une  progression  quelconque  A — C,  iA —  C. . .  nA — C, 
contient  autant  de  termes  premiers  à  Cl,  qu'il  y  en  a  dans  un  pareil 
nombre  de  termes  consécutifs  de  la  suite  des  nombres  impairs  pris  , 

non  depuis  le  commencement  de  la  suite,  mais  depuis  le  terme  

ai — 2x4-1  jusqu'au  terme  an-f-ae  —  20- — 1  inclusivement. 

Cette  propriété  établit  une  relation  très- remarquable  entre  une  pro- 
gression arithmétique  quelconque  et  la  simple  progression  des  nombres 
impairs.  Il  faut  en  effet ,  d'après  le  résultat  qu'on  vient  d'obtenir  ,  que 
ces  deux  progressions  étant  disposées ,  terme  à  terme ,  comme  il  suit  : 

...  —A—C,     —C,        A—C,       zA—C....,       nA—C,  etc. 

.  .  .  2é  2<X  5,  2£  2(X—  I,  2€  29"-|-I,  2£  20--f-5...,  26—  20'-{-2n — ï,  etc. 

deux  termes  correspondons  quelconques  soient  tous  deux  divisibles  ou 
tous  deux  non-divisibles  par  l'un  des  facteurs  de  Cl.  Or  c'est  ce  qu'il 
est  facile  de  vérifier  indépendamment  de  la  théorie  précédente  ;  car  deux 
termes  correspondons  quelconques  étant  représentés  par  nA  —  C  et 
2ê  -f-  2/1  —  19 —  1 ,  si  on  observe  que  At-j-  C  est  divisible  par  Clr  et 
que  2a  -f-  1  =  Cl ,  ces  termes  deviennent ,  en  rejetant  les  multiples  de  Cl , 
l'un  A(n  -J- t)  ,  l'autre  2  (n  -f-  *).  Donc  ils  seront  tous  deux  premiers  à  Cl, 
ou  tous  deux  non  premiers  k  Cl,  selon  que  «  -f-  «  sera  premier  ou  non 
premier  à  Cl. 

11  résulte  encore  de  cette  propriété  ou  de  l'équation  (Y),  que  si  on 
ne  peut  avoir  plus  de  oc  termes  consécutifs  dans  la  suite  i  ,  5,  5,  7,  9,  etc. 
qui  soient  divisibles  par  quelqu'un  des  facteurs  de  Cl ,  il  ne  pourra  non 
plus  y  avoir  plus  de  a  termes  consécutifs  dans  une  progression  quel- 
conque A  —  C,  nA  —  C,  etc. ,  qui  aient  chacun  un  diviseur  commun 

avec  Cl.  Car  si  la  quantité  T  Ç^l*')  augmente  d'une  unité  lorsque 

n  devient  n  -+-  a,  il  faudra  qu'en  même  temps  -P(^)>  devient 

P         )  »  augmente  aussi  d'une  unité.  C'est  ce  qui  s'accorde  avec  le 
théorème  du  n*  4<>5. 

(427)  Les  fonctions  n,  T,  P  ont  encore  quelques  autres  relations 
assez  remarquables.  D'abord ,  comme  la  progression  1 ,  3 ,  3  2/1 
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relative  à  n         est  composée  de  la  progression  i ,  3,  5. . .  (an —  i) 

relative  à  et  de  la  progression  a,  4>  6...  a»,  dont  les  termes 

divisés  par  a  donnent  i ,  a ,  5 ...  »,  il  est  clair  qu'on  a  en  général 

r(:)  =  n(T)-nG)  W 

On  trouverait  scrablablement 

r(-:)=n(^)-n(^i)  w 

Et  comme  on  a  =  n(^±J)  —  n  (i)  ,  si  on  fait  n  =  «,  cette 

équation  donnera 

*©-»o-»e)-r©  « 

Faisant  »  =  e  dans  la  formule  (!')  ,  on  aura  donc  TQ^jmm  T(£~£) 

—  ^("T"*)'  Ma'S  daDS  CCUC  aernière  équalion  e  est  a  volonté,  puis- 
qu'il ne  reste  plus  de  trace  de  la  progression  d'où  t  est  tirée;  donc  on 
a  ,  quel  que  soit  «  , 

'    T(l)=T(!!L=s)-T(^)  w) 

Cette  formule  se  déduirait  aussi  de  la  combinaison  des  équations  (V) 
el  (m'). 
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§  XII.  Méthodes  pour  compléter  la  résolution  en  nombre* 
entiers  des  équations  indéterminées  du  second  degré. 

(438)  Nous  avons  donné  dans  la  première  partie  les  méthodes  néces- 
saires pour  résoudre  en  nombres  entiers  les  équations  indéterminées 
du  second  degré,  qui  sont  de  la  forme  ay%  -j-  byz  -f-  cz*  =  H  ;  c'est  en 
effet  à  cette  forme  que  peut  être  réduite  toute  équation  proposée  du 
second  degré  ;  mais  il  reste  une  condition  à  remplir  lorsque  l'équation 
dont  il  s'agit  contient  des  termes  du  premier  degré. 

Soit  en  général  ay*-\-  byz  -f-  es*  -\-dy  -\-fz-{-g  =  0  l'équation  pro- 
posée ;  pour  faire  disparaître  les  termes  où  les  indéterminées  sont  au 

premier  degré,  je  fais  y        ~j~  * ,  3  =  L-+i>  et  j'ai  la  transformée 


•    '        o  =  «/•  -f-  bfz'  -f-  ca"-f-  aa»/  -f-  acÇz'+ax'+daB 

+  flz'+C&+gfi\ 

Supposant  donc  20a.  +  b€  d8  =  o ,  ac€  -f-  ba.  -f»yô  =  o  ,  on  aura 
m      aed — fb   C      set/ — db     »  «  «  •  j       1»  »  »• 

f=^-4ac>  fl=^-40c>  dou  lon  volt  <Iue  81  ***  *  équation  pro- 
posée on  fait  immédiatement 

 y  +  a^-fi  z'  +  aaf—db 

J  bb  —  4ac     »    z—     W-4ac  » 

la  transformée  sera 

«T"H-  *rV+  <*"  =  —  («/'—  bdf+cd*)  (bb  —4ac)  —g (W—  4ic)'. 

Je  remarque  maintenant  qu'on  peut  supposer  que  les  coefficiens  a ,  £,  c 
des  termes  du  second  degré  dans  l'équation  proposée,  n'ont  pas  de  di- 
viseur commun  ;  car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur  »,  il  faudrait 
que  dy  -\-fz-\-g  fût  aussi  divisible  par  a  ;  or  cette  condition  est  facile 
à  remplir,  en  introduisant  une  indéterminée  nouvelle  à  la  place  de  y 
ou  de  z,  et  alors  toute  l'équation  devient  divisible  par  ». 


Digitized  by  Google 


QUATRIÈME  PARTIE.  42S 
Je  remarque  aussi  qu'on  peut  faire  abstraction  du  cas  où  bb  —  foc  est 
une  quantité  négative,  parce  qu'alors  le  nombre  des  solutions  de  la 
transformée  étant  toujours  limité,  le  procédé  le  plus  simple  est  de  sub- 
stituer successivement  les  valeurs  trouvées  de  y  et  z'  dans  les  formules 

y  ^Z-^'  * = ''tb-ffr** afin  de  voir  «uel,es  sont  celles 

donnent  pour  y  et  s  des  nombres  entiers. 

On  peut  se  dispenser  encore  de  discuter  le  cas  où  b%  —  l^ac ,  quoique 
positif,  serait  égal  à  un  quarré,  parce  qu'alors  la  transformée  n'a  encore 
qu'un  nombre  de  solutions  limité  (n9  70).  Il  ne  reste  donc  à 
que  le  cas  où  bb  —  fac  est  un  nombre  positif  non-quarré. 


(439)  Alors  la  transformée,  si  elle  est  résoluble,  aura  toujours 
infinité  de  solutions  renfermées  dans  un  ou  plusieurs  systèmes,  et  chaque 
système  pourra  être  représenté  par  les  formules 

O-f-4  Vipb  —  4ac)]«  =  F-f-  G\/(bb  —  4ac). 

Pour  éviter  la  considération  des  cas  particuliers ,  nous  supposerons  que 
ces  formules  sont  préparées  de  manière  que  les  nombres  y,  «T,  e,  £,  <p9 
sont  des  entiers,  et  que  l'exposant  n  est  un  nombre  à  volonté.  Quel- 
quefois la  solution  immédiate  donnera,  pour  ces  coefficiens,  des  nom- 
bres affectés  de  la  fraction  ±  ;  il  pourra  arriver  aussi  que  l'exposant  n 
soit  d'une  forme  désignée  paire  ou  impaire.  Mais  dans  tous  les  cas  , 
il  est  facile  de  réduire  les  formules  à  la  forme  que  nous  supposons  , 
où  tous  les  nombres  sont  entiers  et  l'exposant  n  à  volonté  :  il  faut  de 
plus  se  rappeler  qu'on  aura  toujours     —  ^*  (b%  —  ^ac)=n. 

Cela  posé ,  il  s'agit  de  trouver  en  général  la  valeur  de  n  telle  que 
les  quantités 

 yF+ÎG  +  *  tF+KG  +  C 

bb-4ac~>    Z—    bb-ific  ■ 

soient  des  entiers.  Or  on  a 

F=r+ <r  - '4l  (»  -  4*0 + etc. 

G=«(p-r'^-f-""7à;pa  (»— 4*0  4-  etc. 

Ainsi  en  substituant  ces  valeurs  de  F  et  G,  on  voit  que  la  question  se 

54 
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réduit  à  déterminer  n  de  manière  que  les  quantités 

,  soient  des  entiers.  Pour  cela,  nous  distinguerons  deux 


'bb  —  4, 

cas,  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

Soit  l'.Rs'am,  l'équation  <p»— — 4*°)  =  1  »  donne,  en  négli- 
geant les  multiples  de  b%  —  fyxc ,  <p"*  =  i  on  peut  donc  ,  au  lieu 
de  *  et  6,  mettre  eup*"  et  et  alors  supprimant  le  facteur  (f>*a~ 1  qui 
ne  peut  avoir  aucun  diviseur  commun  avec  b*  —  l^ac  ,  on  trouve  que 
la  détermination  de  m  ne  dépend  plus  que  des  équations  du  premier 
degré 

bb-4ac        —6>  bb^Tc  —S> 

lesquelles  doivent  s'accorder  entre  elles,  pour  que  1  équation  proposée 
soit  résoluble  en  nombres  entiers. 

Soit  a".  n=  am-f-  i  ,  alors,  en  négligeant  les  multiples  de  bb — 4acf 
on  aura  encore  et  =  a<p%m  et  €  —  Çtptm)  et  la  détermination  de  m  dé- 
pendra des  équations  du  premier  degré 

**_4oc  M-*oc  ' 

lesquelles  doivent  encore  s'accorder  entre  elles. 

Donc  dans  tous  les  cas  on  trouvera  les  valeurs  convenables  de  l'expo- 
sant n  par  la  simple  résolution  d'une  équation  indéterminée  du  premier 
degré,  et  la  valeur  de  n  qui  résultera  de  cette  solution  étant  en  général 
de  la  forme  i  -f-  (bb — ^ac)  A,  où  k  est  une  indéterminée,  il  s'ensuit  qu'on 
aura  une  infinité  de  valeurs  de  //  qui  satisferont  à  la  question  ,  de  sorte 
qu'on  aura  aussi  une  infinité  de  solutions  de  l'équation  proposée  en 
nombres  entiers.  On  doit  d'ailleurs  observer  que  les  nombres  F  et  G 
peuvent  être  pris  chacun  avec  le  signe  qu'on  voudra,  ce  qui  donnera 
quatre  combinaisons  à  examiner  séparément ,  et  d'où  pourront  résulter 
différentes  solutions. 

(/,3o)  Soit  proposé  maintenant ,  pour  compléter  cette  théorie  ,  de 
résoudre  la  question  suivante  : 

Les  nombres  F  et  G  étant  donnés  par  la  formule  (<p  -f- -4/  V&T 
=  F  -f-G  y/  A,  dans  laquelle  F  exposant  n  est  indéterminé,  et  où  ton  a 
<f>1  —  4*.A.  =  i  ,  trouver  toutes  les  valeurs  de  n  telles  que  la  quantité 
AF  +  fiG  -f-  f  soit  divisible  par  un  nombre  premier  a>  qui  ne  divise  pas  A-^. 
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Voici  une  méthode  qui  a  été  indiquée  pour  cet  objet  par  Lagrauge 

(Méra.  de  Berlin,  1767). 
Je  suppose  d'abord  qu'on  connaisse  une  valeur  de  l'exposant  n  qui 

satisfait  à  la  question;  soit  cette  valeur  p  ,  il  faudra  qu'en  faisant 

(jp  +  ^y/Ayïszf+gtfA,  la  quantité  soit  un  entier.  Je 

cherche  ensuite  un  exposant  q,  tel  qu'en  faisant  (<p4-^,\SAy==f  -\-g'\/At 
le  nombre  g'  soit  divisible  par  et.  11  est  certain  que  cet  exposant  existe , 
puisqu'on  peut  toujours  satisfaire  à  l'équation  x* —  Aa>y*  =  I.  Cet 
exposant  étant  trouvé,  on  peut  supposer  en  même  temps  que  y* —  1 

j  soit  divisible  par  et  ;  si  cela  n'était  pas ,  on  doublerait  l'exposant  q  ;  et 
faisant  (<p  -f-  4  l/-^)H  ou  (f-h  g'  \/^)%  =f+  g'  {/A  >  on  aurait 

f  ^f'-t-Ag'*  =  1  -f-  nAg'%  et  g'  ==  a/V»  de  sorte  *lae  JT —  1  et  £ 
seraient  à-la-fois  divisibles  par  et.  Donc  en  faisant  les  préparations  con- 
venables, on  trouvera  toujours  un  exposant  q,  tel  qu'en  faisant.... 
(<P  H-  ^  V^y  =f  H-  g'  >  le*  nombres  1  et  g  soient  l'un  et 
l'autre  divisibles  par  et. 

Je  dis  maintenant  qu'en  prenant  n  =ssqx+p,  la  quantité  proposée 
XF -f- fiG  +  *  sera  divisible  par  et,  quel  que  soit  l'entier  x.  Car  soit 
U"+gW4Y=F'+GW4,  on  aura  F-f-  G  tfA  =  (f+g  V  A) 
(F+G'y/A),  d'où  l'on  lire  F^fF  +  gAG' ,  G=fG'+gF,  et 
XF+p.G+,  =  (xf+fig)F  +  (\gA  +  ftf)  G'-f-  y.  Mais  les  valeurs 

développées  de  F"  et  G'  étant  F=f*  +  ±f=±f—g"A  +  etc.  , 

G'  =  nf'-'g'  etc. ,  si  on  néglige  les  multiples  de  a»,  on  aura  G'=  o, 
et  F' •zzif* -=i  1  ;  donc  en  négligeant  les  mêmes  multiples,  la  quantité 
?<F -\- p.G -\-  ¥  se  réduit  à  xy-f- pg  -f-  r ,  donc  elle  est  divisible  par  0. 

Puisque  toutes  les  valeurs  de  n  comprises  dans  la  formule  nz=.qx-+-p 
satisfont  à  la  question,  il  y  aura  toujours  une  de  ces  valeurs  qui  sera 
moindre  que  q ,  de  sorte  qu'on  pourra  toujours  supposer  p  <q.  Donc 
pour  avoir  l'exposant  p  qui  donne  la  première  solution ,  il  faut  élever 
<p  _f-  ^  \/  A  à  ses  puissances  successives  o,  1,  a,  3..  .q—  1  ,  et  essayer, 
pour  chaque  puissance  représentée  par  f  -\-  g  A  ,  si  la  quantité 
>f-\-pg-\~*  est  divisible  par  et.  On  peut  aussi  former  directement  la 
suite  des  quantités  Xf+pg,  en  observant  que  cette  suite  est  récur- 
rente, et  qu'elle  a  pour  échelle  de  relation  2? ,  —  1  ;  d'où  il  suit  qu'au 
moyeu  des  deux  premiers  ternies  connus  A,  A<p  -\-p^>,  on  formera  aisé- 
ment tous  les  autres.  Ces  calculs  sont  d'autant  plus  faciles ,  qu'on  peut 
rejeter  les  multiples  de  et,  à  mesure  qu'ils  se  présentent,  et  si  le  pro- 
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blême  est  possible,  il  faudra  que  dans  les  q  premiers  termes  de  la  suite 

dont  il  s'agit,  on  trouve  une  ou  plusieurs  fois  X/"-f-fi£  +  p  =  0. 

(43i)  Connaissant  l'exposant  le  plus  petit  p  qui  rend  -f- -f- ' 
divisible  par  un  nombre  premier  a> ,  voici  la  méthode  qu'on  peut  suivre 
pour  trouver  a  priori  une  valeur  de  n,  telle  que  ÀjP-f-/tG-f-»  soit 
divisible  par  une  puissance  donnée  a. 

Nous  observerons  d'abord  qu'on  peut  résoudre  généralement  l'équa- 
ûon  L  +  *jx+K.+^P*+ +       _  ^  ^  £  ^  ^  ^ 

nombres  donnés,  et  if,  P,  Q,  etc.  des  fonctions  quelconques  entières 

de  x.  Pour  cela ,  il  faudra  déterminer  x  de  manière  que  — ^   soit 

un  entier;  ayant  trouvé  x  =  /H-a»x',  si  on  substitue  cette  valeur  dans 
l'équation  proposée,  elle  deviendra  de  la  forme  

B+**+K.+p*+v*±~.=t  MmMaU(î .  u  propM.e  t  ^ 

dont  le  dénominateur  est  d'un  degré  moindre  d'une  unité.  On  aura 
donc ,  par  une  suite  de  procédés  semblables ,  x  =  /-f-  «x',  x'=  f-r-ax*, 
.x"  =  T-f-  »x* ,  etc.  ;  d'où  l'on  conclura  x  =  /-f-  f  a>  -f-  l*ct*  -f-  -f-  etc. 
jusqu'à  un  terme  de  la  forme  û»"*x(")  dans  lequel  ac*"0  sera  une  nouvelle 
indéterminée. 

Cela  posé,  si  l'on  veut,  par  exemple,  déterminer  la  valeur  de  n  telle 
que  la  quantité  À-F-f- j*G -f- >  soit  divisible  par  et3 ,  on  fera,  comme 
ci-dessus,  nz=qx-\-p  ,  et  toutes  choses  étant  d'ailleurs  les  mêmes, 
faisant  de  plus  Xf '-f-  /*£  =  A' ,  XgA  -f- j*' ,  on  aura  À^F-j-  u  G  -f-  >> 
=  XF'  -\-ft'G'  -+-v.  Dans  cette  quantité,  qui  est  déjà  divisible  par  m, 
quel  que  soit  x,  il  faudra  substituer,  au  lieu  de  JF*  et  G'  leurs  valeurs 
développées,  en  omettant  la  troisième  puissance  et  les  puissances  supé- 
rieures de  g'  ;  ces  valeurs  sont  : 

F=f<+±ïf±f''--g'-4,  G'  =  x/"-tf. 

On  distinguera  ensuite  deux  cas ,  selon  que  x  est  pair  ou  impair. 

« 

i\  Si  x  est  pair,  on  pourra,  à  la  place  de  » ,  mettre  v(f* — g'^ft 
et  développer  cette  quantité,  en  omettant  les  termes  qui  contiennent 
g'3  et  les  puissances  supérieures  de  g'.  Par  ces  substitutions  ,  l'équation 

proposée  K'F'+£°'  +  '  =  e  deviendra 
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 .  -  e. 

Or  f  n'étant  pas  divisible  par  a»,  puisque/' —  1  l'est,  on  peut  sup- 
primer du  numérateur  le  facteur  commun  y*-*,  ce  qui  fait  disparaître 
la  variable  en  exposant  ;  si  de  plus  on  fait  g'  =  oth' ,  X'  -f-  r  =  uL , 
l'équation  à  résoudre  deviendra 

 —   « 

Et  celle-ci  pouvant  se  traiter  par  la  méthode  précédente,  on  aura  le 
résultat  de  la  forme  x=  Z-f-  to»-\-o»%x'  t  où  il  faudra  prendre  l'indé- 
terminée x"  de  manière  que  x  «oit  pair. 

r—i 

a*.  Si  x  est  impair,  il  faudra ,  à  la  place  de  p,  mettre  t(f% — g'' A)  9  , 
et  d'ailleurs  le  calcul  sera  entièrement  semblable  à  celui  du  premier  cas. 

On  voit  maintenant  le  procédé  à  suivre,  pour  faire  ensorte  qu'une 
quantité  de  la  forme  XF-^-/aG  -f-  p  soit  divisible  par  un  nombre  quel- 
conque P.  Ayant  décomposé  P  en  ses  facteurs  premiers,  soit  et"  un 
de  ces  facteurs ,  on  cherchera  les  valeurs  de  n ,  telles  que  la  quantité 
proposée  soit  divisible  par  «" ,  et  ainsi  successivement  par  rapport  à 
chacun  des  autres  facteurs.  On  aura  différentes  valeurs  particulières  de  n 
qu'il  faudra  combiner  ensemble ,  afin  d'avoir  une  valeur  générale  qui 
satisfasse  à  toutes  les  conditions,  et  le  problème  ne  sera  résoluble  qu'au- 
tant que  toutes  ces  conditions  pourront  être  remplies. 

(45a)  Nous  remarquerons  que  la  valeur  de  q  dont  on  a  besoin  dans 
la  solution  précédente  (n°  4'1)»  Peut  être  donnée  directement  par  le 
théorème  suivant. 

«  Si  l'on  a  <p*  —  A\%  =  1 ,  et  qu'on  cherche  un  exposant  q  ,  tel  que 
»  (ip  -f-  4  y/A)1  —  1  soit  divisible  par  un  nombre  premier  et  non-di- 

»  viseur  de  A\>  je  dis  qu'on  peut  faire  q=et —  1  si  l'on  a       =  •+•  1 , 

»  ou  q  =  a>  -f-  1  si  l'on  a  (—  ^  =3  —  1 . 

En  effet  on  trouvera,  comme  au  n*  129,  que  la  quantité  

Qp  _f_  ^  y/ df — (<p-f-  4  V^") ,  divisée  par  «,  laisse  le  même  reste 
qu'une  quantité  semblable  («p  —  k  -f-  -|  \/A)"—  (p  —  k  -f-  4  ^A)t  dan» 
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laquelle  *  est  un  entier  quelconque.  Soit  k  =  <p ,  on  aura  ainsi ,  en 
omettant  les  multiples  de  et , 

et  le  second  membre,  à  cause  de  4  =4>  devient  4  /^(-^  9  —  1) 

~+HÎ(f)-Q 

Soit  on  aura  (^4-4/^)"  _    +  4  ^  =  0  ;  donc 

H-  +  V/^)"""1  —  1  est  divisible  par  et ,  donc  on  peut  faire  q  =  et  —  1 . 
Soit  a*,  f— ^  =  —  1 ,  on  aura  (<p  A)*  z=  $        \/A }  donc 

((p-f--^/^)     '  =<P'  —  A\%=.  1 ,  donc  on  peut  faire  ç  =  e*-j-  1. 
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§  XIII.  Méthode  de  Fermât  pour  la  résolution  de  Véquatiot^ 
y  2  =  a  •+■  bx  -+-  ex*  -+-  dx3  -f-  ex*  en  nombres  rationnels. 

> 

(433)  Ayant  été  conduits  à  traiter  fort  au  long  de  la  résolution  des 
équations  indéterminées,  nous  devons  faire  mention  d'une  méthode 
indiquée  par  Fermât  pour  résoudre  en  nombres  rationnels  l'équation 
y*  =  a  -4-  bx  -f-  ex*  -4-  dx3  -f-  ex* ,  dont  le  second  membre  est  un  poly- 
nôme rationnel  où  la  variable  ne  passe  pas  le  quatrième  degré.  Voici 
les  cas  principaux  dans  lesquels  la  résolution  est  possible. 

i°.  Si  le  nombre  a  est  égal  à  un  quarré  positif/*,  les  valeurs  jc=so,, 
y=f  donneront  immédiatement  une  solution  de  l'équation  proposée. 
Pour  avoir  une  autre  solution ,  on  supposera  a  -f-  bx  ■+-  ex*     dx3  -f- 
ex*  =  (/-+- gx  ■+-  hx*yf  ce  qui  donnera,  en  développant  et  ordon^ 
nant, 

o  =/»  +  'jfgx  -f-  zfhx*  -f-  ighx3  -f-  k*x* 
—  a  —  b     -f-£»    —   ci     —  e 
—  c 

Or  on  a  déjà /•  =  a  ;  si  pour  faire  disparaître  les  deux  termes  suivans  f 
on  fait  2/£  —  b  =  o,  a/A-f-g' —  c  =  o,  on  en  tirera  les  valeurs  des 

coefficiens  g  et  A,  lesquelles  seront  g  =  %ft  *sss^^"'  Alors  équa- 
tion étant  réduite  aux  seuls  termes  qui  contiennent  x3  et  x* ,  il  en 
résultera  une  valeur  rationnelle  de  x ,  savoir  x  =  "T f.  Cette  va- 

e  —  n 

leur  donnera  donc  une  nouvelle  solution  en  nombres  rationnels  de 
1  équation  proposée  ;  si  toutefois  on  n'a  pas  igh  as  dy  ni  e  ='  h%. 

La  nouvelle  solution  étant  désignée  par  x  =  m ,  si  l'on  fait  généra- 
lement .  t  =  m  -f-  x' ,  et  qu'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation 
proposée ,  le  second  membre  deviendra  de  la  forme  a  -f-  b'x  -f-  ex'* 
-f-  ttx'3  +  e'x'* ,  dans  laquelle  a  sera  encore  un  quarré  positif.  On  pro- 
cédera donc  de  la  même  manière  pour  trouver  une  nouvelle  valeur  de  x' 
et  ainsi  à  l'infini.  D'où  l'on  voit  qu'une  première  valeur  connue  de  x 
suffit  pour  en  faire  trouver  une  infinité  d'autres,  sauf  quelques  cas  par- 
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liculiers  quî  ne  peuvent  guèrcs  avoir  lieu  que  lorsqu'il  est  absolument 
impossible  de  résoudre  l'équajion  propose'e  autrement  que  par  les  pre- 
mières valeurs  données. 

a*.  Si  le  coefficient  e  du  terme  ex*  est  égal  à  un  quarrc  positif  A", 
on  fera  a  +  bx  -f-  ex*  -f-  dx3  -f-  ex4  =  (f-\-  gx  -f-  hx')* ,  ce  qui  donnera; 
en  développant  et  réduisant, 

o  =  y*  -f-  rfg*  -f-  a/Zue»  -f-  nghx* 
—  «      —  b       +g>       —  d 
—  c. 

Maintenant  on  peut  faire  disparaître  les  ar»  et  x* ,  en  prenant  g  =  ~  , 

/=  et  alors  l'équation  réduite  au  premier  degré,  donne  x=  °j~£^- 

Cette  solution  en  fournira  ensuite  une  infinité  d'autres  comme  dans  le 
cas  précédent,  mais  il  faut  qu'on  n'ait  pas  zfg  —  £  =  o. 

3*.  Si  l'équation  proposée  est  de  la  forme  y*  ==/»  -f-  bx  -f-  ex* 
Jx'-f-A'x4,  ensorte  qu'elle  tombe  à-la-fois  dans  les  deux  cas  précédens, 
on  pourra  faire  usage  de  chacun  des  moyens  indiqués.  On  peut  aussi 
tout  d'un  coup  faire  j=f  -\-gx±  hx* ,  ce  qui  donnera,  en  substituant, 
développant  et  réduisant, 

o  =    zkfgxziz  rfhx*  =fc  2ghxs 
—  b      -f-£*  —d 
—  c. 

Or  on  peut  satisfaire  à  celle-ci  de  deux  manières,  soit  en  faisant  g  =  ^, 
ce  qui  donne  x  =  ^T^j^T  >  «oit  en  faisant  g  =  ±^t  d'où  l'on  tire 

4'.  Si  on  a  une  solution  désignée  par  x  =  m,  on  fera  x  =  /n-f-x', 
et  l'équation  sera  ramenée  au  premier  cas. 

Nous  pourrions  ajouter  un  grand  nombre  d'applications  de  cette  mé- 
thode tirées  des  problèmes  d'analyse  indéterminée ,  dont  Euler  a  donné 
les  solutions  dans  plusieurs  de  ses  Mémoires,  et  dans  le  second  volume 
de  son  Algèbre.  Nous  nous  bornerons  à  un  ou  deux  exemples  de  ce 
genre,  afin  de  donner  une  idée  de  cette  branche  d'analyse,  qui  exige 
une  grande  sagacité  dans  le  choix  des  moyens  de  solution  ,  mais  qui 
étant  trop  particulière,  n'a  qu'un  rapport  éloigné  avec  notre  sujet. 
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(454)  Proposons-nous  de  trouver  trois  nombres  x,yt  z,  tels  que  les 
trois  formules 

aoient  égales  à  des  quarre's. 

Comme  on  peut  supposer  que  ces  nombres  sont  premiers  entre  eux, 
il  est  aisé  de  voir  qu'ils  doivent  être  tous  trois  impairs  :  on  peut  donc 
feire  ^- =  x -f-  2p,  z  =  x-f-37,  et  on  aura 

«■  +7*  +  »' = 4** + 4  O  +  a?)  *  -f-  4  (/>' + a?')- 
Je  fais  cette  quantité  =  4  (tf-r-/)',  et  j'en  tire  x  sa  La  se- 

conde formule  donnera  semblablement  et  pour  faire 

accorder  ces  deux  valeurs,  je  fais 

j'en  tire  des  valeurs  rationnelles  de  y  et  de  #  ,  savoir  f=±(5q  -f-  5/>), 
£  =  ^  (  ï>/-'  -f-  5q)  ,  au  moyen  desquelles  la  valeur  de  x  deviendra 

Cette  valeur  satisfait  déjà  aux  deux  premières  conditions  :  on  aura  d'ail- 
leurs les  valeurs  correspondantes  de  y  et  z  par  les  formules  j=zx+ 3/7, 
a  =  a:-f-ay;  de  sorte  qu'en  supprimant  le  dénominateur  commun,  on 
pourra  faire 

X  ~    jp*  —  3opq  -f-  jq* 
j  =  rip*  —  ityq  -f-  7,7» 
z  =    7/?m  —  ityq  -f-  a5?\ 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  j%-\-z%-\-  ajr»,  et  faisant  

£  ^  1  -t-  6,  il  restera  a  satisfaire  à  la  condition 
q 

i-f-a0-{-a6'  +  fl'  +  H«&'==s  *  1111  quarré. 
Or  on  trouve  immédiatement  8=0,  ou  0= — 1 ,  ou  ft=  —  a;  mais  il  ne 
résulte  de  là  aucune  solution.  Soit  donc,  suivant  la  méthode  précédente t 

t  +  a0  4.  30«  +  0»  +  if|  04  =  ( ,  H-  a6  +  i|  *)  »  ; 

si  Ton  développe  cette  équation,  et  qu'on  prenne  a  =  -^,  on  aura 
G  =  ao8;  donc  ^==309,  ?=i,  ce  qui  donne  cette  solution 

«=18719,   7  =  62609,  «=18939. 
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Il  serait  facile  d'en  trouver  plusieurs  autres  ,  mais  elles  seraient  pro- 
bablement plus  composées  ,  quoique  la  méthode  dont  nous  avons  fait 
usage  ne  prouve  pas  que  les  iwmlxvs  trouves  sont  les  ntoindres  pos- 
•ibles  qui  satisfont  à  la  question. 

Soit  proposé  encore  de  trouver  trois  quarrés  inégaux  x*tj*,  z*,  tels 
que  les  trois  formules  x*  -j-y*  —  z* ,  x*  -f-  z*  — y*  —  JC*>  soient 

égales  h  des  quarrés. 

On  trouve  aisément  que  les  deux  premières  conditions  sont  remplies  > 
en  faisant 

x  =  i*  -f-  s* 
y  s^:  i*       rs  s* 
z  =  /**  —  /\î  —  s*. 

II  reste  donc  à  satisfaire  à  la  troisième,  laquelle  devient,  par  la  sub- 
stitution de  ces  valeurs,  rl  —  4l***  +  **==  à  un  quarré.  Soit  r  —  Qsf  fa 
question  se  réduit  à  faire  ensorte  que  84  —  4Ôl-+-i  «oU  un  quarré.  Ou 
pourrait  prendre  9  =  o  ,  ou  0  =  2,  mais  il  ne  résulte  de  là  aucune  so- 
lution convenable;  pour  avoir  d'autres  valeurs,  sort  9  =  on  aura 
1  -f-  i6p  -f-  aop*  -f-  8ps  -f-  Sp4  ==  à  un  quarré.  Je  fais  celte  quantité 
=  (1  -f-  8p  -f-  «^')*  ;  prenant  ensuite  et  me  1 ,  je  trouve  $  =  —     ;  donc 

0  =  —  V>  r=\5,  s  =  4t  d'où  résulte  cette  solution  : 

xs=a4i,  jr=  269,    e=  149. 

Ce  sont  vraisemblablement  les  moindres  nombres  qui  satisfont  à  la 
question.  On  aurait  pu  faire  encore  *  =  —  sa ,  ce  qui  aurait  donné 
9  =  \g,  6  =  ,  ou  r=4/,3,  s=s  161  :  mais  de  là  résultent  des 
nombres  beaucoup  plus  considérables  que  les  précedens. 

On  peut  suivre  un  autre  procédé  pour  faire  ensorte  que  la  quantité 

1  -f-  i6p-f-  aop*  -4-  fty3  -f-  <pK  soit  égale  à  un  quarré.  Représentons  ce 
.quarré  par  (1  -f- nous  aurons,  en  comparant  et  dMop* 

Paul>  ...  : 

o  =    a//ip  -f-  2/ip*  -f-  amnip1  +  n'p4 

— 16   -f-/»*    — 8       —  1 
—  20 

_  16  — «m  8  —  a nw  ...       ,  ( 

Soit  <p  =c:aw  +  m»_ao:=  >  <>n  anra  entre  m  et  »  IcquaUon 

(8     m)  n*  -f  (ms  —  ao/n — 8)  n — 4m*  -f  m  -f-  72  =  o. 

Maintenant,  pour  avoir  une  valeur  rationnelle  de  n,  soit  m  =  —  8,  on 
aura  n  =  —  <p  =  ,  ce  qui  est  la  seconde  des  deux  solutions 
trouvées  par  l'autre  méthode. 
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Usage  de  Vanalyse  indéterminée  dans  la  résolution  de  l'équation 
xn — i  =  o,  n  étanfun  nombre  premier. 

(435)  Si  Ton  écarte  du  premier  membre  le  facteur  x— i,  et  qu'on 
fasse 

*  -  =       +  x— + *-*  H-*+i, 

oh  sait  par  le  théorème  de  Côtes  que  le  polynôme  X  a  pour  facteur 
général  x"  —  ax  cos  ^  -f-  i ,  k  étant  un  nombre  quelconque  non- 
divisible  par  n  ;  de  sorte  qu'en  donnant  à  k  les  valeurs  successives 
i ,  a,  3, . . .  i  (n  —  i),  on  aura  tous  les  facteurs  dont  ce  polynôme  est 
composé. 

Les  connaissances  des  Analystes  sur  la  résolution  de  l'équation 
x"  —  i  =  o ,  étaient  presque  réduites  à  ce  seul  théorème  ,  lorsque 
M.  Gauss  publia  son  excellent  ouvrage  intitulé  Disquisiliones  Arûh- 
metiae ,  où  l'on  trouve  une  théorie  nouvelle  et  très-complète  de  la 
résolution  de  la  même  équation ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  de  la 
division  de  la  circonférence  en  n  parties  égales. 

Gomme  cette  théorie  est  une  des  applications  les  plus  intéressantes' 
de  l'analyse  indéterminée ,  et  qu'elle  conduit  à  des  résultats  très-curieux, 
nous  avons  cru  faire  plaisir  à  nos  lecteurs,  en  l'exposant  ici  avec  tous 
les  développemens  nécessaires. 

• 

(436)  Si  on  appelle  r  l'une  quelconque  des  racines  imaginaires  de 

l'équation x"—i=o,  c'esirà-dire , ai  l'on  fait  r=*cos^+t/—i  sin~, 

k  étant  un  nombre  quelconque  non-multiple  de  n ,  toutes  les  racines 

de  cette  équation  seront  r,  r»,  r3  r"  ;  desquelles  séparant  la  racine 

r"  =  i ,  il  restera  pour  les  racines  de  l'équation  X  =  o,  ces  n  —  i 
valeurs  : 

x  =  r,  r»,  r»  r*-1. 
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En  gênerai  donc  r*  sera  une  racine  quelconque  de  l'e'quatlon  X=of 
pourvu  que  a  ne  soit  ni  ze'ro  ui  multiple*  de  n. 

Avec  cette  restriction  il  n'y  a  que  »  —  i  valeurs  différentes  com- 
prises dans  l'expression  x  =  r*j  car  si  on  avait  *  =  fift+t,  il  est 

clair  qu'on  aurait  rt  =  iJt  puisque  r*  =  i  ;  et  par  la  même  raison,  on 

..  •    — *       n — a       kn  —  et 

aurait  aussi  r      =r       =r  . 

D'ailleurs  on  prouve  aisément  que  les  n—  i  valeurs  précédentes  sont 
différentes  entre  elles;  car  si  on  avait  r*  =  r  ,  a  et  €  étant  plus  pe- 
tits que  n,  il  en  résulterait  r'=  i ,  é  étant  ±  (a  —  C)  et  par  consé- 
quent plus  petit  que  n.  Mais  comme  n  est  un  nombre  premier ,  les 

deux  équations  i^sasi,  r  =  i ,  ne  sauraient  avoir  lieu  ensemble,  à 
moins  qu'on  n'eût  rsi,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

*  • 

(437)  Cela  posé ,  le  polynôme  X  peut  être  mis  sous  la  forme 

X  =  (x  —  r)  (*—#*)  O  — r3)  (*  —  r*~' ). 

Et  comme  on  peut  mettre  r*,  ou  en  général  r*  au  lieu  de  r,  on  aura 
aussi 

*  =  (x-r»)  (*-,*).■.... 

«t  en  général, 

X=(x-r')  (x-OCx-r3-)  (x-rn<t~"). 

Donc  puisque  le  second  terme  du  polynôme  X  a  pour  coefficient  -t-  1 , 
on  aura 

0=  1  -f-r-»-i--r-/J+  4-/*-, 

tt  en  général, 

„,1+f'+ftt+rS,+  -rr^-^; 

équations  qui  ont  lieu  sans  désigner  celle  des  racines  de  l'équation  JT=  o 
qu'on  prend  pour  r. 

(4 38)  «  Tuéorèmz.  Soit  <p(r,  s,  t,  u,  etc.)  une  fonction  rationnelle 
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»>  et  entière  (i)des  racines  r,  s,  t,  etc.  de  lequation  T  =  o ,  ou  seule- 
»  mentde  quelques-unes  d'entre  elles  ;  si  dans  cette  fonction  on  substitue . 
»  successivement,  au  lieu  des  racines  r,  s,  t,  etc. ,  leurs  quarrés ,  leurs 
»  cubes,  et  ainsi  jusqu'aux  puissances  de  l'ordre  n,  lesquelles  se  ré- 
»  duisent  toutes  à  l'unité  ;  je  dis  que  la  somme  des  n  fonctions  ainsi 
»  formées , 

»  <p(r,  s y  t,  etc.)  +  <p(r»,  s*,  t%  etc.)-f-  4-p (/*,  s',  F,  etc.), 

> 

«.  sera  égale  à  un  multiple  de  n.  » 
En  effet  chaque  terme  en  particulier  de  la  fonction  <p  étant  de  la 

forme  A*fi*y  et  les  racines  s ,  t,  u,  etc.  étant  des  puissances  déter- 
minées de  l'une  d'elles      il  est  clair  que  ce  terme  se  réduira  toujours 

à  la  forme  Ar,  où  l'on  peut  supposer  e  <  n.  Donc  la  fonction  entière 
p(rt  «,  t9  »,  etc.)  se  réduira  à  la  forme 

A'  4-      +  A"t*  -f-  APh*-* . 

Si  l'on  met  ensuite  r*  à  la  place  de  r,  ce  qui  change  en  même  temps 
s  en  s* ,  t  en  F,  etc. ,  la  fonction  <p(r%  i%  1%  u*,  etc.)  sera  représentée 
par 

j'+jfi>+jri*  ^<-V"-, 

et  en  général  la  fonction  p(r*,   5*,    /*,  etc.)  le  sera  par 
A'  4.  ^r*  4-  ATr™  4-  W""0-. 

Donc  la  somme  de  toutes  ces  fonctions  jusqu'à  <p(r",  s%  F,  etc.)  inclu- 
sivement, sera 

nJ'  4-  A*  (r  4-  r*  4-  r5  i»)  • 

+  /(V+H  +  ^  r") 


4-  A*°(r»=*  +       4-  r3-'  4-  r-(-°), 


(i)  Nous  appelleront  détonnais  fonction  rationnelle  et  entière  des  quantités  r,  s, 
t,  u,  etc.  tonte  fonction  composée  de  tant  de  terme*  qu'on  voudra,  de  la  form» 

Ar*sct>,  etc.,  A  étant  an  entier. 
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quantité  qui  se  réduit  à  ruf  (n*  &f)9  et  par  conséquent  est  un  mul- 

tiple  de  n. 

U  est  bien  à  remarquer  que  ce  théorème  a  lieu ,  quel  que  soit  le 
nombre  des  racines  r,  s,  t,  etc.  qui  entrent  dans  la  fonction  <p. 

(45g)  Théorème.  «  Si  le  polynôme  Z  =  x"  -f-  Ax~~*  -f-  Bx—~ 1  + 
a  Cjc--  1  -f-  etc. ,  dans  lequel  le»  coefficiens  Bi  C,  etc.  sont  entier», 
»  est  divisible  par  le  polynôme  P  =  or-  -f-ax"-  -f-  toc— •  -h  etc. ,  dont 
»  tous  les  coefficiens  o,  c ,  etc.  sont  rationnels  ;  je  dis  que  ces  der- 
»  niets  doivent  aussi  être  des  nombres  entiers.  » 

Car  après  avoir  réduit  tous  les  termes  de  jP,  excepté  le  premier  x-,  à 
un  même  dénominateur,  soit  ce  dénominateur  ssc^A,  a?  étant  la 
plus  haute  puissance  de  l'un  des  nombres  premiers  qui  eti  sont  divi- 
seurs; on  pourra  supposer  (n*  i4)> 

P^pt+Z+Ç, 

p  p*r  p9  étant  des  polynômes  en  x  dont  tous  les  coefficiens  sont 
entiers ,  le  premier  du  degré  »  commençant  par  x" ,  les  deux  autres 
du  degré  n—  1  au  plus.  Si  on  appelle  Q  le  quotient  de  Z  divisé  par  P, 
on  pourra  faire  semblablement 

Cela  posé ,  le  produit  PQ  devant  se  réduire  à  un  polynôme  dont  tous 
les  coefficiens  sont  entiers  ,  il  faudra  que  le  ternie  disparaisse  de 

lui-même ,  puisque  les  autres  n'offrent  dans  leurs  dénominateurs  que 
des  puissances  moins  élevées  de  a.  Donc  l'une  au  moins  des  quantités 

P*  et  Q*  est  nulle  :  ce  ne  peut  être  P1,  puisque  P  contient  a?  dans  ses 
dénominateurs  ;  donc  on  a  Çf  =  o ,  donc  et  ne  se  trouve  pas  dans  les 

P"  P" 

dénominateurs  de  Q.  Mais  alors  ayant  d'une  part  P  —  P-\-~  -f-  — , 

de  l'autre  Q=  Q+^r>  le  produit  PQ  contiendra  la  partie  ?-^f-  -f- 

^^V,  dont  le  dernier  terme  peut  être  changé  en  iSlP—  flffT  ÇL  f  y  et 
g  étant  des  nombres  entiers  (n*  14  ).  Or  la  puissance  k  plus  élevée 
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de  x  dans  fP*QP  est  moindre  que  dans  P*Q' ,  puisque  Q  cotv- 
tient  le  terme  ftfT*  qui  n'est  point  d*ns  <F.  Donc       +fp*Qm  ne 

saurait  se  réduire  à  un  entier.  Donc  le  polynôme  P  ne  doit  contenir 
dans  ses  coefliciens  aucun  terme  fractionnaire. 

(44o)  Théor  r.Mw..  u  Le  polynôme  X ,  dans  lequel  «  est  toujours  sup- 
»  posé  un  nombre  premier,  ne  peut  se  décomposer  en  deux  façtetus 
m  rationnels.  » 

Car  supposons  que  le  polynôme  X  du  degré  n  —  1 ,  ait  pour  facteur 
le  polynôme  de  degré  inférieur 

P  ~  x       ojcV~1  4-  bx'~° . . . .  -f-  hx  -f-  *  , 

il  faudra,  par  le  théorème  précédent,  que  tous  les  coefliciens  a,  b, 
c  ,  etc.  soient  des  entiers.  De  plus  on  peut  observer  que  r  doit  être  pair 
et  k  positif;  car  si  ces  conditions  n'avaient  pas  lieu  à-la-fois,  l'équation 
/*=  o  aurait  au  moins  une  raciuc  réelle,  laquelle  serait  au*,i  une  racine 
de  l'équation  X=o:  or  on  sait  que  celle-ci  n'a  que  des  racines  imaginaires. 

Soient  r,  s,  t,  u,  etc.  les  racines  de  l'équation  P=o,  ensorte  qu'on 
ait  l'équation  identique 

P  =  (x  —  r)  (x  —  s)  (x  —  t)  (x  —  u)  etc.,  [ 

le  nombre  des  fiicteure  x— r,  x— *  ,  etc.  uU.it  1.  On  peut  donner  une 
valeur  quelconque  à  x  dans  cette  équation  ;  soit  donc  x  I ,  et  appe- 
lons f/  ce  que  devient  P;  nous  aurons 

P'  =  (1  —  0  (1  —  5)  (t  —  /)  (1  —  u)  etc. 

Le  nombre  p'  aura  aussi  pour  valeur  1  -f-«  4.  b  c  4.  «te.,  ot  ainsi  il 
aéra  entier;  déplus,  il  devra  être  positif,  puisque  toutes  les  racine* 
r,  s,  /,  etc.  sont  imaginaires. 

Au  moyen  de  l'équation  P=ot  dont  les  racines  sontr,  s,  /,  «,  etc., 
il  est  aisé  de  former  une  autre  équation  'P^*'=o,  dont  les  racines  soient 
r*,  j*,  etc.  ;  et  parce  que  les  coefliciens  du  polynôme  P  sont  en- 
tiers, le  premier  étant  =  1 ,  ceux  du  polynôme  de  même  degré  P^ 
seront  pareillement  entiers,  ainsi  qu'il  résulte  des  formules  connues.  Donc 

•i  on  fait  x=  1  dans  chacun  des  polynômes  P^*\  et  que  k»  nombre* 
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résultans  soient  successivement 

p'  =  (i—r*)  (x— *•)  (i— <*)  (i— *)  de. 
p'  =  (i— r3)  (i— *')  (i—  t3)  (i—  ms)  etc. 

^•z'>  as  (i— r*r>)  (i—  *—)  (l— T"' )  (»— etc.; 

il  est  clair  que  tous  les  nombres  p\  p\  p',..  .^"-,}  seront  des  entiers 
positifs. 

Maintenant  si  on  multiplie  toutes  ces  équations  entre  elles,  et  qu'on 
observe  que  par  l'équation  X  sas  (x— r)  (x— s)  (x— /),  etc.,  on  a  pour 
chacune  des  racines  r,  s,  tt  etc. 

(,_,.)  (,—r»)  (!-/•>).... (i-/—)  =  « 
(,_.,)  (i— 5»)  (i— *J). . .  .(i— *— ')  bss  »  " 
etc. 

le  produit  fiera 

p'p'p". . .       0  =  n. 

Mais  puisque  toutes  les  quantités  p't  p't...  .p<-°  sont  des  entiers  po- 
sitifs, et  que  leur  nombre  »—  i  surpasse  »,  il  faut,  pour  que  leur 

produit  soit  n,  que  quelques-unes  d'entre  elles  soient  égales  à  n  ou  a 
une  puissance  de  n,  et  que  d'autres  soient  égales  à  l'unité.  Le  nombre 
de  celles-ci  ne  peut  être  moindre  que  n — i  —  t-,  si  on  l'appelle  k  ,  il 

est  clair  que  la  somme  p+p'+p'  -+-^c"_0  sera  de  la  forme  k+An. 

Or  on  a  démontré  (n°  458)  que  la  même  somme,  en  y  comprenant  plm\ 
qui  est  zéro,  est  un  multiple  de  n.  Il  faudrait  donc  qu'on  eût  k+j4n=JBn, 
équation  impossible,  puisque  k  est  <r  et  >« — i — p,  ou  =  n — i  — >. 
Donc  si  P  est  diviseur  de  la  fonction  X ,  les  coefficiens  de  P  ne  peuvent 
être  des  nombres  entiers.  Donc  la  fonction  X  ne  peut  avoir  que  des  fac- 
teurs irrationnels. 

Remarque.  Ce  théorème  n'aurait  pas  lieu  si  n  était  un  nombre  com- 
posé; par  exemple,  lorsque  n  =  9,  on  a  X={x*-\-x+i)  (xs-f-xs-r-i)- 

(440  Puisqu'il  est  démontré  que  le  polynôme  X  ne  peut  avoir  aucun 
facteur  rationnel,  n  étant  un  nombre  premier,  la  résolution  de  l'équa- 
tion A '  —  o  ne  peut  se  faire  qu'en  décomposant  X  en  facteurs  irration- 
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nets.  Or  la  théorie  que  nous  allons  exposer,  d'après  M.  Gauss,  a  pour 
but  de  démontrer  cette  proposition  très-générale  : 

«  Ayant  décomposé  n— -1  en  facteurs  premiers  n,  by      etc.,  de 

»  sorte  qu'on  ait  n —  1  =a*Afc^,  etc.,  je  dis  que  la  résolution  de  l'é- 
»  quation  X=o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle  de  a?  — 1=0, 
*  pourra  toujours  se  réduire  à  la  résolution  de  plusieurs  équations  de 
»  degré  inférieur,  savoir:  *  équations  du  degré  a,  £  du  degré  b y  ydvi 
»  degré  c ,  et  ainsi  de  suite.  » 

Par  exemple,  si  l'on  a  «=73  ,  ce  qui  donne  /i— i  ssa1.?*,  la  réso- 
lution de  l'équation  jc,j  —  1=0  s'effectuera  moyennant  trois  équations 
du  second  degré  et  deux  du  troisième. 

Si  l'on  a  «=17,  ce  qui  donne  n  — ~  1  =  a4,  la  résolution  de  l'équa- 
tion x"  —  1=  0  se  réduira  à  celle  de  quatre  équations  du  second  de- 
gré. On  peut  donc  diviser  géométriquement  la  circonférence  en  dix-sept 
parties  égales ,  ce  qu'on  était  loin  de  regarder  comme  possible  avant  la 
démonstration  de  M.  Gauss. 

-  En  général,  si  le  nombre  premier. n  est  de  la  forme  am-f-  1 ,  on  pourra 
réduire  la  résolution  de  l'équation  x" — 1=0  à  celle' de  m  équations 
du  second  degré;  il  ne  faudra  même  que  m — 1  de  ces  équations,  s'il 
s'agit  de  la  division  du  cercle  en  n  parties  égales. 

Observons  que  a"-f- 1  ne  pourrait  être  un  nombre  premier  ,  si  m  était 
impair  ou  qu'il  eût  seulement  un  diviseur  impair,  car  a'^'-f-i  a  pour 

facteur  3,  et  a^-f  1  a  pour  fiictcur  a*+i,  si  £  est  impair.  Donc  3-4-1 
ne  pourra  être  premier  que  lorsque  m  sera  une  puissance  de  a ,  et  ce- 
pendant il  ne  sera  pas  premier  toutes  les  fois  que  m  sera  une  puissance 
de  a;  car  il  y  a  exception  lorsque  m  =  3s=3a. 

Après  les  cas  de  to=i,  a,  4»  «p»  sont  déjà  connus,  si  l'on  prend 
celui  de  m  =  8,  il  en  résulte  n  =  a*      1  =a5j ,  qui  est  un  nombre 1 
premier.  Donc  on  peut  diviser  géométriquement  la  circonférence  en 
357  parties  égales,  ce  qui  se  fera  au  moyen  de  sept  équations  du  second 
degré. 

La  division  géométrique  peut  se  faire  aussi  en  a55  et  356  parties ,  puis- 
que a55  =  3.5.17  et  a56=  3»  ;  de  sorte  que  les  trois  nombres  consé- 
cutifs a55,  a56,  257,  ont  la  propriété  de  diviser  géométriquement  la  cir- 
conférence. Dans  les  nombres  inférieurs,  il  faudrait  descendre  jusqu'à 
i5,  16,  17,  pour  rencontrer  une  semblable  propriété. 

Et  parce  que  3,,-f-  » =65537  est  aussi  un  nombre  premier,  si  on  re- 
marque que  a'*  — 1  =  (3* — i).(3'-f-i)s=ia55.a57,  on  verra  que  Ici 
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trois  nombres  consécutifs  65555  ,  65556  ,  6555?,  quoique  très- grands , 
jouissent  encore  de  la  même  propriété.  Mais  on  ne  peut  continuer  immé- 
diatement cette  suite,  parce  que  aJ*-+- 1  n'est  pas  un  nombre  premier. 

(44a)  Toute  racine  de  l'équation  Iwo  pouvant  ètro  représentée  par 

r*,  a  n'étant  ni  zéro  ni  multiple  de  n,  nous  désignerons  cette  ratine  par  l'ex- 
pression abrégée  (a).  Cela  posé,  deux  racines  (a)  et  (€)  seront  les  mêmes 
si  a — Ç  est  divisible  par  n,  et  différentes  s'il  n'est  pas  divisible.  De  plus  , 
il  suit  de  l'origine  de  ces  racines  que  le  produit  (x)x(6)  =  (a-f-6) ,  et 
que  la  puissance  (a)m=s:(m%) ,  propriétés  analogues  à  celles  des  loga- 
rithmes. On  observera  aussi  qu'on  a  (o)=j ,  («)=« ,  et  en  général  (*n)=i, 
puisque  ces  expressions  représentent  r*,  r",  r*-,  qui  sont  égales  à  l'unité. 
Toutes  les  racines  de  l'équation  A"=o  sont  représentées  par  la  suite 

0)>  C2)>  (3)  (" — 1)>  ma's  comme  au  lieu  de  r  on  peut  prendre  en 

général  r*,  pourvu  que  <t  ne  soit  pas  divisible  par  n,  ces  mêmes  racines 

seront  représentées  par  la  suite  (et) ,  (aa),  (5*). .  .(n— quine dif- 
férera de  la  première  que  par  l'ordre  de  ses  termes. 

(445)  Considérons  maintenant  l'équation  indéterminée  — i=c#(n), 
dont  le  second  membre  désigne  uu  multiple  quelconque  de  n.  On  sait 
que  les  n  —  1  racines  de  cette  équation ,  supposées  positives  et  m  oindres 
que  »,  «ont  la  suite  des  nombres  naturels  1,  a,  5. . .  ,(n  1),  On  sait 
en  même  temps  (n*  556)  qu'il  est  toujours  possible  de  trouver  un  nombre  g 
qui  par  ses  puissances  successives  donne  toutes  les  racines  de  la  même 
équation  ;  de  sorte  que  la  suite  g,  g*,  g3,'.  -g*~' >  ou ,  ce  qui  revient  au 
même ,  i,g,g%f"  donne,  en  omettant  les  multiples  de  n,  les  mêmes 
termes  qui  sont  contenus  dans  la  suite  1,  2,  5  (««— 0- 

Ce  nombre £,  auquel  nous  donnerons  le  nom  de  racine  primitive,  doit 
être  tel  que  m  étant  plus  petit  que  n —  1 ,  on  ne  puisse  avoir  g* 'èa  1 ,  ou 
g" —  1  =zoK(n).  Alors  a  étant  un  nombre  quelconque  non-divisible  par  n, 

on  pourra  toujours  trouver  un  exposant  fi  tel  que         at?  c'est-à-dire  f 

tel  que  g* — a=o#(«);  car  le  nombre  « ,  s'il  se  trouve  dans  la  suite 
j,  a,  5. .  .n — 1 ,  doit  également  se  trouver  dans  la  suite  i,g,g*,  g3- -g""  y 
et  si  a  est  plus  grand  que  n,  il  suffit  de  considérer  le  reste  de  a  divisé 
par  n. 

Au  moyen  de  la  racine  primitive  g  on  peut  donc  exprimer  toutes  les 
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racines  dé  l'équation  Xsao,  de  cette  manière:  (1),  (g),  (g%)....(g*~ »), 
et  plus  g  en  oralement,  en  prenant  pour  et  un  nombre  quelconque  non- 
divisible  par  n  ,  ces  racines  pourront  être  représentées  par  la  suite 

(*)>  (h),  «)  

elles  le  seraient  également  par  la  suite 

(a),  («G),   C*GT'), 

si  G  était  une  antre  racine  primitive  de  l'équation  je"-1'  —  1  szeK(n)  ;  or 
il  en  existe  toujours  plusieurs,  excepté  le  cas  de  n= 3,  où  il  n'y  en  a 
qu'une. 

(444)  Soit»i  un  diriseur  quelconque,  premier  Ou  non-premief ,  de«— 1, 
et  soit  n —  1  =s  mk,  l'équation  indéterminée  x*"*  —  1  =c#(n),  qui  devient 
af"k — 1  =o#(rt),  pourra  se  décomposer  en  un  nombre  k  d'équations  de 
la  forme  a* — A=zatt(n). 

Pour  cela  il  faut  faire  Ak  =  i ,  c'est-à-dire,  A1—  1  =c#(n);  et  si  on 
représente  par  1,  ^,  A*. .  .^»-o  les  valeurs  de  A  qui  satisfont  à 
cette  équation,  il  est  clair  que  l'équaUon  i=etf(/i)  sera  équivalente 
à  ces  k  équations  : 

af  —  1  =  ctë(n) 
x"  —  A'  =  cM,(n) 
x*  —  A'  =  cM.(n) 


x1»  — ^(«); 

et  toutes  les  solutions  de  l'équation  je—* —  1  =c£(/i)  seront  ainsi  parta- 
gées en  à  groupes  de  chacun  m  termes ,  puisque  chacune  des  équations 
précédentes  doit  avoir  m  solutions. 

(445)  Appelons  et,  a',  *\ . . .  af~"\  les  m  racines  de  l'équation  indé- 
terminée x" —  .<4'=o#{«).  Ces  mêmes  racines  considérées  comme  ex- 
posans  de  r  et  transportées  à  l'équation  Jf=o,  formeront  le  groupe  de 
racines  correspondantes 

(*),  («Os  CO  (*c->), 

que  nous  appellerons  une  période,  et  que  nous  désignerons  par  l'exprès- 
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sion  abrégée  (m,  a) ,  où  m  est  le  nombre  des  termes  de  la  période ,  et  a 

■l'exposant  d'an  de  ses  termes. 

Sous  ce  point-de-vue,  la  totalité  des  racines  de  l'équation  X=b 
forme  elle-même  une  période  de  n — i  termes,  dont  un  terme  est  r* 

ou  (i);  et  cette  période  peut  se  designer  par  («— i,  i)  ou  (n — i,  et  ), 
a  étant  un  nombre  quelconque  non-divisible  par  ». 

Lorsqu'on  fait  n — i=mk,  la  période  totale  (n —  i ,  i)  ou  (mk,  i)  se 
décomposera  en  k  périodes  de  m  termes,  dont  une  quelconque  sera  dé- 
signée par  (m,  et).  Mais  il  convient  d'examiner  plus  particulièrement  la 
formation  de  ces  périodes. 

(446)  Pour  trouver  toutes  les  valeurs  de  A  qui  satisfont  à  l'équation 
'A* —  i=c#(«),  j'observe  qu'on  peut  faire  Ax—g*~'  =#"a,  ce  qui  don- 
nera A=gm-,  et  cette  valeur  élevée  à  ses  puissances  successives  donnera 
toutes  les  autres,  de  sorte  que  les  k  racines  de  l'équation  A*  —  1  =o#(n), 
«erout  . 

«,  g",  gtm  fi**-*'. 

Ces  valeurs  sont  toutes  différentes  entre  elles  ;  car  si  on  avait  gm'u=gn' , 

il  en  résulterait  gm^~r^  —  1  y  ce  qui  ne  peut  avoir  Heu  (44^)  >  puisque 
m(fi—~r)  est  plus  petit  que  mk  ou  n— 1. 

Les  valeurs  de  A  étant  connues,  il  sera  facile  de  résoudre  chacune 
des  équations  x"  —  A-=z  cM(n). 

Et  d'abord  l'équation  x~ — i  =  c#(n)  étant  la  même  que  

gm — gmk  _  ^  Qn  en  Qre  jc=gk.  Soit  donc  h=gk>  et  les  m  valeurs 
de  x  dans  l'équation  je"  —  1  =  c4C(n) ,  seront 

On  prouverait  d'ailleurs  ,  comme  ci-dessus ,  qu'elles  sont  toutes  diffé- 
rentes entre  elles. 

La  seconde  équation  x"  —  A'  —  cM(n) ,  où  l'on  a  A'==gmJ  donne 
a-  =g  ,  et  de  là  les  m  solutions  comprenant  le  second  groupe 

g,  gh't.;....gh»-'. 

La  troisième  x" —  ^*=c#(n),  où  l'on  a  A'=g"*>  donne  pour  les 
valeurs  de  x  composant  le  troisième  groupe , 

?>   g*h>   t^"'» 

et  ainsi  de  suite. 
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Revenant  donc  à  l'équation  X  =  o  ,  on  voit  que  les  racines  formant 
la  période  (m,  i)  sont 

(O,  (*),  (*')  

•  •     •    •    :  .  :  . 

que  les  m  racines  de  la  seconde  période  (m,  g)  sont 

<*).  tè*')  

que  les  w  racines  de  la  troisième  période  (m,  g')  sont 

et  ainsi  jusqu'à  la  période  (m,         ,  qui  comprend  les  racines 

(*-'),  (aT*h  (g1"*)  C^*-1)- 

(447)  La  période  (« — 1,  1)  ou  (mk,  1)  comprenant  toutes  les  racines 
de  l'équation  X=o,  se  divise  donc  en  k  périodes  de  m  termes,  lesquelles 
sont: 

(m,  1),    (m,  £),    (m,  ^)  (m, 

et  parce  qu'au  lieu  de  r  on  peut  mettre  r*,  ou  parce  qu'on  peut  suppo- 
ser *=gi,  ces  k  périodes  peuvent  aussi  être  représentées  par 

(m,  et),    (m,  mg)t    (m,  ag>)  mg»?1), 

et  étant  un  nombre  quelconque  non-divisible  par  n. 

Chacune  de  ces  périodes  représentée  par  (m,  a)  est  composée  des 
termes  (a),  (*h)t  (*h%). . .  .(ah—1);  et  comme  cette  suite  est  rentrante 
sur  elle-même,  puisqu'en  omettant  les  multiples  de  n,  on  a  ahm  =  At  il 
est  clair  qu'au  lieu  du  terme  (a) ,  on  peut  prendre  un  terme  quelconque 
de  la  période,  et  qu'ainsi  la  période  désignée  par  (»*,  et)  peut  l'être  éga- 
lement par  (m,  ah)f  (/n,  *fc»),etc. 

(448)  Ayant  ainsi  décomposé  la  période  (mk,  1)  en  k  périodes  de  m 
termes,  dont  une  quelconque  est  (w,  *),  si  on  a  m=m'k't  on  pourra 
décomposer  de  même  chaque  période  (m,  a)  ou  {m'U,  et)  en  k'  périodes 
de  m'  termes. 

Soit  x"  —  A  =zcM.(ri)  l'équation  indéterminée  dont  les  racines  servent 
à  former  la  période  (m,  «)  ;  de  sorte  que  a  soit  une  des  valeurs  de  x  , 
ou  qu'on  ait  a"  =zA }  nous  commencerons  par  décomposer  l'équation 
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indéterminée  xm  —  4~<M(n)  ou  A=zotL(n)  en  #  équations  de 

la  forme  xT' — B=c%(n). 

Pour  cela  il  faut  qu'on  ait  B*  —  A  =  ott(n) ,  on  pour  abréger ,  . . . . 
W— Jz=xm=atT,k'  ;  delà  on  tire  B=<x,m',  ou  plus  généralement  B=*m'ji 
y  étant  l'une  des  racines  de  l'équation/*  — 1  =  ctf(/i).  Celle-ci  donne, 
en  omettant  toujours  les  multiples  de»,/'s=i  =£•"- * 
donc  /  =  g"'*. 

Soit  g'  =gmn=i*"*iy-*'9  et  les  A'  valeurs  de  #  seront 

 *"y<*->. 

On  aura  ensuite  à  résoudre  les  U  équations 

x*  —  &  m  tM(n) 

x*  -  **g'       =  cK(n) 

• 

•  * 

et  le  groupe  de  racines  provenant  de  chacune  de  ces  équations  servira 
à  former  Tune  des  périodes  de  m'  termes  dans  lesquelles  se,  décompose 
la  période  (m,  *). 

(449)  La  première  x"'  —  a**'  =  <M(n)  donne  x~&,  ou  plus  généra- 
lement xs=ttjty  étant  une  des  m'  racines  de  l'équation  j"'—  i  =©*£(«). 
Celle-ci  donne,  en  omettant  les  multiples  de  n ,  j"'=i  =*g*~~ '  =  £"""; 
donc y=. g*k.  Soit  h' —g*'^^0^,  et  les  racines  de  l'équation... 
x"'  — a"'c=o^(«),  seront 

a,    et/.',    ah"  xh'^'->\ 

La  seconde  équation  x*  —  a? g'  =  ctt(n)  ne  diflêre  de  la  précédente 
qu'en  ce  qu'au  lieu  de  a"'  on  a  &m'g'  ou  «"'g-'*  ;  ainsi  il  suffit  de  mettre 
ag*  à  la  place  de  et,  et  on  aura  pour  les  racines  de  la  seconde  équation 

celles  de  la  troisième  seront  semblablement 

et  ainsi  de  suite. 
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Donc  la  période  (m,  «)  ou  (m'U,  «)  se  décomposera  en  A'  période» 
de  m'  ternies,  savoir: 

(/»',«),    (m>,  af)9    (nf,  0g*)  ■ 

et  l'une  quelconque  de  ces  périodes,  daignée  par  (/»',  €)t  contiendra 

(€),  ca'),   

ellç  pourra  être  également  désignée  par  {ni,  Çh'),  (m'f  Ch'*),  etc. 

• 

(450)  Maintenant  les  autres  sousrdivisions ,  s'il  y  a  lieu,  nç  pré- 
sentent aucune  difficulté.  Par  exemple,  si  l'on»  m'  =  m'A*,  et  qu'on 
veuille  de  nouveau  décomposer  la  période  (/»',  *)  ou  (m'k't  a)  en  k* 
périodes  de  m"  termes,  ces  périodes  seront,  en  faisant  e=kk'f 

et  chacune  d'elles,  par  exemple  la  période  (m',  et),  sera  composée  des 
racines 

(«-),   («17)  |   

où  l'on  a  H m'.  Ainsi  on  peut  directement  obtenir  ces  périodes 
sans  recourir  à  celles  qui  précèdent. 

(451)  Soit  pour  exemple  «s=  19;  comme  a  est  une  des  racines  pri- 
mitives de  l'équation  x1*— - i  =  0^(19) ,  on  pourra  faire  #=a.  Si  ensuite 
on  décompose  le  nombre  n  —  1  =  18  en  deux  facteurs  6  et  3,  on  fera 
«i=6,  A  =  3,  A=£*  =  8.  La  période  (18,  1)  contenant  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation  X  —  o,  se  décomposera  donc  en  trois  périodes  de 
six  termes,  savoir  :.($,  0  »  CQi  a)  ct  (6>  4)- 

La  période  (6,  1^  comprend  les  racines  (1),  (8),  (8*),  etc.,  lesquelles, 
par  l'omission  des  multiples  de  19,  deviennent  (1),  (8),  (7),  (18), 
(11), 

Multipliant  les  nombres  ainsi  réduits  par  a,  et  omettant  encore  les 
multiples  de  19,  on  aura  (a),  (16),  (14),  (17),  (3),  (5)  pour  learacines 
qui  composent  la  période  (6,  a). 

Enfin  on  trouve  de  même  que  lee  racines  composant  la  période  (6,  4) 
sont  (4),  (.3),  (9),(i5),  (6),  (10). 

Ainsi  les  18  racines  de  l'équation  X  =  o  sont  distribuées  entre  les 
trois  périodes  (6,  i),  (6,  a),  (6,4),  et  toute  période  désignée  par 
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(6,  *)  se  rapportera  à  l'une  de  ces  trois  périodes,  savoir,  à  Celle  dam 
laquelle  («)  est  compris.  Ainsi  on  a  (6,  3)  =  (6,  a),  (6,  5)  =(6,  a), 
(6,  6)  =(6,  4),  etc. 

(45a)  Si  l'on  veut  décomposer  ultérieurement  l'une  des  périodes  de 
six  termes  en  trois  autres  de  deux  termes,  on  aura,  d'après  les  formule» 
du  n*  448-,  m'  =  a,  #  =  3,  g*=8.  Donc  la  période  (6,  i)  se  décom- 
pose en  trois  autres,  savoir:  (a,  i),  (a,  8),  et  (a,  64)  ou  (a,  7).  . 

Et  pour  avoir  les  termes  dont  chacune  de  ces  dernières  périodes 
est  composée,  il  faut  prendre  a»  =  18.  D'après  cette  valeur 

de  h',  les  deux  termes  de  la  période  (a,  1)  seront  (1)  et  (18),  ceux  de 
la  période  (a,  8)  seront  (8)  et  (1 1),  et  ceux  de  la  période  (a ,  7)  seront 
(7)  ^  (ia). 

Décomposant  de  la  même  manière  les  périodes  (6,  a)  et  (6,  4),  on 
formera  le  tableau  suivant,  qui  contient  les  périodes  de  six,  de  deux 
et  d'un  seul  terme ,  dans  lesquelles  se  décomposent  les  racines  de  l'é- 
quation X  —  o. 


Périodes 
de  six  termes. 


(6,  0 


(6,  a) 


(6,4) 


Périodes 
de  deux  termes. 


Termes 
simples. 


0>>  0 

(*>  8) 
7) 


(*,  a) 
(2,  16) 

(a>  *4) 


(a>  4) 
(a,  i3) 

(*,  9) 


(  0,  (>8) 
(  8),  (11) 
(  7),  (") 


(  *),  (17) 


(  4),  C'5) 
(«5),  (  6). 

"x  9),  m 


(453)  Théorème.  «  Soient  (/»,  a),  (m,  £),  deux  périodes  sem- 
»  blables ,  ou  du  même  nombre  de  termes  m,  mais  d'ailleurs  égales  ou 
»  inégales;  si  on  désigne  par/"(/n,  a)  et/(//i,  £),  la  somme  des  racines 
»  dont  ces  périodes  sont  composées,  et  que  le  produit  de /(m,  et)  pr 
»  /(m,  €)  soit  appelé  n,  je  dis  qu'on  aura 

»       n  =/0,  «4-0  «A  -f-  0  -f-/(m,  ah'  -f-  É)  -f-  etc. 
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»  (a) t  (aÀ),  (et/<»),  etc.  étant  les  différentes  racines  comprises  dans  la 
»  période  (/»,  a).  » 

En  effet,  soit  comme  ci-dessus  n — x  =  mk  et  h=gk,  on  aura  par  ce 

qui  précède  (m,  a)  =(/«,  ah  )  =  (m,  ah*)  ,  etc.  On  aura  aussi  

f(mt  €)  =  (£)  4-  (£/,)  4-  (Çh*)  -f-  etc.  Donc  le  produit  n  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

(C)  /(m,  a)  4-  (a)  /(/»,  ah)  +  (€h>)  /(m,  ah')  4-  etc., 

le  dernier  terme  de  cette  suite  étant  (C/t"—') /(/»,  ah"-').  Mais  puisque 
/(/h,  a)  =  (a)  -f-  (a/i)  4-  (*/i")-f-  etc. ,  et  qu'en  général  (*)  x(£  )=(a4-6), 
on  aura  (£)/(»<>  «0  =  +  -f- («*+<?) +  +  4-etc.  Dévelop- 
pant de  même  chacun  des  autres  produits  partiels,  on  aura  le  produit 
total  n  = 

(*  +  C)  +(<A  +  C)+(*A»  +  C)  4-- ) 
4-  (*A  +  CA)  +  («A'  +  CA)  +  (  *h3  -f  M)  +....+(  *A"  +Ch) 
+    («A*  +  Ch*)   +  («A*  +  <TA")  +  (  «A*  +  CA»)  +. . .  .+C*A"-m+  CA') 

4-  («A"- +CA— ')  +  («A-+CA"- )  +  (*A-»"+ÉA— •  )+.... +(*A"- +:A—)- 

Prenant  la  somme  des  différentes  colonnes  verticales  qui  donnent  cha- 
cune une  même  période ,  on  aura  le  produit  cherché 

n  =  /(,,,,  a+4)  4-/(/«,  «A-f-£)  4-/K         ....  4-/(/»,  *hr-*+6). 

* 

(454)  Voici  maintenant  quelques  corollaires  généraux  qui  se  déduisent 
de  cette  proposition. 

I.  Les  différentes  parties  dont  le  produit  n  est  composé  se  réduiront 
toujours  soit  à  l'expression  J\mf  o)  ou  /"(/«,  «)  dont  la  valeur  est  m , 
soit  à  quelques-unes  des  quantités  f(m,  1),  /(m,  g),f(m;g*)  etc.  Donc 
on  aura  toujours 

n  =  am  4-  a  /(/»,  1)  4"  g)  +  t)  +  etc- 

les  coefficient  a.      a",  etc.  étant  des  entiers  positifs  ou  zéro.  • 

II.  t  étant  un  entier  quelconque  ,  le  produit  de /(m,  **)par  /(/«,  iC) 
sera  =  /(/»,  ia-\-j€) -\-/(m,  ialv-\-iÇ)  4-  f(mt  ia/f+iG) etc.;  ce  même 
produit  s'exprimera  donc  aussi  par 

ÎTO  =  om  4-  </*(/»,  O  -f-  <*V("»,  'g-)  -f-  -f-  etc. 

57 
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III.  Le  produit  de  deux  quantités  de  la  forme  /  (m,  a)  pouvant  tou- 
jours se  réduire  à  la  somme  de  plusieurs  quantités  de  la  même  espèce, 
U  est  clair  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  quantités  de  cette 
forme,  et  par  conséquent  aussi  leurs  puissances  et  les  produits  de  ces  puis- 
sances se  réduiront  toujours  à  une  forme  lioéaire  telle  que  

Am-\-A'f(my  \)-\-A'f{my  g)  -f-  etc. ,  les  coefliciuns  A,  At  A*,  etc. 
étant  des  entiers  positifs  ou  zéro. 

IV.  Donc  si  une  fonction  F  est  composée  de  plusieurs  termes  de  la 

forme  iVfW,  etc.,  où  N  est  entier,  et  f,  m,  t',  etc.  désignant  tes 
quantités  /*(/*,  «),  /"(m,  Ç),  f(m,  >),  etc.;  cette  fonction  se  réduira  tou- 
jours à  la  forme  A-\-A'f(mf  i)  -f-  A'f(mt  g)  -f-  etc. ,  les  coelficiens  A, 
A' y  A* y  etc.  étant  pareillement  entiers. 

Si  ensuite,  au  lieu  de  t,  ut  vy  etc.,  on  substitue /*(/«,  '*),  J(jn> 
/("h  iy)>  elc-  respectivement,  le  résultat  formé  avec  les  mêmes  coeffi- 
ciens  A,  A't  A%  etc.,  sera  A+A'f(m,  i)  -+-  A*f{my  ig)  -f-  etc.  Car  le 
changement  dont  il  s'agit  se  fait  en  substituant  simplement  r*  à  r,  puis- 
qu'alors  toute  racine  désignée  par  (*)  devient  (u»)j  il  faut  seulement  que 
i  ne  soit  pas  divisible  par  n. 

(455)  Théorème.  «  Si  l'on  considère  comme  donnée  la  quantité 
a  /"(/»,  a)z=py  je  dis  que  toute  autre  quantité  de  la  même  espèce  f(myC) 
»  se  déterminera  rationnellement  par  le  moyen  de/?,  de  sorte  qu'on  aura 

»  f(m,  g)  =  A+A'p+A*p*  +....+  ^'-y-, 

a  A y  A' ,  A' y  etc.  étant  des  coeflîciens  rationnels,  m 

Désignons  par  pry  p',  pmy  etc.  les  quantités  /(m,  ag) ,  /(/»,  *g"), 
f(mf  ag3)  y  etc.  respectivement  ;  parmi  ces  quantités  se  trouvera  néces- 
sairement /(m,  £),  dont  on  cherche  la  valeur. 

La  somme  des  racines  de  l'équation  A '  —  o  étant  -  i,  ou  »  peur  pre- 
mière équation 

o  =  i  +  /;  -f-p'        -f-  etc. 

Si  ensuite  par  le  théorème  précédent  on  développe  les  puissances  succes- 
sives p'y  p3, . .  pour  les  réduire  à  là  forme  linéaire ,  on  aura  k—~  a 
autres  équations  de  la  forme 

p*  =  am  -+-  <*V»  -f-  o'p'  -f-  a"p'  -f-  etc. 
p»  =  bm  +  b'p  -f-  b'p'  -f-  b"p'  -f.  etc. 
p*  =  cm  -f-  cp  -f-  c>'  -f-  cy  -f-  etc. 
etc.  .  .  . 

où  les  coefliciens  doivent  être  des  entiers  positifs  ou  zéro. 
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Au  moy  en  de  ces  k — i  équations,  il  est  clair  qu'on  pourra  détermi- 
ner les  k — i  quantités  p',  p',  p',  etc.  en  fonctions  de  p,  et  la  valeur 
de  chacune  sera  de  la  forme  4+jfp+jfp*-\-. .  .-{-A1*— >pl~> ,  A,  A', 
A',  etc.  étant  des  nombres  rationnels. 

C'est  ce  qui  aura  lieu  nécessairement  par  la  nature  des  équations  li- 
néaires ,  à  moins  qu'il  n'y  ait  dans  le  problème  une  indétermination  fon- 
dée sur  ce  que  l'une  des  équations  ci-dessus  serait  une  conséquence  des. 
autres.  Mais  comme  elles  contiennent  dans  leurs  premiers  membres  dif- 
férentes puissances  de  pf  nulle  de  ces  équations  ne  pourra  être  une  con- 
séquence des  autres ,  à  moins  qu'on  ne  suppose  qu'entre  les  quantités  pt 
p'tp»,  etc.,  il  existe  une  relation  teUeque  a=frfp+/0p*+...-tf<>-,Y-'. 
Or  cette  relation  ne  pent  avoir  lieu. 

En  effet,  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  linéaires  des  puissances 
P%>  P3t  etc.  donneraient  également  celles  des  puissances  de  p'tp't  etc. , 

puisqu'en  général  si  une  fonction  entière  de  /(m,  a)  est  

une  semblable  fonction  de  f(my  ia) 
sera  A  -f-  A'f(m,  Pj  +  A9/ (m,  ig)  -f-  etc.  Donc  l'équation  qui  détermi- 
nerait savoir:  o=/*-f»/>  +fp*  h/^-'y-*,  conviendrait  égale- 
ment aux  autres  quantités  p',  p%  etc.;  elle  devrait  donc  être  du  degré  k 
et  non  du  degré  k  —  i ,  ou  d'un  degré  inférieur. 

Si  on  objecte  que  parmi  les  quantités  p}  p'f  p',  etc.  il  pourrait  y  en 
avoir  qui  fussent  égales  entre  elles,  je  répondrai  que  suivant  la  marche 
ordinaire  de  l'analyse,  l'équation  en  p  n'en  devrait  pas  moins  être  du 
degré  k,  mais  qu'alors  elle  aurait  des  racines  égales. 

Au  surplus ,  il  est  facile  de  faire  voir  par  une  autre  considération  que 
deux  des  quantités  n,  p'tp%  etc.  ne  peuvent  pas  être  égales  entre  elles.  I  n 

effet ,  p  désignant  une  somme  telle  que  .r*  -f-  aff*  -f-  x**-f-  etc. ,  et  p'  une 

somme  semblable  x  -f-  x  -f-  etc. ,  si  ces  deux  sommes  étaient  égales 
il  faudrait  qu'on  eût 

•    .....    -  -  ■ 

'««'«"  c       c  c 

x  -f- x   -f- x  -f-  etc.  —  x  —x  —x  — etc.=o, 

les  nombres  «,£,«',  etc.  étant  positifs  et  plus  petits  que  n — i.  Donc 
il  faudrait  que  le  premier  membre  de  cette  équation  eût  un  commun  di- 
viseur avec  la  fonction  A",  et  ce  commun  diviseur  serait  nécessairement 
rationnel ,  ce  qui  a  été  démontré  impossible  (n-  440). 

*  •  •  • 

.    C4S0)  ÇxetupU.  Sait  comme  ci-fcssus  n=,9,  m**ê,  k=*5,  nous 
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ferons  de  plus  p=f(6,  i),  p'=f(6,  a),/=/(6,  4),  quantités  qui  s'ex* 

priment  immédiatement  par  les  racines ,  de  cette  manière  : 

•  p  =  («)  +  (7)  +  (8)  +  (xi)  +  (ia)  4-  (18) 
p'  =  (a)  4-  (3)  -H  (5)  ■+-  04)  -f-  (»6)  +  (i7) 
,/=  (4)  +  (6)  +  (g)  +  (io)  4-  (i3)  4-  (i5). 

Suivant  le  n°  453,  on  aura  pp=f(6,  3)4-/(6, 8)4-/(6, 9)4-/(6,  ") 
4-/(6,  i3)  4-/(6,  19)  =A»'-f-^4-/-f^4-/-f-6-  Donc 

/y>  =  64-a^4-/-f-3/. 

■ 

Dans  cette  équation  on  peut  changer  p  en  p\  pourvu  qu'on  change  en 
même  temps  p  en  p'  et  p"  en  p-,  car  cela  revient  à  mettre  g<t  à  la  place 
de  a,  dans  une  fonction  de  /(/n,  a)  ;  on  aura  ainsi 

p'p'  =  6+2P'  +  p'  +  3p, 

et  semblablement 

rf/ss  6  +  y+/j  4-  a/. 

Le  théorème  cité  donnera  encore  /y/=/(6,  3)4-/(6,  9)4-/(6,  10) 
4-/(6,  1 5)  4-/(6,  i4)+/(6,  20),  ou 

=  /,4-a/>'4-3/>'; 


d'où  l'on  déduit 

'    '  p'p'=p'+2p'+  5p 

pp  =p  -j-2p  ùp. 

i  -  * 

Ces  produits  suffisent  pour  trouver  tous  les  autres:  on  aurait,  par  exemple, 
p1  =6p-+-  ip%  -\-pp' -\-ip*p  =  ia  4-  4~  l°p'  -r-9P*>  «l  de  là  se  dé- 
duiraient les  valeurs  de  p'3  et  p"3. 

Maintenant  si  on  veut  déterminer  p'  et  p'  par  le  moyen  de  p ,  il  fau- 
dra résoudre  les  deux  équations 

0=14-  p  -H  P  +  / 
6  4-  a^  4-  //  4-  V*  ; 

d'où  l'on  déduira 

p"  —  P% —  P  —5, 

valeurs  rationnelles  et  même  entières. 

Si  on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  p3 ,  on  aura..v? 
;/»3s=7  +  6/>  — p*-f  d'où  l'on  voit  que  les  trois  quantités  p,  p',  /, 
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sont  les  racines  de  l'équation 

^+^'  —  6^—  7=0. 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  et  ne  souffre  aucune  réduction, 
mais  elle  jouit  de  cette  propriété,  qu'une  de  ses  racines  p  étant  trouvée, 
les  .deux  autres  p'  et  p'  s'expriment  rationnellement  au  moyeu  de  p. 
Toutes  les  équations  que  nous  aurons  à  considérer  dans  la  résolution 
de  l'équation  X  =  o  jouissent  de  la  même  propriété.  * 

(457)  Théorème.  «  Soit  p  une  fonction  invariable  et  entière  des 
m  racines  (a),  («'),  (et"),  etc.  comprises  dans  une  même  période  (m,  et); 
»  je  dis  que  <p  sera  toujours  réductible  à  la  forme  B  -f-  1? /{m  ,  1  ) 
»  g)  -f-  B"f(m,g*)  -f-  etc.,  où  tous  les  coefficiens  B,  B*, 

>»  &,  etc.  seront  entiers.  » 

Nous  appelons  ici  fonction  invariable  des  quantités  s,  f,  u,  etc.  toute 
fonction  qui  ne  change  pas  par  une  permutation  quelconque  faite  entre 
■  ces  quantités.  Tels  sont  les  coefficiens  de  l'équation  qui  aurait  pour  ra- 
cines les  quantités  s ,  t,  uf  etc. ,  et  une  foule  d'autres  fonctions. 

Cela  posé,  la  fonction  dont  il  s'agit  ,  comme  toute  autre  qui  ne  serait 
pas  invariable,  mais  dont  les  coefficiens  seraient  entiers,  se  réduira  tou- 
jours à  la  forme  A  +  A'(i)  -+-  A'(-x)  -M* (3)  -f-  etc.,  où  //,  /,  A*,  etc. 
seront  entiers  (n°  /}38).  Il  s'agit  donc  de  faire  voir  que  dans  celle  valeur 
développée,  les  différentes  racines  d'une  même  période  (m,  g')  ont  des 
coefficiens  égaux,  car  alors  les  termes  dépendans  de  ces  racines  auront 
pour  somme /*(»»,  g1)  multiplié  par  le  coefficient  commun. 

Soient  (6)  et  (y)  deux  racines  d'une  même  période  j  en  faisant . . . 
fl*"*"0l"=  h,  on  aura  >  =  €h',  h'  étant  une  puissance  donnée  de  h. 
Si  dans  l'équation  •  . 

<P  [(*)>  (*')>  (*')>  etc.]  =  A  +  A\x)  H-  A'(2)  +  A*(Z)  +  etc. 

on  met  ah'  à  la  place  de  oc,  le  premier  membre  restera  toujours  le  même, 
puisque  la  suite  (et/i'),  (*"'*')>  elc*  ne  diffère  que  par  l'ordre  des 

termes,  de  la  suite  (*) ,  (a'),  (et'),  etc. ,  et  que  l'ordre  est  ici  indifférent. 
On  aura  donc  par  cette  substitution 

'    *[(*)>  (*')>  («Oi  elc.]  =  A  +  A'(h')  +  A'(2h')  +  A0(M')  +  clc; 
d'où  l'on  voit  que  dans  le  développement  de  la  fonction  <p  deux  terme» 
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tels  que  (i)  et  (h')t  (2)  et  (aA')>  et  en  général  (£)  et  (€h')  ou  (C)  et  (>) 
ont  des  coefficiens  égaux. 

La  fonction  $  pourra  donc  toujours  se  réduire  à  la  forme  . 

B  B f{m,  i)-r-5*/(m,  #)-r-etc. ,  où  tous  les  coefficiens  sont  entiers. 
Ainsi  cette  fonction  sera  connue  si  on  connaît  toutes  les  quantités /[/»,  1), 
Am>  g)  t  f(m>  g*)  >  elc-  >  dont  k  nombre  est  k. 

V 

(458)  De  là  il  suit  encore  que  la  même  fonction  des  racines  d'une 
autre  période  (w,  Ht),  sera  exprimée  par  la  suite  B-{-B'/(mt  i) 
«+-  B* f(m,  ig)  -f-  B" f{m>  ig*)  -f-  etc. ,  qui  contient  les  mêmes  coefficiens 
B,  B'y  B",  etc.,  et  qui  ensuite  s'ordonnera,  si  l'on  veut,  de  la  même 
manière  que  <p. 

Gomme  ce  corollaire  est  lui-même  un  théorème  très-remarquable , 
il  ne  sera  pas  inutile  de  le  démontrer  par  une  autre  voie  qui  d'ailleurs 
est  propre  à  faciliter  les  calculs  quand  on  en  vient  aux  applications. 

Toute  fonction  invariable  et  entière  des  quantités  tt  #,  u,  v ,  etc.  se 
détermine  d'une  manière  rationnelle,  si  on  connaît  la  somme  de  ces 
quantités,  la  somme  de  leurs  quarrés,  et  en  géuéral  la  somme  de  leurs 
puissances  de  même  degré.  Or  les  racines  composant  la  période  (m,  a) 
étant  («),  (ah),  («A»),  etc. ,  la  somme  de  leurs  quarrés  est {2*) -f-  (2*A) 
4-(a*A»)-f-etc. ,  laquelle  se  réduit  à  f(m,  2«).  La  somme  de  leurs  cubes 
se  réduirait  de  même  à/(//i,  3a),  et  ainsi  de  suite.  Comme  d'ailleurs 
les  produits  de  ees  quantités,,  peuvent  se  réduire  à  la  forme  linéaire 
(n'454),  il  s'ensuit  que  toute  fonction  invariable  et  entière  des  racines 
contenues  dans  la  période  (m,  a)  s'exprimera  rationnellement  par  la  for- 
mule M+tf/Çm,  a.)  +  M'Jlmt  2*)-+- etc.*,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
par  la  formule  B  +  Bftm,  1  )  -+-  BTfim,  g)  +  B"J[mf  g*)  -f-  etc.  ;  mais  de 
plus  on  voit  par  la  démonstration  de  l'article  précédent ,  que  les  coeffi- 
ciens B,  B'y  B'y  etc.  devront  être  entiers,  si  tous  ceux  des  termes  de  la 
fonction  Ç  le  sont 

(459)  Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  la  somme  des  produits 
deux  à  deux,  trois  à  trois,  ete.  des  racines  (a) ,  («'),  («•)  f  4*omprises 
dans  la  période  (m,  et)  ;  on  fera  «) ,  4 4"==/K  3«), 
et  désignant  les  sommes  cherchées  ^/(aaT),  /(**'•'),  etc.,  on  aura 
pour  déterminer  ces  sommes  les  équations  : 
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3/(«*v)  =4/(*ct')  +4* 
4/(«*'«V)  =  4/r>V)  -  +y(«0  H-  47(«>  -  4" 

«te. 

Au  reste,  toute  fonction  ratioiinelle  et  entière  des.  racines  (a),  (a'), 
(a*) ,  etc.  devant  se  réduire  à  la  forme  A  -f-  A'(\  )  -J-  ^'(2)  +  etc. ,  dont 
tous  les  coefliciens  sont  entiers,  il  faudra  pareillement  que  les  valeurs  de 
f(tta!) ,  /"(ftaV),  etc.  déduites  des  équations  précédentes,  ne  contiennent 
aucune  fraction  dans  leurs  coefâciens. 

Au  moyen  des  quantités  f(mt  1)  ,  f(my  g) ,  /(/»,  g*) ,  etc.  supposée* 
connues  par  une  équation  du  degré  k$  on  pourra  donc  former  l'équation 
qui  a  pour  racines  toutes  celles  qui  composent  une  période  déterminée 
(/»,  cl).  Car  en  représentant  cette  équation,  qui  est  du  degré  m,  par. 
ccT  —  Par—'  -f- Fx"-' — P"xm~3  -f-  etc.  =  O ,  on  aura 

*  =/(«)=/(">  •),    ^=A«0,    P*  =/(«*'*'),  etc.; 
de  sorte  que  les  coefliciens  de  cette  équation  seront  connus  au  moyen  des 
quantités  4/»  4%  4"»  etc-  »  ou  >  ce       revient  au  même ,  au  moyen  des 
quantités  f(m,  1) ,  [{m,  g),  f(m,  g') ,  etc. 

On  peut  observer  de  plus  que  la  dernière  des  quantités  P,  P/a  P*,  etc. 
sera  toujours  égale  à  l'unité;  de  sorte  que  le  dernier  terme.de  l'équation 
sera  4-  1  si  m  est  pair,  et  — 1  s'il  est  impair. 

En  effet,  le  produit  des  racines  comprises  dans  la  période  (m,  *)  est 
(et  4-  ah  -f-  */**. . .  .-f-a/r-')  :  or  le  nombre  compris  dans  la  parenthèse 

=  a.  =  cM(n)  ;  donc  le  produit  dont  il  s'agit  ss  (o)  =  1. 

(46o)  Exemple,  n  étant  19,  cherchons  l'équation  qui  contient  les  ra- 
cines de  la  période  (6,  1).  Pour  cela  nous  ferons  comme  ci-dessus 
/(6,  1)  =  py  /(6,  2)  =  pt  /(6,  4)  sa  p\  ce  qui  donnera  4'=/;, 
4'  =/(6,  2)=y/,  4-=/T6,  3)=/,  4-=/(6,4)=//,  4'=/(6,  5)*=p', 
4T,=/(6,  6)=/.  Soit  donc  l'équation  cherchée 

x6  —  Px*  +  Px*  —  PV  -h  P*x»  —  P"ac  -f-  P*  =«  ; 

on  aura 

P=*.p 

2P  se  />P  —  p  =  6  -f-  2/>  4-  2/ 
3P»=  j>P  —pP-\-  p'=  6-f-6/7-f-  3/ 

4^*=  Pp>-p'p+P'P-        12  +  4/>  +  4p*; 
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d'où  resuite  3 -f-/> <P*=  a-f-a/j+y3'»  Pm=P/  on  trouverait  de 
même  Pif=zP  et  P*=i.  En  effet  les  racines  comprises  dans  (6,  i) 
étant /•',  rJ,  r%  r",  r",  si  on  met  r~%  à  la  place  de  r,  et  qu'on  les  mul- 
tiplie par  r'9=i,  elles  deviennent  r"f  r",  r",  r8,  r',  r'  ;  c'est-à-dire 
qu'elles  sont  toujours  les  mêmes  ;  d'où  il  suit  que  l'équation  en  x  ne 

doit  pas  changer  en  mettant  -  à  la  place  de  x. 


(46 1)  La  même  propriété  aura  lieu  en  général  toutes  les  fois  que  m 

sera  pair.  Car  les  racines  comprises  dans  (mt  a)  étant  r*,  r*\  r  ,  etc. , 
si  on  change  r  en  /•"',  elles  deviennent 

—<t     —xh      —a  A»  —  «A"-' 


,  r      ,  /•       . . . .  r 


Mais  la  racine  primitive  £  est  toujours  telle  qu'on  a  g  1  = —  i  ;  donc 

si  m  est  pair  et  qu'on  fasse  /«s=2ft,  on  aura  —  i,  ou  —  i. 

La  suite  précédente  pourra  donc  s'écrire  ainsi  : 

«A"      **r+1  dT* 
r    ,    /•       ,   r       ,  etc.; 

c'est-à-dire  qu'elle  contient  les  racines  (<*^'*)>  ')>  (*A^"*).«te.- 

lesquelles  ne  différent  que  par  l'ordre  des  termes ,  de  la  suite  (a) ,  (<x/r) , 
(ah')  y  etc. 

Lorsque  m  sera  impair  on  ne  pourra  plus  mettre  i  à  la  place  de  a, 

c'est-à-dire  que  les  coefliciens  de  deux  termes  également  éloignés  des 
extrêmes  ne  seront  plus  égaux;  mais  l'un  se  déduira  aisément  de  l'autre. 
Soit  l'équation  dont  il  s'agit 

x"— Px»=l+Pxr->—P"x"-\  . .  .  +       — ÇK^  +  Qx  —  i  =o; 

je  dis  que  Q  se  déduira  de  P,  Çï  de  P',  Ç*  de  Z3*,  etc. ,  en  changeant 
simplement  chaque  quantité  / (m,  €)  qui  y  est  contenue,  en  sa  complé- 
mentaire f(niy  n— 6). 

En  effet  par  lé  changement  de  renr',  ou  de  x  en  x-',  les  racines 

«      aJl      «A"  j     .  .  _  a      — tth  —xh* 

i  ,  r  ,  r  y  etc.  deviennent  toujours  /•  ,  r  ,  r  f  etc.  ;  et  à 
cause  de  i*  =  i ,  celles-ci  pouvant  être  mises  sous  la  forme 

-<*-*>*  (n— «)  A» 
r      t    r         ,   r  ,  etc., 
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Ct  àloré  on  voit  qu'elles  appartiennent  à  la  période  («,  n— at).  Déplus 
on  peut  toujours  supposer  n — *  =  agi,  puisqu'il  suffit  pour  cela  de 
prendre  j'=±(/» —  1);  donc  la  période  précédente  devient  (m,  ag*). 

Soit  donc  pour  la  période  (m,  a)  le  coefficient  P  =  a+a'f(mt  a) 
~\-cff(mt  ag)  +amf(m,  ae^)-f-etc.  :  si  on  change  et  en  ctg',  on  devra 
•voir  Q  =  a+a>f(m,  e#)  +  «'/(m,  *g"*J+fftm,  et£<-»)  +  etc,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose, 

<?  =  «+  a' Jim,  n— a)  +  <^«,  «-«^)  +  «'/(m,  n— +  etc. , 

car  en  supprimant  les  multiples  de  n  on  a  n — a=ag*,  n — aig=agi+',  etc. 
Donc  chaque  terme  aj\m)  C)  compris  dans  la  valeur  deP,  devient 
qf(m,  n — £)  dans  la  valeur  de  Q;  il  en  sera  de  même  de  deux  autres 
coefficiens  tels  que  .P  et       P1  et  Q*,  etc. 

Cette  proposition  a  également  lieu  lorsque  m  est  pair;  car  alors  la 
période  (m,  et)  est  la  même  que  (m,  n — et).  Ainsi  on  a  />=  Q,  F=Qt 
P'=:ÇFy  etc.,  et  l'équation  en  x  est  de  la  forme 

x"  —  Par-'  +Fj-t'-  ...,  +  P'a:'  —  Px+  ,  =0. 

(462)  Dans  l'exemple  de  l'art.  460,  on  a  trouvé  que  les  six  racines  de  la 
période  (6,  1)  sont  déterminées  par  l'équation 

o  =     x8  —  paf  -f-  (5-f-^-f-//)x*  —  (2+2p+p')jc' 

+  ■  —      4-  (3+/>-H»Vî 

si  dans  cette  équation  on  change  p,  p',p'  en  p',p't  p,  respectivement,  on 
aura  l'équation  qui  donne  les  six  racines  de  la  période  (6,  a)  , 

o  =     xs  —  p'j?  +  (3-f^'H-^x*  _  (2+2p'+p')x> 
+  1   —  /x  -f-  (S+yZ-f^x»  ; 

enfin  celle  qui  donne  les  six  racines  de  la  période  (6,  4)  sera  sem- 
blablement 

ces  équations,  à  cause  de  leur  symétrie,  se  réduiraient  au  troisième  de- 
gré, en  faisant  x*-f- 1  =x/,  ce  qui  revient  à  décomposer  chaque  pé- 
riode de  six  termes  en  trois  de  deux. 

Si  on  joint  a  ces  équations  celle  qui  détermine  /?,  p',  p't  et  qui  est 
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pi  _|_  [,■>  —  c \p  —  7  =  0,  on  aura  tout  ce  que  l'analyse  peut  offrir  de  plus 
simple  pour  la  résolution  de  Féquation  a:'9  — 1=0,  ou  pour  la  division 
de  la  circonférence  en  1  g  parties  égales.  Et  comme  on  peut  se  borner  à  la 
résolution  de  l'équation  qui  regarde  la  période  (6,  1),  puisqu'une  racine 
suffit  pour  déterminer  toutes  les  autres,  on  voit  qu'en  conformité  de  la 
proposition  générale  (n*  440  ?  la  division  du  cercle  en  19  parties  égale» 
dépend  de  deux  équations  du  troisième  degré,  ce  qu'indiquent  les  fac- 
teurs a'. 5»  du  nombre  19 —  1. 

'  (463)  Ayant  déterminé,  comme  il  a  été  dit  ci-dessus,  les  quantités 
/(/«,  1),  f(m,g),  /{m,  g*),  etc.  qui  résultent  des  k  périodes  dans  les- 
quelles se  décompose  la  période  totale  (n— 1 ,  i),  ou  (jnhy  1);  supposons 
rn.=  m'k';  chaque  période  de  m  termes,  désignée  par  (m,  *),  se  décom- 
posera en  k'  périodes  de  m'  termes ,  savoir  : 

«  «),    (m',  (*W) (*,Hf*-*)f 

où  I  on  a  g'=gk=g^'- •>■•  ;  et  l'une  quelconque  de  ces  périodes ,  dé- 
signée par  (m',  6),  contiendra  les  termes 

(0,  m,  fan)  

où  l'on  a  h'=g"'=gL->> 

Cela  posé,  désignons  par  etc.  les  quantités  /{m'y  *),  /(m',  ag*), 

/{m'y  <*g'*)y  etc.  respectivement,  et  soit  p  une  fonction  rationnelle  et 
entière  des  quantités  t ,  sy  u,  e,  etc.,  ou  de  quelques-unes  d'entre  elles, 
eette  fonction  pourra  se  réduire  à  la  forme 

•  A  +  A'fim'y  i)+SA*>g)+*K*,f)+-"+^A*#*)> 

où  les  coefficiens  sont  entiers.  C'est  ce  qu'on  démontrera  comme  au 
«•  4-»~  t  attendu  que  chacune  des  quantités  f ,  s,  u,  v ,  etc.  désigne  une 
somme  de  racines  entre  lesquelles  la  permutation  peut  avoir  lieu ,  et  qui 
ne  doit  pas  changer  en  mettant  («A'')  au  lieu  de  la  racine  (a), 

t 

(464)  Thé  onÎMi.  «  Les  mêmes  choses  étant  supposées  que  dans  le 
m  n*  précédent,  si  on  suppose,  de  plus,  que  p  est  une  fonction  invariable 
m  des  quantités  t,  s,  u,  v ,  etc.,  eusorte  qu'une  permutation  quelconque 
»  entre  ces  quantités  n'apporte  aucun  changement  à  la  fonction  f;  je  dis 
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»  que  la  valeur  développée  de  cette  fonction  sera  de  1a  forme 

■»  les  coefficicns  Bt  /P,  B*y  etc.  étant  des  entiers.  » 

En  effet,  les  périodes  (m'y  et) ,  (m'y  «g'),  (/»',  ag'*)f  etc. ,  dont  la  pé- 
riode (m,  et) ,  ou  (m'*',  a)  est  composée,  restent  les  mômes  en  mettant 
ag1'  à  la  place  de  et.  Donc  dans  la  valeur  développée  A A '{{m'y  i) 
-f-  A'f{m\  g)  -f-  A*J{m't  g*)  -f-  etc. ,  l'un  des  termes /{m'y  G)  doit  *yon  le 
même  coefficient  que  le  terme  f[m'f  Bg''),  l'exposant  e  étant  à  volonté. 
Mais  en  donnant  à  e  les  valeurs  successives  o,  i,  a,  5. .  ,k'—\  ,  la  pé- 
riode {m'y  6g'')  donne  successivement  toutes  les  périodes  partielles  com- 
prises dans  la  période  totale  (mi',  Ô).  Donc  toutes  les  quantités/^/»',  8), 
f{m'*  V)»/(m'>  fe'*)»  etc.' ont  le  même  coefficient  dans  la  valeur  de  <p? 
donc  celte  valeur  se  réduit  à  la  forme 

B  +  Bflm,  i)  +  Bftm,  g)  +  B" /ïm,  g-) . . . .+  &»J(,n,  g>~>) ^ 

^>ù  tous  les  coeffioiens  sont  entiers. 

(465)  .  Si  dans  le  résultat  du  n*  précédent  on  met  ia  au  lieu  de  a,  on 
en  conclura  que  toute  fonction  invariable  et  entière  des  quantités 
/{m'y  ia,)  ,  f(rn'y  iag')y  /(m'y  etc.,  formées  d'après  les  diverses 
périodes  partielles  (/«',  ia),  (m'y  iag,)f  (m'y  i*g'%) ,  etc.  qui  com- 
posent la  période  totale  (m'k't  ia.) ,  aura  pour  valeur  B  B"/{m,  i) 
+  B'f(mt  ig)+  B*/{m,  -p-etc.j  les  coefficiens  Byff,  B",  etc.  res- 
tant les  mêmes,  quel  que  soit  i. 

Donc  si  on  connaît  la  somme  des  racines  dans  chaque  période  de  m 
termes ,  c'est-à-dire ,  si  Ton  connaît  toutes  les  quantités  /[/n,  i)f/lm>g)t 
f[m,  g*) y  etc.,  on  trouvera  facilement  l'équation  qui  a  pour  racines  les 
sommes  semblables  dans  les  diverses  périodes  de  m'  termes  qui  com- 
posent une  période  déterminée  (m,  a),  ou  (m'k'f  a).  En  effet,  les  coeffi- 
ciens de  cette  équation  sont  des  fonctions  invariables  et  entières  des 
sommes  inconnues,  et  par  conséquent  pourront  s'exprimer  au  moyen 
des  sommes  connues /(m,  i) ,  /[mt  g),  etc.  Et  l'équation  qui  a  lieu  pour 
la  décomposition  d'une  période  (/»,  a.) ,  a  également  lieu  pour  la  décom- 
position de  toute  autre  période  semblable  (mt  ia.);  puisqu'il  suffit  de  chan- 
ger chaque  quantité  /(m,  6)  eny{m,  j|),  pour  passer  d'une  équation  à  l'autre. 
■  ... 

(466)  .  On  pourra  suivre  la  même  méthode  pour  trouver  l'équation 
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qui  a  pour  racines  les  k  quantite's /[m,  i),f{m,g),  /{m,  g*),  etc.  ;  et 
les  coefficiens  de  cette  équation  se  réduiront  tous  à  la  forme  B-^-B,/[mki  i), 
ou  B — B ',  et  ainsi  seront  des  nombres  entiers.  Mais  il  est  encore  plus 
simple  de  chercher,  comme  au  n*  455,  les  valeurs  linéaires  de  /?t,/>,,.•• 
.jusqu'à/?*  inclusivement,  exprimées  en  p,p'tp',  etc.;  on  a  alors  A  équa- 
tions ,  lesquelles,  par  l'élimination  de  />',  /  etc. ,  donnent  une  équation 
du  degré  k  ,  dont  les  racines  sont  les  quantités  pfp'fp',  etc. 

C'est  ainsi  que  dans  l'art.  456  on  a  trouvé  que  l'équation  qui  a  pour 
racines  les  quantités  py  p't  p"y  est  x'-f--*1 —  6x — 7  =  0.  Pour  trouver 
cette  même  équation  parla  méthode  du  n'  précédent,  il  faudrait  chercher 
les  valeurs  des  fonctions  invariables  P==p-\-p'-\-p't  P=pp'-{-p'p'-\-p'p  , 
P'=pp'p';  or  à  l'aide  des  produits  déjà  calculés  n*  456,  on  trouve 
/>=  — 1,  Pf  =  — 6,  />*=7;  on  a  doue  pour  l'équation  cherchée 
x'-f-x*  —  6x  —  7  =  0. 

(467)  Supposons  qu'on  ait  trouvé  par  celte  équation  les  quantités. . . 
p—J{6,  1),  p'=/(6,  a),  /==/(6,  4);  si  ensuite  on  décompose  la  pé- 
riode (6, 1)  en  trois  autres  de  deux  termes,  savoir  :  (a,  1) ,  (a,  8)  et  (a,  7), 
et  qu'on  demande  l'équation  qui  a  pour  racines  y=/(a,  1),  q' '  =J{2,  8) 
et  ^"=y(a,  7)  ;  il  faut  pour  cela  exprimer  les  trois  quantités  Q=q-\-q'-±-q't 
Q'  =  qq'-\-q'q'-hq'q  et  O*  =  qq'q",  en  fonctions  de  p,  p',  p". 

On  a  d'abord  Q==/*(6,  i)=p;  ensuite  on  trouvera  par  le  n'  455, 
q'=  a  -f/(a,  a),  qq'  =/(a,  9)  +/(a,  7)  ,  =         4)  +/(',  0  , 

tfq=f(*,  8)+yi>,  6);  de  là  résulte  <7=/(6,  1)  4-/(6,  4)  =P+P- 
Enfin  en  multipliant  la  valeur  de  qq'  par  q't  on  a  qq'q'—p'-\-  a.  Doue 
l'équation  qui  a  pour  racines  les  trois  quantités  q>  q',  q'  est 

x»  -  poC  4-  (p  -f-  P')x-(p'+  a)  m  o. 

Si  dans  cette  équation  on  avance  d'un  rang  les  lettres  p,  p',p",  en  regar- 
dant p  comme  suivant  p*,  on  aura  pour  déterminer  les  trois  quantités 
a) ,  /a,  3),  />,5),  comprises  dans  /6,  a),  l'équation 

x3  —  p'x"  -f-  (p'+p)jc—  ry-f-a)  =  o. 

De  même  l'équation  qui  a  pour  racines  les  trois  quantités /[a,  4),  Sl?>  $)* 
/a,  9),  comprises  dans  J{6,  4),  sera  • 

x3  —  p  V  4-  (p'+/t  >  —  (p  4-  a)  =  o. 

Ces  équations  reviennent  à  celles  qu'on  tirerait  des  équations  de  l'art.  463, 
en  faisant  dans  celles-ci  x'4-  '  =<*/• 
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(466)  Il  n'est  pas  nécessaire  de  résoudre  séparément  les  trois  équations 
du  troisième  degré  qu'on  vient  de  trouver,  il  suffit  d'en  résoudre  une, 
ou  même  d'avoir  une  seule  racine  de  l'une  de  ces  équations.  Car  au 
moyen  de  cette  racine,  toutes  les  autres  seront  aisées  à  déterminer. 

En  effet,  ayant  trouvé  ,  q* :  =  a  +  /*(a>  2) ,  on  en  déduit...,  

/(a,  a)=7» — 2=/'(a,  1)— a,  ou  plus  généralement  y(a,  a<)=/*'(a,  i) — a. 
Faisant  successivement  1=8  et  *=7,  on  a /{a,  16)  =/*(a,  8)  —  a  et 
/(a,  i4)=/»(a,  7) — a.  Donc  les  trois  quantités  relatives  à  la  période 
(6,  a)  s'exprime  ainsi  : 

/[a,  a)  =  f  —  a 
/(a,  3)  =  f"-  a 

U  reste  à  trouver  les  quantités  /(a,  4)  »  /(a,  6)  et  /(a,  9) ,  comprises 
dans  f.'6,  4)  :  or  elles  se  déduisent  immédiatement  des  valeurs  de  qq't 
q'q',  q'q,  et  on  a 

A*>  4)  =  ?V  -  ? 

/0,  6)  =  q'q  -tf 

A*>  9)  =  w'  ~  /■ 

Toutes  les  quantités  de  la  formera,  0)  se  déterminent  donc  rationnelle- 
ment, au  moyen  des  trois  qy  q't  q*.  Mais  on  peut  faire  voir,  de  plus , 
qu'elles  peuvent  se  déterminer  toutes  par  le  moyen  de  la  seule  quantité  q. 

En  effet,  de  l'équation  /(a,  ai)  =/*(a,  t)  —  a ,  on  déduit  successi- 
vement 

/0,  a)  =  9»  —  a 

/!>,  4)  =  (r  -  a)»  —  a  =  /  —  49*  +  a 

y(a,#8)  =       —  47'  +  a)'  —  a 

etc. 

Or  la  suite  (a,  a),  (a,  4),  (a,  8),  (a,  16),  etc.  qui  a  pour  terme  général 
(a,  comprend  toutes  les  périodes  à  deux  termes,  c'est-à-dire  toutes 
les  périodes  de  la  forme  (a,  6).  Donc  toutes  les  quantités  /(a,  8)  s* 
priment  facilement  en  fonctions  de  q. 

Ces  relations,  au  reste,  se  trouveraient  d'une  manière  directe, 


formules  connues  des  sinus,  en  observant  que  si  l'on  fait  ^  =  »,  on 

aura  q  =  a  cos» ,  ç'=a  cos8a> ,  (f  =  a  COS7A1 ,  /(a,  a)  =  a  cos  aa» , 
/(a,  4)  =  a  co$4» ,  etc. ,  et  en  général  /(a,  6)  =5  a  cos  6». 
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(469)  Développons  maintenant  le  cas  de  rr=i\  7,  alors  on  a  n — 1=1  G=  2*, 
et  il  faut  faire  voir  qne  la  résolution  de  l'équation  A*=o  se  réduit  à 
celle  de  quatre  équations  du  second  degré. 

L'une  des  racines  primitives  de  l'équation  indéterminée  xxt — \z=cM(\n) 
étant  3,  on  pourra  faire  £  =  3,  et  la  période  (16,  1)  comprenant  toutes 
les  racines  de  1  équation  AT  =  0  se  décomposera  en  deux  autres  (8,  1) 
et  (8,  3),  la  première  comprenant  les  racines  (1),  (3*),  (34),  etc.,  la 
seconde  comprenant  les  racines  (3),  (33),  (3S),  etc.  Réduisant  ces 
nombres  par  l'omission  des  multiples  de  17 ,  on  a  les  périodes  et  les  ra- 
cines comprises  dans  chacune,  comme  il  suit  : 

Pér.  (8,  .)...rac.  (,),  (  9),  (,3),  (i5),  (.6),  (8),  (  4),  00 
Pér.  (8,  3)...rac.  (5),  (,o),  (  5),  (,,),  04),  (7),  («),  (6). 

Soit/Ç8,  1)*=//  elj{8,  3)=^%  on  attra  d'abOrd//H-/>'==/06,  i>s— i, 
ensuite  par  le  théorème  n*  453 ,  on  trouve 

P'P'=A8>4)+A&>  i*)-r-/{8>  i6)-f-y{8,  i8)+/(8,  i9)+/(8,  1,) 
+A*,  7)  +7(8,5), 

ee  qui  se  réduit  à  p'p'  =  ^p  -f-  4p"  =  —  4.  Donc  l'équation  qui  a  pour 
racines  p'  et  p'  est  a^-f-^' — 4  =°»  ou»  c*  <"»  revient  au  même,  on  a 

(x-p')  (  x  -p')  =  x*  -+-  4- 

(470)  La  période  (8,  1)  se  décompose  en  deux  périodes  de  quatra 
termes  (4,  1)  et  (4,  5»);  de  même  la  période  (8,  3)  se  décompose  en 
deux  autres  (4,  3)  et  (4,  53).  Ces  périodes,  rangées  par  ordre  de  forma- 
tion, avec  les  racines  contenues,  sont  :  • 

(4,  i)....(  1),  05),  06),  C  4) 
(4,  3)....(  3),  (5),  04),  0') 
.     (4,   9)*.-.(  9),  05),  (  8),  (  2) 
(4,  10).... (10),  (u),  (  7),  (  6). 

Soit  donc  /(4,  !)  =  -/',  /(4,  3)=/,  /(4,9)  =  7-,  /(4,  io)  =  o'% 
On  aura 

<i  +      =  fS     ?V  =  -  1 
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d'où  résultent  les  équations  • 

(x— <f)  (x— <f  )  =  x'  —  p'x  —  i 
=  *'  -  f*  -  ^ 
arec  lesquelles  oh  déterminera  9',  y",  y",  g". 

(47 1)  Chaque  période  (4,  *)  se  décompose,  en  deux  de  deux  termes  ;  o» 
celles-ci  forment  la  suite  (2,  1),  (2, 5),  (2,9),  (2,  27)  ou  (2,  10),  (2,  3o) 
ou  (2,  i3),  (2,  69)  ou  (2,  5),  (2,  i5),  (2,  45)  ou  (2,  ti).  Soit  donc 

a*>  0  »       3)  =  ^      9)  =  <*i  /o»  *«)  =  r. 

/Ça,  15)  •  =  r,  y(2,  5)  =  r»,  yo,  x5)  =  1»»,  7(2,  n)  s  r», 

on  trouvera  de  la  même  manière  : 

t  4-  e  =  7' ,  V  e  ==  /  ,  (x— (  )  (x—V  )  =  7'  x  -f-  ^ 
**-f-       =  =  9*,    (x— *'  )  (x— )  =  x»— /x  +  9" 

«•-I-  <*"  =  9',  <*  <T"  =  (x— f)  (x— C"  )  =  x*—<fx  4-  9" 

r»+  *,,n=  9",  *,TrM,=  tf  ,  (x— rT)  (x— t™')  =  x^— 9,?x  -h  y'- 

Enfin  connaissant  chacune  des  quantités  t  ou  f{*x  a),  on  connaîtra  les 
deux  racines  contenues  (a)  ,  (« — a),  par  l'équation 

x»  —  tx  4-  1  es  o. 

(472)  Lorsqu'on  connaît  une  seule  des  racines  (et),  on  en  déduit  toutes 
les  autres  par  les  puissances  successives  de  celle-ci  ;  mais  lorsqu'on  des- 
cend des  valeurs  de  p  à  celles  de  y  ,  de  t  et  enfin  de  (*),  il  est  à  craiudre 
qu'on  ne  commette  quelqu 'erreur ,  à  cause  de  l'ambiguïté  que  présentent 
les  solutions  successives.  Dans  les  exemples  particuliers  ,  on  pourra  évi- 
ter ces  erreurs,  au  moyen  des  formules  connues  des  sinus.  En  effet, 

posant  —  =  (»,  on  peut  prendre  la  racine  (1)  =  008014-  y/—  1  sin», 

et  de  là  une  racine  quelconque  (/»)  =  cosma  4-  \/ — 1  sin  (ma) ,  et  la 
sommé  de  deux  racines  réciproques  l'une  de  l'autre  (m)4-(«— »•) 
2  costax.  On  obtient  ainsi  les  diverses  valeurs  de  t,  savoir  : 

t'   =  2COS«,         f  =  2COS3»,     C  =  2COSO»,  '    <»'    =  2COS7» 

V  =  acosi3»,   ("=  2cos5a»,   r'rr  acosi5a»,  <T,,,=  acosn«. 
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Ces  valeurs  substituées  dans  celles  de  y',  f,  f%  y",  donnent  > 

q'  =  acos  0»  -f-  acos  i3a  as  4cos6a>  cos  70»  , 
y*  =  acos3&>  H-  acos  5»  =  4cos  a»  cos  4a  i 
y*  =  acos  90  -f-  acos  1 5a»  =  4cos  3a  cos  ia«, 
y,T=  acos  7»  -f-  acos  11  a»  =  4cosaa  cos  9». 

Enfin  on  conclut  de  celles-ci  : 

p'  ss  4cos6«  cos  711  4-  4cos  3û»  cos  1  a» , 
j>*  ss  4cos  a  cos  4«  -f-  4cos  aa>  cos  9». 

(473)  Ces  diverses  équations  ont  lieu  sans  supposer  aucune  valeur  par- 
ticulière à  k;  soit  Assi,  ce  qui  donne  a»  =  ^I;  alors  on  reconnaît  immé- 
diatement que  q'  et  q'  sont  positifs,  q"  et  y"  négatifs;  qu'enfin  p'  est 
positif  et  p'  négatif.  Ces  signes  suffisent  pour  diriger  la  solution  de  ma- 
nière à  éviter  toute  ambiguïté. 

En  effet,  puisque/?'  elp'  sont  les  racines  de  l'équation  xâ-f-jr — 4  =  °> 
on  aura  d'abord 

ii/i7,  ^"=— i  1/17. 

* 

Eusuite  l'équation  qui  donne  q'  et  q'  étant  x*  —  p'x  — 1=0,  on  en  tire 

A  l'égard  de  7" ,  il  se  déduit  de  l'équation  x%  —  p'x  —  1  =  o ,  et  puisque 
q'  doit  être  positif,  ou  a 

On  pourrait  aussi  déterminer  y*  par  le  moyen  de  q'  et  q" ,  car  on  a 
l'équation      =  4  -f-  y'  -h  a/»  laquelle  donne 

/  =  ;  (/>'  -f-  0  V'Cï/'-r-  0  —.10'+  0- 

Connaissant  y'  et  y",  on  aura  et  «T  par  l'équation  —  y'/-j-y*=o  , 
laquelle  donne  f  =  îy'=i=  {/(\ y'*  —  y").  Ces  deux  racines  sont  toutes 
deux  positives ,  puisque  y'  et  y'  le  sont  ;  et  en  effet,  on  a  (  =r  acos  a»  , 
r  =  acos  i3a»  =  acos4»;  mais  comme  la  seconde  est  évidemment  la 
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plus  petite,  on  aura 

<-=acos  «  =  i7'+ 
e wm  2COS4*  =  - 

D'ailleurs  cos  4»  =  cos  —  =  sin      Donc  enfin  la  division  de  la  cir- 

17  34 

conférence  en  17  parties  e'gales  s'exécutera  au  moyen  de  l'une  ou  l'autre 
des  formules 

cos^  =  i9'+iv/U?''-7') 

et  on  peut  remarquer  qu'il  suffit  de  trois  extractions  de  racines ,  savoir 
Vxl*  Oi  V(h(f% —  7*)  >  Pour  parvenir  au  résultat. 

(474)  -  Par  ces  exemples  il  est  manifeste  qu'on  résoudra  généralement 
l'équation  X=o,  en  la  ramenant  à  des  équations  de  degré  inférieur, 

.ae  sorte  que  si  on  a  n  —  1  =  a^V,  etc. ,  la  résolution  s'effectuera 
moyennant  <t  équations  du  deuxième  degré ,  €  du  troisième ,  y  du 
cinquième,  etc. 

Comme  n —  1  est  pair,  on  pourra  toujours  diriger  le  calcul  des 
sommes  de  racines  ,  de  manière  qu'on  finisse  par  la  détermination  des 
racines  contenues  dans  chaque  période  à  deux  termes  (2,  et).  Ces  racines 
étant  (a)  et  (n  —  «) ,  leur  somme  est  réelle  et  de  la  forme  acos  ma»  ; 
d'où  il  suit  que  les  équations  précédentes  qui  déterminent  les  sommes 
de  différentes  périodes,  auront  toutes  leurs  racines  réelles.  On  opérera 
donc  de  cette  manière  sur  des  quantités  toujours  réelles ,  excepté  dans 
la  dernière  opération  où ,  pour  distinguer  chaque  racine  (et)  de  sa  réci- 
proque (n —  a)  ,  il  faudra  résoudre  l'équation  x%—  axcos(cta)  -+■  1  =0 
dont  les  racines  sont  imaginaires.  Lorsqu'il  est  question  de  la  division 
de  la  circonférence ,  cette  dernière  équation  devient  inutile  ;  ainsi  il  y  a 
une  équation  du  second  degré  de  moins  à  résoudre,  et  on  peut  éviter 
entièrement  les  racines  imaginaires. 

Les  principes  que  nous  avons  développés  sont  tels ,  que  le  succès 
des  calculs  ne  peut  laisser  aucun  doute.  Ainsi  se  trouve  établie  une  très- 
belle  théorie  concernant  la  division  du  cercle,  ou  la  résolution  de  l'équa* 
tion  je"  —  1=0. 

(475)  Pour  faire  une  application  de  cette  théorie ,  nous  nous  propo- 
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serons  de  décomposer  généralement  l'équation  AT  =  o  en  deux  autres  du 

degré  |  (« — i),  ce  qui  conduit  à  un  théorème  très-remarquable. 

Soit  n —  i  =  2/w,  la  période  (a//i,  i)  contenant  toutes  les  racines  de 
l'équation  X=o,  se  décomposera  en  deux  autres  périodes  (m,  i)  , 
<*,g)i  et  fai«nt  /(«,  i)=p',  f(m,  g)=p' ,  ou  aura  d'abord 
=/(a/«,  i)  =  —  i.  Ensuite  comme  on  a 

A**,  g)  =  (s)  +  fe3) -KéT5)*  fe— •), 

le  produit  de  cette  quantité  par  f[m,  i)  sera,  suivant  le  théorème  n°  453 

pp=f(»>,g+  0+A**,8*+*)+A'*>g>+  »)•••  .+/(«»«*-lH-0- 

Comme  il  n'y  a  que  deux  périodes  de  la  forme  (/«,  a),  savoir  (m,  i)  et 
(n,yg)  y  auxquelles  il  faut  joindre  l'expression  (m,  o)  qui  n'est  pas  propre- 
ment une  période,  mais  pour  laquelle  on  a  f(mt  o)  =  /m,  il  s'ensuit  que 
la  valeur  de  p'p*  se  réduit  à  cette  forme 

p'p'  =  A  m  -f-  yfp'  -f-  A'p'. 

Pour  déterminer  les  coefliciens  A ,  y/',  y/*,  observons  r.  que  //  et 
pouvant  être  échangées  entre  elles,  ona/  =  A* ;  a°.  que  le  nombre 
des  termes  f(mt  g^r  0*  Am>  8*^  0  *  ctc'  T"  composent  la  valeur 
de  ////  est  /»,  et  qu'ainsi  on  doit  avoir  y/  -f-  y/'  -f-  y/*  =  m. 

Par  ces  deux  conditions  on  aura  ^y'/;"  =  Am  -f-  y/'  (p'+p")  —  Am  —  A 
et  A  +  2A'  =  m.  Il  faut  maintenant  distinguer  deux  cas,  selon  que  m 
est  pair  ou  impair. 

i\  Si  m  est  impair,  comme  on  a  toujours  gm  = —  i,  c'est-à-dire 
g"  -f-  i  =rc#(«),  il  y  aura  nécessairement  dans  la  suite  i  -j-g,  i-f-g*, 
i  -f-gr4»  etc.  nu  terme  =  o,  et  il  n'y  en  aura  qu'un.  Car  si  on  avait 
une  autre  puissance  ge  =  —  î ,  il  résulterait  des  deux  gm~ «  =  -f.  i ,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu,  g  étant  une  racine  primitive.  Donc  alors  on 
aura  A—  t,  y/'  =  {(w—  i),  et  p'p'=:±(m+  i). 

a*.  Si  m  est  pair ,  ayant  toujours  gm  sa  —  i ,  on  ne  pourra  avoir  en 
même  temps  =  —  i  ,  <■  étant  un  nombre  impair;  car  il  en  résulterait 
g—m  ou  gm~'=  i ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu.  Donc  alors  on  aura  Az=Oj 
A'  =zj  m  et  p'p'  =  -;«i. 

Il  suit  de  là  que  l'équation  qui  a  pour  racines  p'  et  p'  sera  

p*  -hp  +  *(»«+•  0  —°»  **  «  est  impair  ou  n  de  la  forme  4*  -f-  5  ,  et 
qu'elle  6era  p* -f-  p  —  ;  m  =o,  si  m  est  pair  ou  n  de  la  forme  fi -f-  i. 
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Donc  on  aura 

P  =  —  ï  =t  1  l/( — »)  *  si  n  est  de  la  forme     -f-5  , 
et  /)  =  -i±-;/n       ,  si  «  est  de  la  forme  /,/-{-  1. 

(476)  Soit  a-  —  ax— '  -f-  £x— •  —  ex— 5  -f-  etc.  =  o  l'équation  qui  a 
pour  racines  toutes  celles  de  la  période  (m,  1) ,  on  aura  le  coefficient 
a  —f(mi  l)  =  p'i  quant  aux  autres  coefliciens  A,  c,  etc. ,  leurs  valeurs 
se  trouveront  par  la  méthode  du  n»  45g,  et  ces  valeurs  seront  toujours 
de  la  forme  B  +  +  B'p' ,  les  coefliciens  B,  B,  B'  étant  des 
entiers. 

De  là  on  voit  qu'en  faisant 

Z  =  x-  —  /ix—'     Ax— 1  —  ex— 5  -f-  etc. , 
le  polvuorae  Z  se  réduira  à  la  forme 

Z  =  P  +  Qp'  +  Rp'i 

ou  P,  Q,  R  désignent  des  fonctions  de  x  dont  les  coefliciens  seront 
des  entiers  déterminés. 

Si  on  considère  pareillement  la  fonction 

Z'  =  x" —  <rx—  -f-  6'^-  —  ex— 5  -f  etc. , 

laquelle  égalée  à  zéro,  donne  toutes  les  racines  de  la  période  (m,  g),  on 
aura 

Z'  =  P  +  Qp'+Bp'. 

11  faut  maintenant  substituer  les  valeurs  de  p  et  p' ,  ce  qui  donne  deux 
cas  à  examiner. 

if.  Si  »  est  de  la  forme  4'  -f-  3 ,  on  aura  ?'  =  -i-}.i  n,, 
p"  —  —  i  —  i     —  «  ,  ce  qui  donne 

Z  =  i>- +  ✓(—»), 
Z'asP-f  CQ-M)- *($~*) 
Mais  ZZ'  sa  X ;  donc ,  dans  ce  cas ,  on  a 

4X=(2P—q— ny  +  »  (Ç  -  /?)•. 

a0.  Si  *  est  de  la  forme  41+  1 ,  les  valeurs  de  /»'  et  ^'  sont  les  mêmes 
an  signe  près  de  n  ;  on  aura  donc  alors 

4X  =  (2P—Q-.Ry  —  n(Q  —  Ryt 

d'où  résulte  ce  théorème  très-remarquable  : 
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«  n  étant  un  nombre  premier  quelconque ,  et  la  fonction  X  étant 
»  le  quotient  de  x*  —  1  divisé  par  x  —  i ,  on  pourra  toujours  trouver 
»  deux  polynômes  Y  et  Z,  qui  satisferont  à  l'équation  l^X  =  Y*^=.nZ% , 
»  le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  «  est  de  la  forme  4'  +  3,  et  l'inférieur 
»  si  /;  est  de  la  forme  4<"f"  ■«  M 

Il  serait  très-difficile  de  démontrer  ce  théorème  sans  le  secours  de 
l'analyse  indéterminée  ;  d'où  l'on  voit  que  cette  analyse  n'est  pas  bornée 
aux  spéculations  sur  les  nombres ,  mais  qu'elle  est  utile  au  perfection- 
nement de  l'analyse  algébrique. 

(477)  Sachant  ainsi  a  priori  que  la  fonction  /tX  peut  être  mise  sous 
la  forme  Y*zhnZt,  il  est  facile  de  trouver  les  valeurs  de  Y  et  Z  dans 
les  difTérens  cas.  Pour  cela,  ou  peut  extraire  la  racine  quarrée  de  ^X , 
d'abord  par  la  voie  ordinaire  qui  donne  les  deux  premiers  termes 
ax-H-ar-' ;  puis,  pour  continuer  l'opération,  on  ajoutera  au  premier 
coefficient  de  chaque  reste  le  plus  petit  multiple  de  n,  positif  ou  négatif, 
qui  rendra  possible  la  division  par  4>  ce  <lm  donne  un  nouveau  terme 
à  la  racine.  Lorsqu'on  sera  parvenu  aux  termes  qui  occupent  le  milieu 
du  polynôme  ajr*  -j-  x"~l  -f-  etc. ,  l'opération  sera  terminée ,  parce  que 
les  coefBciens  sont  égaux  à  égale  distance  des  extrêmes  ;  de  plus  ,  ils 
ont  le  même  signe  lorsque  n  est  de  la  forme  4*  -f-  » ,  et  des  signes  di£- 
férens  lorsque  n  est  de  la  forme  4*  4"  3.  Connaissant  Y ,  on  aura  Z  par 

réquationZ»=^^^. 

Par  ce  moyen,  l'équation  X  —  o  sera  décomposée  en  deux  autres  du 
degré  m,  Y  -+-  Z  n)  =  o  ,  Y  —  Z  v/(^=  «)  =  o  ;  décomposition 

d'autant  plus  remarquable,  qu'elle  n'aurait  pas  lieu  si  n  n'était  pas  un 
nombre  premier. 

(478)  .  Il  y  a  une  autre  manière  de  trouver  directement  la  fonction  Y, 
d'après  l'équation  Y*  ±  nZ*  =  ^X. 

Si  on  rejette  les  multiples  de  «,  on  aura  Y—  2  \/X:  or  X  =  — — — 

— ■  x—  1 

Mais  comme  dans  la  valeur  de  Y  on  n'a  besoin  que  des  puissances 
entières  de  x,  il  est  clair  qu'on  peut  supprimer  le  facteur (1 — ^=+1) 
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qui  n'a  d'influence  qu'après  les  puissances  x— .  Donc  on  aura  simplement 

r=^(,_i)-i=M-+^-.+^-.+^^-.+^x.-.+elc. 

Il  restera  à  donner  aux  fractions  -  ,  %X.  ?        etc.  une  valeur  en  nom- 

4  4-6  4  »  " 

bres  entiers  ,  au  moyen  des  multiples  de  n  qu'on  est  censé  avoir  négligé, 
et  qu  il  faut  rétablir  dans  les  numérateurs  pour  rendre  la  division  possible 
par  les  dénominateurs.  Au  reste  chaque  coefficient  servira  a  former  le 

suivant;  car  si,  par  exemple,  (-^fi)  se  change  en  un  entier  A,  la 

fraction  suivante  (jrfffig)  devient        ;  et  si  elle  n'est  pas  déjà  un 

entier,  on  la  rendra  telle,  en  ajoutant  à  sou  numérateur  9*,  le  mul- 
tiple convenable  de  n,  le  plus  petit  possible. 

Soit,  par  exemple,  «=17,  on  trouvera  de  la  manière  suivante  le» 
valeurs  des  difiërens  coefficiens  fractionnaires  : 

(§)-î±2=5 

a^)=(¥)=^=4 

On  s'apperçoit  par  le  terme  7  déjà  trouvé  avant  4,  que  celui-ci 
occupe  le  milieu  de  la  fonction  Y.  En  effet  on  a  par  les  coefficien» 
trouvés 

Y  étant  connu  ,  on  déduira  Z  de  l'équation  17Z»  =  Y*  —  4X ,  laquelle 
donne 

Z  =  x>  4-  xs  -f-  x5  -f-  ax*  -f-  x3  -f-  x-  4-  x. 
On  trouverait  semblablement  pour  le  cas  de  n  =  19, 

r=ax»-f.x«--4x'-f.3xs4-5x3  — 5x*  — 3x34-4x*  — x  — 2;  . 
et  pour  le  cas  de  nz=z  39, 

Y=  2x'*  -f  -  x,s  -f-  ox"  —  5x' 1  -f-  x'°  —  2x*  -f-  3x*  -f-  gx' 
-t-  2    -f-  x  -f-  8x*  —  3x3  -4-     —  ax5  -f-  3x*. 
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(479)  Soit  maintenant  n==  3m -f-  1  ;  comme  alors  la  période  (5m,  1) 
contenant  toutes  les  racines  de  1  'équation  X=  o,  se  décompose  en  trois 
autres  (m,  1),  (m,  (m,  ,  nous  chercherons  généralement  l'équa- 
tion qui  a  pour  racines  p'—f(tnf  1),  p'  =/(mtg)>  p'—f(my  g*).  Et 
d'abord  il  est  visible  qu'on  a// -f- p' +  p'=^/(5mt  1)  = —  1  ;  l'équation 
cherchée  est  donc  de  la  forme 

p»+p>  +  Pp  —  Q  =  o, 

où  il  faudra  déterminer  les  coefficiens  P  et  Q  d'après  les  valeurs  dé- 
veloppées P  =  p'p' + p'p"  -f- p'p  y  Q=p'p'p'. 

Comme  on  a  p'  =  (  1  ) -f- (g1) -f- (g6)  -f-etc,  le  produit  p'p'  est  la 
somme  de  m  quantités  de  la  forme  /(m ,  et) ,  dans  lesquelles  *  a  les  valeurs 
successives  1  -f-£,  g3-\-g ,  g*+gy  etc.  Or  en  général  la  quantité  g^'-hg 
ne  peut  pas  être  un  multiple  de  n;  carpar  la  propriété  de  la  racine  primi- 
tive on  doit  avoir  g3fi  as  —  1 ,  ou  g3*  -f-  1  =  otC  (n) ,  fi  étant  \  m;  on 
ne  saurait  donc  avoir  g3'-'  =  —  1 .  Donc  la  valeur  de  p'p'  se  réduira 
à  la  forme 

p'p^Ap'  +  Bp'+Cp', 

dans  laquelle  At  B ,  C,  devront  être  positifs,  et  tels  qu'on  ait 

m  =  A  -f-  B  -}-  C. 

De  cette  valeur  on  déduit 

p'p'^Ap'  +  Bp'+Cp', 
py^Jp^+Bp+Cp*. 

La  somme  de  ces  trois  produits  ~  (A -\- B -\- C)  (p'  +  p'-\-p*)  =  —  m. 
Donc  P=— .m. 

(480)  Pour  avoir  la  valeur  de  p'p'p" ,  je  mets  celle  de        sous  la 

f°rmC  p'p'  =  —  C  \  {A—C)p'-\-(B  —  C) p'; 

et  multipliant  de  part  et  d'autre  par  p" t  puis  substituant  les  valeurs  des 
produits  p'pm  ,  p'p" ,  j'ai 

p'p'p"  —  —  Cf  +  (A  —  C)  (Bp'  4.  C//  -f-  AP") 

-f-  (J9  —  C)  (<y  -f-     + ty-). 

Le  premier  membre  étant  une  fonction  invariable  de  p,  p'y  p" ,  le  second 
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doit  en  être  une  aussi  ;  partant,  il  doit  se  réduire  à  la  forme  M(p'+p'+pm) , 
de  sorte  qu'on  aura 

(A  —  C)B-\-(B  —  C)C—(A  —  C)C-\-(B  —  C)A 
(A—C)B  +  (B  —  C)C=(A—C)A+(B—C)B—C. 

La  première  équation  est  identique ,  mais  la  seconde  donne 

Cz=(A—C)(A  —  B)  +  (B  —  C)\ 

Or  on  a  déjà  A  -\-B=.m  —  C;  soit  encore  A  —  2?  =  f ,  il  en  résul- 
tera A  =  ±(m — C+i>),  B  =  {(m — C — v),  et  la  substitution  de  ces 
valeurs  donnera 

qO  —  (6m  -f-  4)  C  4-  3^         =  O} 
d'où  l'on  tire    (9C  —  5m  —  a)*  =  4  (3m  -f- 1)  —  37W ,  00 

4«  =  (9C—  «—1)'  +  ayf1. 

(48i)  Cette  équation  détermine  complètement  le  coefficient  C,  ainsi 
que  v  ;  car  n  étant  un  nombre  premier  de  forme  3m  -|-  1  ,  on  pourra 
toujours  faire  n=at*-}-36\  Or  i°.  si  £  est  divisible  par  3,  et  qu'on  fasse 
6=  5£',  on  aura  4n  =  4*t-f-  37  (aC)*,  ou  4«  =  o» -f- 

a°.  Si  C  n'est  pas  divisible  par  3  ;  comme  *  ne  peut  jamais  l'être  , 
l'un  des  deux  nombres  a  -f-  £ ,  et —  C,  sera  divisible  par  3.  Mais  en 
mettant  4»  sous  la  forme  (1  -f-  3)  (et*  -f-  3S1)  =  (*±  5€)4 -f-  3 (a  q=£)*, 
on  pourra  supposer  a=p6=3£,  de  sorte  qu'on  aura  encore  4"  =  <»* 
-f-  376*  ;  et  on  voit  de  plus  que  tyi  ne  peut  être  qu'une  fois  de  cette 
forrae. 

Cela  pose,  on  aura  C  =  et  p  =  =fc£.  Ensuite  les  équations 

trouvées  donnent  p'p'p"  sas  —  (A  —  C)  B  —  (B  —  C)  C=C'  —  AB=z 

n  _       — m)  (Ç-f  m)  +  v'  nC—  m* 

V—  4  ~~      3  » 

valeur  qui  n'a  que  la  forme  fractionnaire,  et  qui  se  réduit  toujours  à  un 
entier.  L'équation  cherchée  sera  donc  en  général 

p3  -f-  p*  —  mp  -f-  $  (m'  —  nC)  =  o. 
(48a).  Soit,  par  exemple,  «=991;  on  aura  m  =  33o,4/i=6i*-|-37.3', 
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ass6i,  C=221+£l=  ,,7,  2^=^!=23/49.  On  trouvera  semblaLIc- 
9 

ment  pour  les  nombres  premiers  les  plus  simples  de  la  forme  3/n  +  i , 
les  résultats  suivans  : 

*=7>  l3>  *9»  3l>  37>  43>  61  >  67>  73»  97 
m=a,       4,     6,    10,         13,       14,    30,       23,    34,  33 

Ç=i,—  1,     7,     8,    —n,    —8,     9,    —5,    37,  79. 

On  formera  donc  ainsi  autant  d'équations  qu'on  voudra  de  la  forme 
x*  -h  x*  —  nu:  —  Q  =  o ,  lesquelles  auront  cette  propriété  qu'une  racine 
étant  connue ,  les  deux  autres  s'en  déduiront  chacune  par  une  valeur 
de  la  forme  a  -f-  bx  -+-  ex*. 

Les  trois  racines  p\  //,  p"  étant  trouvées ,  le  polynôme  X  pourra  en 
général  se  décomposer  en  trois  facteurs  de  la  forme  P  -f-  Qp'  -f-  Rp* , 
P-hQp'-h  RP*>  p  +  Qpm+RP>  dans  lesquels  P,  Q,  R  sont  des 
polynômes  en  x  dont  tous  les  coefficiens  seront  entiers.  On  trouvera 

j  

même  que  ces  polynômes  satisfont  à  l'équation  3P  —  Q  —  i?=  \Za-jX 
=  Sxr  +  x™-1  +|arm_,-f-|^x"r:s-|-etc. ,  où  l'on  fera  disparaître  les 
fractions  comme  au  n8  478. 

(483)  Par  une  semblable  analyse  appliquée  au  cas  de  n  =  4'«  +  1  , 
il  est  facile  de  trouver  l'équation  qui  a  pour  racines  les  quatre  quan- 
tités f(m,  1  ),f(m,  g)y/("'f  g%)y  f(»h  g3)»  provenant  des  quatre  pé- 
riodes dans  lesquelles  se  décompose  la  période  totale  (4"> ,  O-  Mais 
pour  cela,  il  faut  distinguer  deux  cas  : 

i°.  Si  /»=2^,  oun  =  8/:-f-i,  alors  on  aura  d'une  seule  manière 

«  =  al-f-  \6b*f  ce  qui  déterminera  C  =  ^  ~  a  ;  et  l'équation  cher- 
chée sera 

p*+p>  —  5kp* -f-  (4Â*  -  nC)p  —  n({k  —  C)>  =  o. 

3°.  Si  m  =  2*  -f- 1 ,  ou  «  =  8*-f-5,  on  déterminera  *  et  £  d'une 
manière  unique  par  l'équation  2/1  =  (4a  — f—  x _)*  — f—  (46+  i)';  cette  valeur 
donnera  C  =  \  (et*  -f-a)  -f-  \  (£•  +  G) ,  et  l'équation  cherchée  sera 

? + f  +  (*  +  «V  +  («" -H  *)' = o. 

(484)  Indépendamment  de  la  théorie  précédente  qui  ne  laisse  rien  à 
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désirer  sur  la  résolution  de  l'équation  or" — i  =  o,  M.  Gauss  a  indiqué 
une  méthode  particulière,  au  moyen  de  laquelle  les  équations  auxiliaires 
données  par  cette  théorie,  peuvent  se  réduire  à  des  équations  à  deux 
termes  de  même  degré.  Comme  cette  réduction  est  assez  remarquable  > 
et  qu'elle  offre  peut-être  le  seul  exemple  un  peu  général  qu'on  puisse  pro- 
duire de  la  résolution  des  équations  au-delà  du  quatrième  degré ,  nous 
allons  l'appliquer  à  l'équation  x" — i  =o. 

Dans  ce  cas,  l'équation  X  =  o  pourrait  se  décomposer  en  deux  du 
cinquième  degré,  de  la  forme  F-f-Z^/C — i  i)  =  o,  Y — —  1  >)— °» 
mais  cette  décomposition  n'ayant  aucun  avantage ,  il  est  plus  simple  de 

faire  x  -f-  j  =  %  ,  ou  x*  —  xz  -f-  i  =  o  ,  et  alors  l'équation  du  dixième 

degré  X=o,  se  réduit  à  celle  du  cinquième, 

zs  4.  z*  _  4ZJ  _  3Z.  4-  5z  -f-  1  =  o.  (a) 

Ce  procédé ,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué ,  revient  à  décomposer 
la  période  (10,  1)  en  cinq  autres ,  lesquelles  sont  (2,  1),  (2  ,  2),  (2,  4), 
(2,  8)  et  (2 ,  16)  ou  (2,5);  car  l'équation  indéterminée  x" —  1  =  o#(i  1) 
a  pour  l'une  de  ses  racines  primitives  2,  et  ainsi  faisant  g  =  2,  on  a 
la  suite  des  périodes  précédentes.  Soit  maintenant 

i=/(2,2)  =  r*-+-r», 

c=/(2,4)  =  r<4-  /', 
<*  =  /(2, 8)  = 

e  =/(2,5)  ==  r»  +  A 

De  ces  équations  on  tire  soit  immédiatement ,  soit  par  les  principes 
précédens  ,  a*  =  b  -f-  2 ,  ab  =  a  -+-  dy  aô  =  d-\-  e.  Or  on  peut  regarder 
les  quantités  a,  b,ctd,et  comme  formant  une  suite  rentrante  sur  elle- 
même  ,  dans  laquelle  a  est  précédé  de  e  ;  on  peut  donc,  en  avançant 
successivement  chaque  lettre  d'un  rang ,  former ,  au  moyen  des  trois 
équauons  précédentes,  les  quinze  qui  suivent  : 


«•  =  b  4-  2, 

ab  = 

a  -f-  dt 

ac  — 

d+e, 

bc  = 

b  -f-  e  , 

Bd  = 

e  +  a, 

C»  =  d+  2, 

cd  = 

c  -h  a, 

ce  = 

«  +  *, 

d*  =  e  4-  2, 

de  = 

4- 

da  — 

A  4-  c, 

e*  =  a  -f-  a, 

ea  = 

e  -f-  c, 

eb  = 

c  4- 

Par  ces  équations  il  est  évident  qu'on  pourra  réduire  toute  fonction 

60 
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rationnelle  et  entière  des  quantités  a,  b,  c,  d,  e ,  à  la  forme  linéaire 
A  4-  Ba  4-  Cb  -f-  Z)c  Ed  -f*  »  où  l'on  pourra  même  faire  dispa- 
raître un  terme  à  volonté ,  au  moyen  de  l'équation  o=i+a  +  i  +  c 

(485)  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  l'équation  (a),  quoique 
pourvue  de  tous  ses  termes ,  peut  être  résolue  à  l'aide  d  une  équation 
à  deux  termes  f5  =  Vt  dans  laquelle  V  est  une  quantité  connue  de  la 
M  +  Ny/—  i. 

Soit  R  l'une  des  racine*  imaginaires  de  l'équation  B?  —  i  =  o,  les 
cinq  racines  de  cette  équation  seront  i ,  R  ,  R' ,  Rs,  R* ,  et  leur  somme 
étant  zéro  ,  on  aura 

o  =  i  +  R  +  R*  4-  R*  +  R*. 

Les  racines  de  la  même  équation  seraient  également  i ,  R* ,  R*,  R',  R*  ; 

et  en  général,  i ,  R",  R*m,  R3m,  Rin,  pourvu  que  m  ne  soit  pas  divisible 
par  n,  de  sorte  qu'on  aura  aussi 

o  =  i       Rm  -f-  R~  4-  R3m  -f.  R*m. 

Soit  maintenant 

T  =  a  +  bR  +  c R*  -f-  dRs  -f-  , 

et  imaginons  qu'on  élève  ce  polynôme  à  la  cinquième  puissance  ;  puis- 
qu'on a  R*  =  i ,  cette  puissance  pourra  se  réduire  à  la  forme  : 

T*  =  A  -f-  BR  -f-        4-  DR}  +  £7?', 

où  les  coefficiens  A ,  B ,  C,  D ,  E  ne  contiendront  que  les  racines  a,  4, 
c,d,e,  et  ne  les  contiendront ,  si  l'ou  veut,  que  sous  la  forme  linéaire. 

Si  l'on  observe  de  plus  qu'en  faisant  Tr=b+cR+dRt+eRs+*R*  r 
on  a  T=  T'Ry  et  ainsi  7'»  =  I^iPss  J**,  il  s'ensuit  que  dans  la 
valeur  développée  de  7^,  on  peut  avancer  chaque  lettre  d'un  rang,  en 
écrivant  b  au  lieu  de  a,  c  au  lieu  de  b,  etc.  Donc  l'un  des  coefficiens 
A9  B,  C,  D y  /s,  dans  T"5,  étant  désigné  par  ct-+-  a-\-yb+é  c+ul-\-?e 
cette  valeur  doit  être  la  même  que  a 4- £4 4-  ^4-^/4-  c  4-£a.  Donc 
6  =  >  =<J  =  £  ,  et  le  coefficient  dont  il  s'agit z=a-\-€(a+b+c-\-dA-e) 
=  * —  c'est-à-dire  qu'il  se  réduit  à  un  nombre  entier  indépendant 
des  racines  a,bfcfdfe.  C'est  ce  que  le  calcul  suivant  va  confirmer. 
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(486)  Si  l'on  met  d'abord  la  valeur  de  T'  sous  la  forme 

7*  =  «'  +  b'R>  +  c'R*  -f-  <TR*  4-  t'R*  ; 

sans  réduire  Rs  et  iî»  à  leurs  plus  simples  expressions  R  et  R',  on  aura 
a'  =  +  aie  -f  a«*,  et  semblablement  A'=  i»-f-  aca  -f-  a<fc,  etc.  , 
chaque  coefficient  se  déduisant  du  précédent ,  en  avançant  les  lettres  d'un 
rang.  Or  en  réduisant  la  valeur  de  a'  à  la  forme  linéaire ,  on  a  d  =  —  b 
+  2c  —  2e ;  on  aura  donc  ton t -à-la-fois  : 

a  =  —  b  -f-  d.c  —  ac  , 
b'  z=  —  c  -f-  arf  —  aa, 
c'  =  —  d  -f-  ae  —  ai , 
<f  =  —  e-f-aa  —  ac, 
=  —  a  -f-  ai  —  arf. 

Si  l'on  fait  semblablement  T*  =  a*  i'.ft*  -f-  <?'/?•  -f-  d"R"  -f-  e'fi'*,  on 
aura  a'  =  a'»  -f.  aiV  -f-  ac'<f ,  et  en  valeurs  linéaires , 

d"  =  a  —  i6a  —  loi  -f-  a 5c  -f-  ioe, 

V  =  a  —  i6i  —  ioc  -f-  a5rf-f-  ioa, 

c*  =  a  —  16c  —  ioJ  -f-  a5e  -f-  10b  , 

d"  =  2  —  \6d  —  ioo       a5a  +  ioc, 

e*  =  a  —  16e  —  ioa  -f-  a5i  -f-  îod. 

11  reste  à  multiplier  entre  eux  les  deux  polynômes 

T  =  a  -f-  bR  +  cR*  +  dR>  -f-  ei?<, 
T*=  «*-f-  i'^-f.  c-i?'-!-  <f7î"«-f  eR  \ 

et  on  trouvera  leur  produit 

T*  =  —  196  —  i5oH  -f-  a55fi*  —  aoi?3  -f-  90.R* , 

ou  en  chassant  R*  au  moyen  de  l'équation  0=  1  -f-  R-j-  R1  -f.  JîJ-f- 

T5  =  —  n  (a6  -f-  ao/<  —  j5.fi»  -f-  ioiî3), 

quantité  indépendante  des  racines  «,i,c,rf,«,  ainsi  que  nous  l'avions 
prévu. 


(487)  Connaissant  d'après  cette  équation  la  valeur  de  T  en  fonction 
de  R  ,  on  connaîtra  la  valeur  du  polynôme  a-^bR-^cR%-^-dR3-\-cR*; 
changeant  ensuite  R  en  Rr,  R3,  R4  successivement,  on  aura  la  valeur  de 
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trois  autres  polynômes  où  a ,  b>  c ,  d,  e  seront  les  mêmes.  Au  moyen  de 
ces  quatre  équations  jointes  à  l'équation  o  =  i  -f-a-f-^-f-r-j-rf-f-e, 
on  pourra  déterminer  les  valeurs  des  cinq  racines  a,  b ,  ct  d,  e;  et  dans 
cette  solution  on  ne  suppose  connues  que  la  valeur  de  R ,  et  celle  de  T 
d'après  l'équation  à  deux  termes  7*=^,  où  V  est  une  quantité  donnée 
de  la  forme  M-\-JSy/ —  i. 

Mais  la  multiplicité  des  racines  tirées  de  chacune  des  équations  Th=Vy 
puis  combinées  entre  elles  ,  pourrait  donner  lieu  à  quelqu'embarras. 
Pour  éviter  toute  indétermination ,  examinons  particulièrement  les  poly- 
nômes formés  comme  il  vient  d'être  dit ,  savoir , 

T  =  a  -f-  bR*  -f.  cR*  ■+-  dRs  -f-  e/?» , 
T*  =  a  -f-  bRs  -f-  cR*  -f-  dR*  -f  eR"  , 
7~  =  a  -f-  iiï*  -f-  cfl»  -f-  </fl"-f-  e-fl'8. 

Si  on  développe  les  produits  T'T",  TT" ,  on  trouvera  les  résultats 
très-simples  TT=  1 1 ,  TT"=  1 1  ;  d'où  résulte  T—l-±  et  Tm=~; 
il  suffit  donc  de  connaître  7*  et  T'y  et  alors  on  formera  les  équations 

—  i=fl-f-A-|-c-f-</-f-e, 
r  =  a  +  M  +  cR*  4-  -f- 
T  =  «  +  Mf-f-  c/î*  +  ,i/î«   -f-  ei?», 

=  a  -f-  cfl»  -f-  <W  -h  ei?'«. 

Ajoutant  ensemble  ces  équations  et  réduisant,  on  aura  enfin 

6«"-i  +  r+J  +  r+:j: 

(488)  Il  faut  maintenant  dans  l'équation 

r»  =  —  n  (26  -f  aoiî  —  i5jR-  -f-  10/?5), 

substituer  pour  R  l'une  des  racines  imaginaires  de  l'équation  iP  — 1=0. 

Soit  donc  a  =  -y- ,  A:  étant  l'un  des  nombres  1  ,  3,3,  4  ;  on  aura 

cos5i=i ,  sin5*=o,  cos4<x  =  cosot,sin4*= — sin*,  cos3a=cosax, 
sin  3x  =  —  sin  aa  ;  et  les  Quatre  racines  imaginaires  de  l'équation 
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Rs  —  t  es  o  seront 

R  =  cos  a  -f-  }/ —  i  sin  a , 
/?•  =  cos  2a  -f-  \/ —  i  sin  aa , 
R3  =  cos  sa  —  \/ —  i  sin  aa, 
R*  =  cos  a  —     —  1  sin  a- 

De  plus ,  leur  somme  étant  —  i ,  il  faudra  qu'on  ait 

o  sa  i  -f-  acosa  ■+•  acosaa, 

équation  qui  a  lieu  sans  déterminer  la  valeur  de  le. 

Cela  posé ,  la  substitution  de  la  valeur  de  R  dans  celle  de  715,  donne 

7*  es  ii  ( —  16  -f-  a5cosa«  •+•  (25sinaa  —  aosina)  y/ —  i). 

Soit  p  cos ^  = — i6-j-a5cosaa  et  p  sin  ^  =  a5  sin  aa — aosina,  on 

trouvera  />*  =  i35i  =  n3,  ou  pz=  n*;  ainsi  l'angle  <p  étant  déterminé 
par  les  équations 

—  i6  +  a5cosa«      .  a5sina* —  20  sin* 

C0S<P  =  TT^n  »  s,n<P  =  TTvTTT  » 

on  aura  TJ  =  1 1 1  (cos  Ç  -f-  l/ —  »  sin     ,  d'où  résulte 

T=  n:  (cos*+  V~  >  sin|). 

(489)  La  valeur  de  T  se  déduit  de  celle  de  T ,  en  mettant  simple- 
ment il*  à  la  place  de  Ry  ou  aa  à  la  place  de  a;  ainsi  faisant 

— 16  -f-  a5  cr>s4*       •  25»in4« — 20  »in  a* 

cos<>  = — ,,^«     »  8m*  =  y.Vm  ' 

on  aura 

T  =  ,,i(cos^  +  v/—  1  sb  0. 

1 

Donc  par  la  substitution  de  ces  valeurs  ,  on  obtiendra  enfin 

5a  =  —  1  -f-  a  \/i  1  (cos  *  -4-  cos  0  j 

mais  il  reste  à  fixer  le  choix  des  racines  dans  l'usage  de  cette  solution. 
Et  d'abord  on  peut  prendre  pour  a  celle  qu'on  voudra  des  quatre 
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valeurs  ^,  ^ ,  Ç ,  car  si  à  la  place  de  a  on  met  ast,  5*,  4* ,  les 
valeurs  de  cos  <p  et  cos  <p'  restent  les  mêmes  ,  ou  s'e'cbangent  entre 
elles  ;  ainsi  on  peut  se  borner  à  faire  a  =  -r-  =  72*  ,  ce  qui  donne 
cosa  =  —  cos3«t  =  — ~  —  i  v/5;  il  en  résultera 

<p  =  186*  /»8'  58'6t,  <p'  =  io3-  6'  53'oo, 

|  <p  =   57°  21'  43"72,        i<p'  =  20°  3/  i8'6o. 

Comme  on  peut  prendre  ç  -f-  2«r  au  lieu  de  <p ,  il  est  clair  que  le  terme 
cos|  aura  cinq  valeurs  différentes,  savoir, 

De  même  cos  ^  aura  cinq  valeurs  différentes ,  et  il  faudra  savoir  la- 
quelle de  ces  cinq  valeurs  doit  être  jointe  à  une  de  cos  | ,  pour  en 

déduire  la  valeur  de  la  racine  a,  ou  plutôt  l'une  des  valeurs  de  a.  Car 
on  voit  bien  que  a  peut  représenter  indifféremment  celle  qu'on  voudra 
des  cinq  racines  a,  b ,  c,  dt  e ,  et  qu'ainsi  la  même  formule  qui  donne  a, 
doit  donner  en  même  temps  les  quatre  autres  racines  byc,d>  e. 

(4go)  Il  ne  faudrait  qu'un  petit  nombre  d'essais  pour  établir  la  cor- 
respondance qui  doit  avoir  lieu  entre  les  valeurs  de  cos  *  ct  celles  de 

cos|-.  Mais  pour  éviter  tout  tâtonnement ,  reprenons  les  formules 

T  33  a  -f-  bK*  cR*  -f  dR»  -f-  eR" , 
T*  =  a'-f-  b'R>  +  c'R*  4-  dR"  +  e'R". 

En  les  multipliant  entre  elles,  on  devra  trouver  un  produit  indépen- 
dant des  racines  a,  b,  c,  d,  e.  En  effet,  on  aura 

T'T  =  11  (ai?  —  ai?'  —  iP). 

Substituant  la  valeur  R  =  cos  ct      |/ —  1  sin  «,  il  vient 

T'T"  =  11  (acos  ct  —  3cos  a«t  -f-  (asin  *  —  sin  aa)  \/ —  1). 

Soit  yco«4  =  2C0S  «  —  3cos  aa ,  9  sin  4  =  asin  a  —  siu  a* ,  on  trouvera 
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=  1 1  ;  donc 

.        acos« — 3cosa<*         i    -        a»in«  — sina*, 

cos,t  =  ~i  »     *m^=  ^  ; 

1-4-5 

et  comme  on  a  fait  et  =s  72*,  il  en  résulte  cosJ,  =  Tt/  »  de  sorte 
,  4k  1 1 

qu'on  a  4  =  a5°  2°'  46"o5  ;  4  «tant  connu  ,  on  aura 

2r=iL(co4+v/-i  sin+)=i  1*  (cos(\L-^)-fV-i  sin(4_^)). 

Donc  7*4- 7*=  7"  +  -^  =2/11.  cos  (4  — 3*).  Cette  quantité  a  été 
représentée  ci-dessus  par  \  cos|-;  donc  la  valeur  de  -g-  qui  cor- 
respond à  une  valeur  donnée  de  | ,  est 

5  ~  f  T* 

Par  ce  moyen  on  trouvera  que  les  valeurs  de  |  et  ^  qui  doivent  se 

combiner  ensemble  pour  former  une  des  valeurs  de  a  ,  sout  le» 
suivantes  : 

|=  S;' a  »'  45*73,     ^  =  5o8*  37'  18*60,  a==3cos-^, 

335.31 .43.73 ,  92.37.l8.60,  3COS— -, 

l8l. 31  .43.73,  30.37.l8.6o,  acoS^, 

353.31.43.73,  s36. 37. 18. 6e-,  scos-^, 


10g. 31 .43.73,  164.07.18.60,  3COS 


\QTT 
m  « 

11 


(491)  Si  on  rétablissait  la  valeur  de  T  sous  la  forme 
T=  \/[xi  ( —  16  +  a5cos3«)  -f-  (a5sina« —  aosina)  y/ — i)]; 
ensuite  T,  T",  7",  sous  une  forme  semblable ,  la  formule 

5fl  =  —  i  +  r+  r+  r+  r 

reviendrait  à  celle  qne  Vandermonde  a  donnée  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  année  1771,  pag.  4'6. 

I.. 'auteur  n'est  entré  dans  aucun  détail  sur  les  moyens  de  faire  dispa- 
raître l'indétermination  de  sa  formule  ;  mais  sa  métbode  a  les  mêmes 
fontleniens  que  celle  de  M.  Gauss.  L'une  et  l'autre  doivent  leur  succès 
à  ce  que  le  polynôme  a  -f-  bR  -f-  cR%  -f-  dR5  -f-e/î4,  élevé  à  la  cinquième 
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puissance,  donne  une  quantité  indépendante  des  racines  a,  bf  e,  dte, 
puisque  par  la  propriété  particulière  de  ces  racines,  toute  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  -qui  en  est  composée ,  doit  se  réduire  à  la  forme 
linéaire  A  -f»  Ba  -f-  Cb  -f-  etc.  D'ailleurs  Vandermonde  a  remarqué  que 
toute  équation  x"  —  i  =  o ,  dans  laquelle  «  est  un  nombre  premier, 
pouvait  être  résolue  de  la  même  manière;  ainsi  la  priorité  de  celte  dé- 
couverte ne  saurait  lui  être  contestée. 


FIN. 


Digitized  by  Google 


T  A  BX  E  l. 


EïPur.ssroNs  le»  plus  simples  des  formules  Ly*  -f-  îMyi  -f-  iVa*  ,  pour 
toutes  les  valeurs  du  nombre  non  quarré  At=.M*  —  LN ,  depuis  si—i 
jusqu'à  ^=i36. 


NOMBRE  A. 

FORMULE  REDUITE. 

NOMBRE  À. 

r 

FORMULE  RÉDUITE. 

* 

a 

5 

5 
6 

l 

r'  —  as* 

*  C    —  5z  ) 

r*—  5z* 

±  tr-  *f) 

Si 
5a 
53 

=fc 

[y*  —  3ia') 
[  y*  —  3aa*  ) 
[y  —  35a») 

34 

=*=  (3r»H-ay3— 11a») 

j  »o 

^*    IOZ* 

2J»  —  5a* 

35 

=±=  1 

[«] 

1 1 

j  la 
!  i3 
1  «4 

=h  (        —  I  13*  ) 
=fc.î>*—  123*  ) 

J*  —  l33* 
=b  (  r'  —  i^s") 

57 

r  -  373» 

3y*  +  a/a—  133* 

58 

=*=  (     —  38a*  ) 

i5 

db  (  y'  —  i52*) 
=fc(3>»—  5a») 

39 

=fc 

:? 

=b  r   —  i8a*  ; 

=fc:  (  _y *  —  19a*  ] 
db  (  *•  —  aôa» 
=fc  (7"—  aia'  J 

1         *  ■ 

40 

=4=  (/  -  402*  ) 

»9 
ao 

ai 

4» 

7»  —  4l3* 

4> 

=fc 

[ay* —  aia*) 

mm 

lî 

=fc  (7*—  aaaM  . 
=fc  (r~  a3a») 

43 

44 
45 
46 

47 

±  1 

d=  | 
rfc:  | 
d=  | 
db 

;  r  -  433;  ) 

|  y*  —  45a*  ) 

[y—  46a*) 

;r-47«*) 

a6 

-  y» —  a6s» 
-  a/* —  i5a» 

(• 

48 

±  < 
±  ( 

Î3y*  —  i6a*  ) 

a7 
a8 

*9 

=fc  (  j*  —  a7a*  J 
db  (j*—  a8a-) 

5o 

y*  —  5oa* 
ar» —  a5a* 

3o 

db  (j.  —  soa*; 

*  (y  -  i5a*; 

!: 

1  . 

5i 

Zfc  (^—513') 

±  (3y»  -  i7a'  ) 

1 
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NOMBRE  s*  • 

FORMULE  RÉDUITE.  NOMBRE.^. 

FORMULE  RÉDUITE.  I 

5a 

53 
54 

y  —  55b* 

zfc  (  j»  —  54z»  ) 

75 

76 

±  (  r  -  7*"  ) 

55 

=fc  (      —  55z»  ) 

=fc  (  aj»  -f-  2js  —  37s'  ) 

77 

=*=  (  r  -  77*'  ) 

H  56 
H 

78 

ab  /  v»  —  18c*  ^ 
sfc  (       —  5g>'  ) 

±  (  r  -  s7z»  ) 

79 

=fc  C  r*  —  7Qz*  ) 

=fa-<  îj'      a/z  ~  a6z»  ) 

58 

—  58z» 

2jr»  —  39Z* 

80 

=fc  (5>»  —  i6z») 

*  <  r  —  ) 

oo 

db  (  3>»  —  aoz»  ) 

8a 

âf»  —  4«a* 

S/*  4-  ajz  —  a7z»  J 

OI 

6a 

v1  —  61  s* 

±  (      —  6az»  ) 

83 

=fc  (  7»  —  85z»)  1 

05 

db  (  y*  —  63z*  ) 

84 

dh  (  7^»  —  iaz"  ) 

y.  u-  65z» 
5>»  —  i5z» 

85 

r*  —  85z» 
3/»  ■+-  a/z  —  aâz» 

66 

=fc  (   r*  _  66V.Î 

86 

=t  (  jr*  —  86V  ) 

87 

i-fy— 1 

=fc  (  5>»  —  ags»)  J 

67 

00 

«» 

zt  (  y  —  69=»  5 

88 

-fc-^  8>»  —  *iz»)  | 

7* 

=*=  (  r  —  7"*) 

90  « 

1 

7a 

sic  /  7*  —  72c1  ) 

*  (     +  4r*  —  «T*  ) 

9" 

73 

7*-7^* 

93 
94 

74 

^-74=* 
37-  -  V 

■ 
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NOMSU  A 

FORMULE  REDUITS.  NÛM/lKE.f 

FORMULE  RSUU1TE. 

n5 

(y*  —  n5z* 

C  4r*  —  333- 

116 

118 

d=.  (  f  —  n6z* 
=b  (  y'  —  nos* 

1  98 

,  r-  97^) 

rfc  {   y*  —    n&z*  ) 

"9 

=fc<  j'—  iigz*)  J 
de  (       —    i7z*  )  | 

99 

d*<£-  99=') 

tao 

zfc  /  y*  —  iâoz'  ! 
db  ?  3>  —  4oz» 
db  <  if  —   afc4  ' 
=fc(jà/*  —  8z\ 

101 

r*  —  ioiz* 
4f*  H-  ayz  —  a5z* 

112 

y  —  laaz* 
ar*  —  6 12* 

II 

103 

=fc  (  y*  —  ioaz»  ) 
=fc(3>  —  54z-) 

ïo3 

=h  (  y  —  io3z»  ) 

ia3 

rfc 
rfc 

(  r*  —  ia3z»  ' 
(3>—  fiz'J 

1 

=fc  (  t*  —  io4z*  ) 
—  i3z0 

125 

to5 

=*=  (  J  ™5z'  } 

rfc  f  3y»  —   35z'  ) 

136 

rt  r  r  —      )  i 

rfc  (  ay'  ~   63z*  )  j 

106 

y*  —  1062* 
3T*  —  $3z' 

128 

1*9 

rfc  (  r  -  „7z'  jj 

1 07 

ioé 
109 

r-109z. 

x3o 

y*  —  iSoz*  | 
ay«  —   65z*  i 
bj%  —   a6z»  | 
i&y*  —    i3zt  [ 

IIO 

zfc  (    y*  —  iioz*) 
±(*r-  55z-} 

111 

=fc  (      —  m»*9 

1S1 
i3a 
i33 
134 

rfc  { 
rfc 
db 
rfc  | 

f  ^*  —  i3iz*  ) 
*  ^*  —  1 3az*  ) 
'  ^»  —  i33z«  J 
;  y  —  1 34z'  ) 

1 

I 

il 

II 

11 
11 

113 

db  (  y»  —  1 132"  D 

rfc  (V  -f  ayz  —  37z») 

i35 

1 1 3 

 .  1    ■   :  

—  n3z* 

,56 
— 

41 

-1 
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TABLE  II. 

ËxpRissioii  s  les  plus  simples  des  formules  Lj'  +  Mjrz+Nz\  ou M  est Impair,' 
pour  toutes  les  valeurs  de  5=3/'—        ,  depuis  /*= 5  jusqu  a  7i=3o5. 
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TABLE  III. 

Diviseurs  de  la  formule  t*  —  au*. 


Il  FORMULE. 
1 

DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 

DIVISEURS    LINÉAIRES  IMPAIRS. 

-  -  - 

[    t%    3tt» 

8x  4-  1,7 

t*  —  3u» 

Y*  —  3s» 
5a»  —  y* 

13JC  -f-  I 

iax  -j-  11 

1  t*  —  Su* 

y*  —  5z» 

aox  -f-  1,9,  11 , 19 

J  f  —  6u* 

1 

r«  —  6s» 
6a»  —  ^' 

a4x  4-  1,  m 
a4x  -f-  5,  a3 

t*  —  JU* 

y  —  t- 

a8x  -f-  1  ,  9 ,  a5 
a8x  4-  3, 19,  37 

I  t*  —  ioa» 

1     1  1 

y*  —  ioz* 
ar»—  5a* 

4ox  -r-  1  ,  9  ,  3i,  59 
4ox  +  3,  i3,a7,  37 

[  **  —  n«* 

y*  —  1 12» 
us»—  y* 

44r  4-  1,  5  ,  9  ,a5,  37 
44*  +  7>  »9»  35,  39, 45 

—  i3u» 

y*  —  i32» 

5xr  -f-  1,  5,9,  17,  a3  :  35,  27,39,  35, 

A3 .  Aa.  5i 

'  <•  —  i4«* 

r  — 14** 

iZz»  —  V4 

lH*  J 

56x  4-  1 ,  9,11, 35, 43, 5t 
56x  -4-  5 . 1 3 .  5i .  45 .  Ai .  55 

t"  —  i5a» 

y*  —  i5a» 
i5z*  ■—  r* 
3/»  —  5a' 
5a»  —  5r* 

6ox  4-  1 , 49 
x»  r  — l—  11.  5o 
5or  4-  7  ,  43 
Sox  4*  17,  53 

<•  —  i7o» 

 1  — 

r  -  »**' 

68*4-  »  ,9,  »3,  »5,  19:  ai,  25,33,35, 
43:  47,  49,  53,  55,59:  67 

f  —  IO/*» 

y'  —  192» 

76r  4-  1,  5    9,  *7,a5:  45, 49,61,73 
76x  4-  3,i5,37,c»i,5i  .  59,67,71,75 

t*  —  3ia» 

■  i  .  ' 

^  —  a  1*2* 

ai2»  —  y* 

 ,  1.  

84r  4-  1,35,37,43,67,79 
84*  4-  5,i7,4i,47,59,85 

£-  — 

^  —  33a 

32JS»  —  ^» 

88x  4-  1,  3,  9,  a5,  37  :  49, 59,67, 75,81 
88r  4-  7, 13,31,39, 3g:  61,65,79,85,87 

<  • 

S  —  352» 

.  >                          :  - 

a3s»  —  7 

933:  4-  »,9»  13.35,39:41,49,73,77, 
81  : 85  . 

92X  ~*~  U  11 'l5,,9»  43: 5i,63,67,  79, 

TABLE  IIL 


■  

FORMULB, 


?  —  3ou* 


DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 


3r«  -  i3z' 


DIVISEURS    LINEAIRES  IMPAIRS. 


y*    30Z" 

3oz»  —  r* 
ar»  —  i5z' 


104a:       1  ,9,  17,  a3,  a5  »  49»  55  *  79» 

81,87  :  95,  io3 
io^r  -f.  5,  11,  19,  21,57  :  45,59,67, 
83,  85:  95,  99 


u6x  ^  i,5,5,9,  i5:  23,  a5,  33,  55, 
45  : 49,  5i  ,55, 57,  59: 63, 65, 
67,71,81  :  85,91, 93,103,107  : 
io9,ih,ii5 


i5z»  —  2r* 


3iz*  —  f* 


jT  -  55z' 

55z'  —  7* 



iaor  1  ,  19,  49  ,  91 
iaox  -f-  29,  71,  101,  119 
i3ox  17,  85,  107,  n3 
laox  -f-  7  ,  i5,  37  ,  io3 


124*       i,5,g,a5,  33  :  41 ,45,49,69, 

81  :  97  ,  101 ,  109,  n3,  131 
ia4x  5,11,15,33,37:45,55,75,79, 
 85,91,99,  n5,  119,135 

i53o:  -f-  1,35,31,37,49:67,91  ,97, 
io3 ,  n5 

i53x -f-  17,29,35,41,65:83,95,101, 
107, i3i 


t*  —  35u' 


t*  S-  37«* 


fi 


1 1 


y*  —  54s^      'j  1 56x  4-  1,9,  iS,  a5,55:47 ,49>55»  8»  > 
54-»  _    ^«       )  87  ;  89,  io5,  ni,  121,  i35;  i35 

By*  -+-  2rz  —  iiz»  ii36jc  -f  5,5,11,37,  39:  37,45,61,75, 

z*  —  3jz  —   5r*  J  91  > 99,  107, 109,  ia5,  i5i  :  i53 

 '  1         1  — — — 1  


y*  —  55a< 

35zl  j* 

5r*  —  72*'. 
7z»  —  5r« 


i4ox  H-  1  ,  9  ,29,  81, 109, 121 
i4ox  -4-  19,  31,5g,  in,  i5>j  >5g 
i4ox  -+-  i5,  17,55,  75,  97, 117 
i4ox  -f-  s5,  42,67,  107,  is5,  137 


—  I2Z>  / 


5/*  +  *r~ 


p48x  -f-  1,  5,7,9,  H  :  21,  25,27,  35, 
41  :  47 » 49» 65, 65:  67, 71 , 

73,74,.77^,»85>  85,95x99» 
ioi^  107^11$,  131  ,  135  :  127, 

l37,  139,  i4l,  l45  :  i47 

■  r  -  587"       i53x  4  1 ,  0, 1  i7 .7x  35  :  35",  45,  49  » 

73,  81  :  85  ,  99»  II5»  »2i,i35; 
139,  t5f,  i3g 


•  i  ' 


.  ! 
( 


58z«  —  y 


i5sx  4-  i5,  i5,  35,39, 3l  :  57,  55,6o 
v    71»79:M»3»lia9»  117,127,135 
141 ,  i45,  >5i 


— 
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DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 

■ 

DIVISEURS  LINÉAIRES  I  M  PAIR  S. 

* 

r  -  5^ 

a/*  -f-  ?rz  —  19»' 
.9^—3^  —  y 

i56x  -f-  1  ,  a5,49,  61  ,  lai,  i33 
i56x  -f-  33,  35,95,  107,  i3i ,  i55 
i5&r  -h  5  ,4«,§9,  ia5,  i37,  149 
i56x  +  7  ,19,  3i,  67  ,  n5,  i5i 

**  —  4ii*» 

• 

i64x  -f-  1,  5,Q,  ai,  33:  35, 5i,  55,  57, 
59  :  43,  45,  49,  5i ,  57  :  5g,  61  , 
73,  77,  8i  ;  83,  87  ,  91  ,  io3, 
io5:  107,  n3,  n5,  119,  121. 
135,  137,  i3i ,  i53,  i5g:  141 , 
i45,i5i,i59,i63  y 

4az»  —  jr» 
aiz*  —  a/' 

i68x  -f-  1  ,  s5,  79,  i3i,  vtj,  i5i 
i68x  -f-  17,41,47,89  ,  ,43,  167 
iDrto:  -f.  11,  39,  53, 107,  149,  ^5 
i68x  -f-  i3,  19,61,  ii5,  iSg,  157  j 

/»  —  43«» 

1  '                 *  ' 

45»'-  r 

173*  -f-  t,9  x5,  17,21  :a5, 41, 49,55, 
57:  81,97,  'O1,1^,  117  :  iai, 
i35, 145,  i53, j65  :  169 

173*  ■+-  3,  7,  i9,a7,59:5i,55, 63, 71, 
75.91,  n5,  119,  133,  i5i  :  147, 
i5i,  i55,  159,  i63 :  171 

r  -  4&>- 

• 

1480:  H-  1,3,  9,  35,  37:35,41,49,59, 
73:  75,  81,  io5,  131,  i33:  i5i, 
139,  147 ,  i63,  169 :  177 ,179 

184*  -f-  5,  7,1$,  ai, 37:  45,53,6i,63, 
79 :  io5, 109, 1 1 1 ,  1  a5,  1 55 :  143, 
149,  157,  159,  i75,  181,  i83 

f  —  47«* 

* 

r  -  47»1 
47»*  —  /• 

"  :  •  '■.•« 

i88jc -f-  1,  9, 17,  ai ,.35^37,49,53,61 , 1 
65  :  81  ,  89,  97,  loi*  iax:  »45, 1 
149,  i53,i57,i65:  169, 175,1771 

i88r  -f.  11,  i5,ig, s5,5i:  55^39,43,67,  f 
87:9I»99»  io7»  »a3^i27  :  i35  , 
i3g, i5i, i63, 167: 171, 179,187 

17s'  —  5j» 

 —  ■  , 

204a:       1  ,  i3,  a5,49,  iai ,  145,  157,  i6q 
204^  -h  35,47,5^,85, i55, iig, 191,303 
30 \x  -h  7  ,31,79,01,159,1^3,175,199 
204X  -h  5  ,29,41,05,113,1^5,173,197 
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TABLE  Iïï. 


FORMULE. 


DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 


y  _  532» 


y*  —  55z* 
5Jz*-  r 
y*  +  ajz  —  272* 
37a»  —  a/z  —  37» 


f  —  57U* 


f  -  58a« 


DIVISEURS  LINEAIRES  IMPAIRS. 


3i3jc  -f-  1,7,9, 11,  i3:  i5, 17,  35,39,37: 
43, 47, 49, 57, 59 : 63, 69, 77, 81 , 

89:  91,  93,  95,  97,  99  :  Iû5,  107, 
n5,  n5,  117  :  119,  i3i  ,  133  , 
i3i,  i35:  i43,  i49,  '53,  i55, 
i65  :  i65,  169,  175,  i83,  187: 
ig5  ,  197  ,  199,  301  ,  30J  :  3o5, 

311 


330*  -f-  1,  9,  49,  69,  81  :  89,  141,169, 
181 ,  SOI 

330JC  -f-  19,  39,  5i,  79,  i3i  :  i3g,  i5i  , 

171  ,  311  ,  319 

330a:  -f-  i3,  17,  57,  73,  117  :  i55,  17s, 
ig3,  197, 217 

330JC  -f-  3,  33,37,47,67:I03,l47,l65, 

3o3,  307 


y  -  57z» 


338X  -+-1,7,  25,  43,  49  :  55,  61 ,  73, 
85,  n5  :  i3i ,  139,  07 ,  ioû, 
169:  175, 187,  199 
33&c  39, 41 , 53, 5o,  65  :  71 , 89, 107, 
n3,  143  :  i55,  167  ,  173,  179, 
185  :  3o3,  231,337 


r  -  58** 


3J*  -  39Z' 


y  -  59*- 


592»-  r 


333JC  +  1,  7,  9,  33,  a5:  33,49,57,  65, 
65  :  71,81,  io3,  m,  i3i  :  139, 
i5i,  161  ,  167,  169  :  175 ,  i83, 

199  ,  307  ,  SOg  :  335  ,  235  ,  33l 
333X  •+•  3  ,  1 1  ,  19  ,  21  ,  37  :  37  ,  45  ,  6l  , 

,  75:  77,85,  99,ioi,i3i 
,  i55,  157,  i63  :  171 , 

",  211  :3l3,331,339 


??3,'  147 
'89,i£)5, 


s56x  4-  1  ,5,9, 17,31  :  25,29,  4ï>45, 
49 :  55  ,  57,81 ,  85  ,  io5  :  121 , 
125,  i55,  157,  i45  :  i55 ,  169  , 
181 , 189,  igS  :  197,  2o5,  2l5, 

325 

356*  +  11 ,  35,  5i,  Sg,  45:47»  55,67, 
85, 91  : 99,  io3,  m ,  n5,  i5i  : 
i5i ,  i55,  179,  i83,  187:  191 , 
io5,  307,  3ii ,  ai5  :  319  ,  237 
a5i,  255 
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TABLE  III. 


FORMULE. 


  6lU* 


DIVISEURS 
QUAD  RATIQUES. 


j%  —  612* 


y  —  Sx? 


632»  —  y 


DIVISEURS   LINÉAIRES  IMPAIRS. 


a44x  4-  1,5,7,9,11  :  i5,35,a5,5i,55:l 
4i,  45, 49, 5i  :  55  57, 59,65,! 
65  : 67, 71, 75, 77,79  : 81, 87, 91, 
97,99  v109,  m,ii5,ii5, 117: 
I3i,ia5,i57,,5p,i4,:,43,i49, 
i5i,i55,i59:  161, 169, 175, 191,1 
i97:ao5,ao7,aii,ai5,ai7:  aa3,| 
335,337,339, 24* 


t*  —  65a* 


65F 


0  • 


348a;  4-  1,9,19,  35,  33;35,  4i,49,5i,l 

59:67,8l,Q7,Io3,Il3:  131,  139,! 

i3i,i63,  169:  171,187,195, 195,1 
311:319,335,337,335,335  I 
348a:  4-  i3,i5,3i, 33,39.37,55,  55,6i, 
7J!  79>85» 1  »7> 1  *9> 1  a7 : 1 55, 141, 1 
-5i,  167,181 :  189,  197,199,307, 
*  :  3i5,335,  339, 35q,  247 


I,' 
313 


—  66u' 


r 

66s* 
aaz» 


"—  67  W 


66z« 

332» 

672»" 


36ox  +  1,9,  39,49,51:0,, 69,79,81, 

101  :  131  ,  139  ,  i3i  ,  i3g,  i5g  : 
179,181,191,199,209  :  311, a5i, 
35 1 , 359 

260X  4-  7 , 33,  37, 47, 57  :  63, 67,  73,  83, 
95:97,125, 157,165,167  :  177, 
187,  iq5,  197,  2o5:  3i3,  333, 

337,355  

364x  4-  1 ,  25 ,  5i  ,  49  ,  97  :  io5  ,  169  , 


*99>  a*>> 


347 


364r  H-  17,  41 ,  65,  9$,  161  :  167,  3i5  ,1 

355,  a3Q,  363 
s64r  -f-  5,  53^       ,^5^  ,55  .  ^  2o3  J 


331 ,  ai 


35l 


672»-  y 


2640:  4-  i3,  19,45,  61,  85:  109,  139, 

3o5,  211  ,  359 


368*  4-  1 ,9,  i7,ai,25  :  29  55,  57,49, 

,  \7\l7>  8J  »  ^i.»3  :  131  »  ,a9> 
149*,  i55,  i57  :  169,  i73,  181  , 

189,  i93  :  2o5,  ai7,  335,  337  , 

341  :  357,  361  ,  305 

368a:  4-  3,7, 11,37, 3i  :45,5i,65,75, 

79:  87,  95,99,  m,  n5:  119, 

159,  147,  i75,  179:  ^7,  191  , 

195,305,319:351,355,359,345, 
347  :  35 1 ,  359,  367  . 
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TABLE  III. 


1  FORMULE. 

DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 

i 

DIVISEURS  LINÉAIRES  IMPAIRS. 

.... 

• 

• 

27&C       1 ,  i3 ,  25  ,  3i ,  49  :  55, 73,  85, 
121 ,  127  :  i33,  139,  i5i  ,  i63, 
169  :  187  ,  193  ,  211  ,  323,  a5q: 
a65,  271 

2760:  4-  5, 11 , 17,  53,  65  :  83, 89,  \on 
n3,  125:  137,  i43,  149,  i55,| 
19^1  :  2o3 ,  221  ,  227,  245  ,  a5i  : 

• 

■  • 

t" 

2j*  —  55a* 
55i*  —  37* 

280X  4-  1  ,9,  11,  5i,  81  :  99,  131,  169, 

179,  211  :  219,  249 
280X  -f-  5i  ,61,  69,  101,  m  :  i5g,  181 , 

199,229,269:371,279 
280X  4-  a5  ,  37  ,  55,  93,  137  :  i83,  197, 

!  307 ,  a47 ,  a53  :  263,  277 
28ar  4-  3,  17,  37,  33,  73;  83, 97,  i53  , 

1 87  ,  237  :  245  ,  357 

■ 

7»'  —  r 

384*  -f-  1,5,9,25,  29:57,45,49,57, 

75  :  77,  81 ,  89,  101  ,  109  :  I3i  , 
125,  139,  145,  157  :  161,  169, 
i85,  217,  221  :  225,  229,  235  , 
237,  245  :  249 ,  a53  ,  261 ,  273  , 
277 

284a:  4-  7, 11, 25, 3i, 35:  39,47,51, 55,' 
59:63,  67,99,  n5,  123  >  127> 
13g,  i55,  159,  i63  :  175,  i83 , 
x  195,203,207:211,227,235, 
a59,247ta55,  a59,  275,279, 
ao3 

f  —  73u» 

■ 

a53or  4-  1 ,  3,  9,  m,  a3  ;  a5,  27,  35,  37, 
4i  :  40,  55,57,  61  >  »  :  67,99, 
71»  75»77:79>8,>85,89,9i  .-97, 
io5,  10g,  m,  119  :  lai  ,  ia5 , 

"Z>  l37,  43;  ,45>  '^2* 
i55,  i65  :  169,  171,  173  ,  181  , 

i83  :  187,  195,  aoi  ,  ao3,  307  : 

311,  31 3,  2l5,  217,  22  1   :  223, 

225,  237,  *3i ,  235  :  a37  ,  243, 

a5J'a£?'  205?:  a65,a67,  269, 
273,283:289,291 
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TABLE  111. 


r 

FORMULE. 

DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 

7  — '■ — n\ 

DIVISEURS  LINEAIRES  IMPAIRS. 

1  /•  —  74** 

-  74*' 

■ 

*            ...             r  .1 

29GX  +  i,7,9,25,33:4i,47,  49,63, 
65:7i,73,8i,95,  121 : 127,137,: 
145,  i5i  ,  159  :  169,  i75  ,  aoi  , 
2 1 5 , 223  :  225 ,  25i ,  253 ,  247 , 

3^:255,263,271 287,38912^ 

296*  -f  5,  i3,  19,  29,  55^45,45,51  , 
59,  61 :  69,  91  ,g5,  1 09,  1 1 7 :  1 25, 
i5i  ,  i35,  165,  i€5:  i7i  ,  179, 
1 87, 203, 2o5  : 227, 235, 237, 245, 
35i  :  353,261,267,277,285:  291  II 

-7*  77** 

:  -    «  .     •  J 

77»  — 

:  '        '  '  '  t 
.  '"'           .     .  .  <  .  t 
.'"'».           "  :  .  .   .  •*  i . 

5©8jc  +  1,  9  :i5, 35,35: 37, 53, 67,71,1 
81 193,  n3,  i55, 141,  i55:  i65,\\ 
,69,  »77,  *79>  19»  :  207  ,  231  ,  1 
335,  355,  347  :  355,  367,  289, 
291 ,295  I 

5o8a:  -f  i5,  ï7,  19, 41, 55  :  61 ,  75,  83, 1 
87,  101 : 117, 139,  i5i,  159,  e45:  1 
153,167,175,195,315:337,357, 1 
1,      341,  355,371  :  383,  385,293,1 
399,  5o7 

!  »   ,     1    •  ' 

7**>-  r 

r  1  -            i  . 

59z>_  r 

5i2jc  +  1,  35,45,  49,  i3i  :  i59,aii, 
217,355,359:285,289  j 
5i3*  •+-  25  ,  29,  55, 77  ,  q5  î  ioi  ,  i73, 

i  i^i,-a65,36b:  287,311 
5iar  +11,41,59,83,89:  137,161, 

;  2o3,  327,  275  :  281,  3o5 
3iar       7  ,3i  ,  37,85,  109:!  i5i  ,  i75, 
:    aa5,  229,  255  :  a7i ,  3oi 

**-  — '  79"* 

'  î               H               -  *1 

- 1  1      '          *  "  ' 

.[■-.  i  :  ( 
i                 -  »  Il 

• 

V   J*—  7^  u 

,♦"•":;«•..*  t  f» .  T-  t  1  < 
3s*  —  arz  —  afy* 

I3i6x  -f-  i,5,9,  i5,2i  : 25,  45149,65,75.- 
L      -.  81,89,97,101,105:117,13!, 

.          ta5,  <29,  l4l  :  169,  ,77  ,^8l  ; 

189,309:215,225,341,345, 
355  .-357,  3G9,  373,  377,  381  : 
v         389,  3oi  ,  5oq,  5i5  • 
)5i6x  -f  3^7,  i5,37,  55:  3q,|43,47,59, 
i               63  :  71  ,  75:  Qï  ,  I05.  I07  :  137. 

»       7   '      7  J     7              7          /    •            /  9 

i55,  159,  147,  i75:  187,  191  , 

Ï95,  199»  31  *>  a*5,  219,  337  , 
335,345:351,367,371,391,395? 
5o5,5o7,5ii,5i5 
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TABLE  IV. 


Diviseurs  de  la  formule  t*  4-  au* ,  a  étant  un  nombre  de  la  forme  4n-f.  i. 


FORMULE. 

DIVISEURS 
QUADRAT  I  QTJES. 

*  1 

DIVISEURS    LINÉAIRES  IMPAIRS. 

f  -h  U* 

4r  +  1 

-f-  5m* 

-1-  iyz  —1—  62* 

20X  *4—  1  .  0 
30a:  4-3,7 

?  4-  i3u* 

-f-  vz  ■+■  14s1 
27*  H-  2/z  4-  7s4 

53x  4-  1,  9,  17,  35,  39:  49 
5sx  4-  7,  11,  i5,  19,  3i  :  47 

-f-  17a* 

/•  4-  Vz  '8»" 
2/*  -H  37z  H-  9*" 

5>*  4-  yrz  4-  621 

J  68jc  4-  1»  9,  i3,3i,a5:  33,49,  55 
68x  4-  3 ,  7,  1 1 ,  s3 ,  37  :  3i ,  59, 63 

*•  -f-  3iu* 

/*  4-  VZ  4-  332* 
3>"'  4-  3TZ  4"  Iîs* 

5/*  4-  &rz  4-  62* 
107»  +  3z* 

84*  4-  1  »  a5,  37 
84-r  4^  11  ,  a5,  71 

84r  4-  5  ,  17,  41  | 
84^  4~  19 1  3i ,  55  ■ 

^  4-  39a» 

• 

r*  4-  arz  +  3o*' 
5f  4-  3/2  4-  62' 
yr%  4-  37s  4-  i52* 
10/»  4-  y  z  4-  53' 

n6x  4-  1,  5,9,  i3,a5:  33,45,49,53,1 

57  :  65,  81,  93,  109 
n6r  4-  3,11,  i5,i9,  37:3i,39  ,  45, 
47,  55:  75,  79,  95,99 

j*  -f-  *rz  ■+■  s4** 

3/*  4-  3T2  4-  172* 

3>*  4-  6V2  4-  »4s' 
6>«  4-  6>  4-  72' 

i32x  4-  1  ,  35,  37,  Zg,  97 
i33x  4-  17  ,  29,  4»  >  65 ,  101 
i33x  4-  33,  47,  5q,  71 ,  ng 
i53jc  4-  7  ,  19,43,79,  127 

£*  -f-  37a* 

• 

jr*  4-  2J2  4-  582' 

V  +     4- 192* 

148a:  4-  i,9,3i,35,33:4i,49,53,65, 
73  :  77,81  ,85,  ioi,  i3i  :  137, 
i4i,i45 

148a:  4-  *5,  19,  s3, 3\,  35  :  3g,  43,  5i , 
55,  5g  :  79,  87,  91,  io3,  119: 
i3i,  i35,  143 

*'  4-  4iu* 

■ 

/•  4-  3/2  4-  432»  j  164*  4-  1  ,  5 , 9,  ai ,  s5: 33 ,  57, 45,  49, 
yr*  4-  yz  "f"  3I2*  }            57  :  61,73,77,81,  io5:  n3, 131, 
y*  +  ^2  +  102*  J            i35,  i33 ,  i4i 
5r»  4.  an  4-  i42*  )l64jf  +k7k11'  l5>J9- 37,  55,47,  55, 

iVoIo.  Les  diviseurs  quadratiques  contiennent  ,  outre  les  diviseurs  impairs  mentionnés 
dans  la  table  ,  des  diviseurs  pairs  ;  savoir  ,  les  diviseurs  6n  +  u  ,  lorsque  a  est  de  forme 
8m  -f-  » ,  et  les  diviseurs  8n  -f-  6  lorsque  0  est  de  forme  8m  -f-  5. 
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TABLE  IV. 
===— 


D  I  VI  S  EU  IIS 


QUADRATIQUES. 


DIVISEURS    LINEAIRES  IMPAIRS. 


y  4-  4-  542'iaiaa:  -f-  1,9,15,17,35:29,37,49,57,69 
97' H-   *7*4-   &Y  77,81,89,95,97:105,115,1,7. 

iai ,  149:  i55,  i65,  169,  107  . 


iai  ,  149:  i55,  i65,  169,  197, 
aoi  :  ao5 

ar«  4.  3/z  4-  a7z»iai3\z  -f-  5,  19,35,  37, 3i  :  55,  59,5i,55, 
»qr'  -f-   ajrz  4.    5z'i  67 :  71,  75, 79, 85,  87,  :  io5, 1 11, 

j  «7»l59>,47:l5,>l67»"7,*,79* 


191  :  307 


338x  -f  i,a5,49,  61,  75:85,  iai,i57, 
10g 

3a8r  4.  39,41,55,65,89:  n5,,75,i85, 
aai 


^  +  +  332 

325 

6r'  +  6>z  -f-  ,is»  338X  -f-  n,a5,55,47,85: 119,151,191, 


321 

2a8r  +  51,67,79,91,105:137,151,311, 

325 
3l5 


1  ^7,3  11,313,333,  337 

A  r+    y2  +  662-}36oa:-f-  1,9,39,49,61:69,81, 
9/  4-  »°ra  4-  >oz«/  i3i,  139  :  181,  aog 

j£  -j-   ayz  +  55z-j36ox  4-  33  37,  57,  75,93:97,  i37, i77, 

193,  197  :  3i3,353 


IIZ 


195,197:315,353 
36ox  4.  5,33,37,45,87:  io5, 107,  ia7, 
147, 185.307,345  - 
36ox  4-  11,  ,9,  5,,  59, 71  :  99,  , , ,,  1 19, 
151,171:319,359 


r'  4-  a/z  4-  70z*ia76j;  +  *>  »3,  a5, 49, 75 : 85,  131,  !55, 
'3r  4-  6z*J  169,195:365 

»4r*-r-   9*  +   5z»Î376x  4- 5, 17,55,65,89:115, 135,  i57, 

149,  aai  :  345 

y»  H-  ar«  4-  55z'»376x  4-  35,47,59,71,95:  119,  i5i,  167, 
|36>»  4.   6>z  4-   Zz*i  179,  3i5  :35g 

1021         +  7»I9»43,67,79  :  91,105,  i75, 
|  199,355:  a47 


ir  +  yrz  4- 
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TABLE  IV* 


FORMULE. 


t*  4-  73u» 


DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 


DI 


VISEURS  LINÉAIRES  IMPAIR». 


y»  -f.  ars  4-  i&Yïyix  H-  i,  9,  a5,  S7,  41  :  4g,  57,61,  66, 
2j>  +   3rZ  4-  57W  69  :  77,  81, 85,  89,97:  io5, 109, 

1  ai,  137,  i45 :  149,165,169,173, 


f  4-  77"* 


jr»  4-  107c  4-  i^1 


181  :aoi,ai5, 217,221,  aa5:a57, 
357,265,269,273:389 
292X  -f-  7>",  i5,3i,59:45,  47,  5i,5g, 
63: 83,87,o5, 99,  io3:  107,115, 
i3i, i35,i39:  i5i,  159,163,167, 

1 75 : 1 79, 191 , 199»  a59>  :  a59>| 
V>3,  a7i,  375, 279: 287 


r  4.  85«» 


r*  4-  ajz  -f-  78z,i3o8x  4-  i,9>  a5>  5Z'53  :  81  '95VI1o,n 
9^4.  ]^:  +  i4s'}  i37,  i4i  :  160, 177,321,225,289 

,3^.  4.    ars  4-   6z'l  3o8jc  4-  i3,  17,  41, 73,89:115,  n3, iag. 


i45, 149:  173,  241,  257,285,293 
ar'  4-   nyz  4-  39=*\3o8x  4"  3o,43,  $1,79,95  :» «5,  la^. 


?  4-  8gu' 


J=  4-  ajrx  +  86z' 


i8r*  4-  i4rs  4-   7sâ}  i5i, i83  :  ai  1,  219, 23g,2b3,3o3 

a6>-  4.   3rj+   M  3o8«c  4*  3,27,51,47,59  :  75,io3,  m, 

 115,119:  199,225,245,351,4179 

34ox  -|-  1 ,  9,  21,49,  69  :  81,  89,  101, 
121 ,  149  :  161 ,  169,  189,  229, 
281  :  32i 

5r*  4-  ior*  4-  aaz»  34or  4-  57,  57,  7$,  97,  ijr5  :  i33,  i73 

«77>  '95,  '97:335>  a77>  3l5> 
317,  333,  337 

340*  4-  43,  47,  67»  83>  87  '•  Io3>  ,a3> 
137,  i83,  303  :  223,  247,  263, 

287,307:327 

34ar  -f-  11,  3i,  3g,  71,  79  :  91,  99,  ,3», 

i3g,  i5g  :  199,  211 ,  a5i,  279, 

299  :  3n 


ar»  4-  ira  -4-  43s- 
tor»  4-  xoyz  4-  îiz1 


I 


r*  4-    2rs  4-  gos'.SSdr  +  1,  5,o,  17,21  :25,45, 49,55,  j7 

73,8i,85,93  :  97,  io5,  ioc 
121,125: 12g, i53,i53, 157, 161 


ar»  4-   ars  4-  45-1 
5y  4-   3/s  4-  i8~* 
107»  4-   3/z  4-  gz* 


69 


169,173, 177,  189,217:225,353, 
245, 249, 257 : 265, 26g,  277  ,  a85, 


3r*  4-   3/z  4-  3o 
6j*  4-   yz-i-  i5z 
77*  +   6rz  4-  »4s' 


•     1  ■ 


28g  :  5oi,  3og,  317,  545 
z*|556jc  -f-  3,7,  i5,  19,  23: 27,31, 35,43,5i: 
z*  5g,63, 75,83, g5 :  io3,n5,  ng, 


X27,i35: 143,147, i5i,i55,i5g: 
163,171,  i75,igi,  207:  an,  ai  5, 
a  1  g,  a  3g,  243 : 255, 2  7g ,  2g  1 ,  2g5 , 
3i5:3ig,323,337,  343 


» 


D<gitized  by  Google 


TABIE  IV. 


FOHMULE. 


IOIU 


io5« 


DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 


+  94"' 
-f-  6= 

4-  47** 
-f-  5;' 


3/*  4- 


aja 
a/z 


DIVISEURS   LINÉAIRES  IMPAIRS. 


*F  9^*> 
+  49W 


4-  i,a5, 49, 97, 109:121, i53,i57, 
16g,  193:  2o5,  253,  289,  549,361 
3;2x  4-  17,  29,  53,  65,  77  :  89,  i37, 161 , 
1 85, 197 :  209, 269,  3o5, 353, 365 
572X  4-  35,47,59,71,95:  107,  i3i,i43, 
191 ,  227  :  287, 299,31 1, 335, 35g 
372X  -f-  43,55,79,9i,n5:  127,139,151, 
199,223:  247,259,271,331,367 


7/'  -f-         4-  i4=" 


r  +  m 


588jc  4-  i,9,25^33,49:55,6i,65,75,8i 
85 ,  8g,  g3,  101 ,  io5  : 109,  1 13 , 
121,1 29, 1 53, 1 4 1 , 1 45, 161,1 6g, 
i85:  ig5,  197,205, 22i,235:22Q, 
257,  241,  209,273  :  285,289, 2g3, 
297, 3og:  5i3,  54i,345,353,557: 
36i,577,  585 
588or  4-  7, 1 5, 1 9, 2 3, 3g: 5 1,55, 5g, 63, 67: 
71,85,87,107, 1 1 1 123,1 27,1 5 1, 
i35, 1 3g:  143, 155,171,175,179: 

187,  lC)g,  207,2I  I,2l5.225,  23l, 

235,2*9,  a5i  :  a^3,  271>31  i,3ig, 
55i. -343,347,351,359, 567  :57i, 

c»75,  58a 


xoy* 
3 


54;"  -f-  y* 

i8>»  4-  ioj z 


4-i02;M4o4jr  4-  1,  5,  9,  i3,  17:  2i,25,33,57,  45: 
-f-  22r»f  49>  65,77,81 , 85 :  97,  io5, 117,121, 
4-  6zY  125:  i37,i55,i57,i65,  169: 177,181, 
-f-  i4^j  185,189,  ig3  :  197,201,  221,  325, a33: 
1  245,249,273,281 ,289: 2Q7,3o5,3i3, 
321, 5ag: 557,36i,  373,  58i,385 
4-  5i=»J4o4a:  4-  3,7, 1 1,  i5,27;55,3g,5i, 55,5g: 
4-  118*1  63,67,75,85,91:99,105,111,11g, 
4-  127: 1 35, 1 5g,  145, 147,  i5i  :  163,167, 

+  75"j  I75>l87>I9,:i95>ï99>23l>a43,a55: 
259,265,271 ,275,2g!  :ag5, 5 1 1,3 1 5, 
55i,  555:545, 347,  55i,  365, 375 


y  4-  a/« 

a/"  4-  *f* 

ioj1  4-  iq/a 

5>'  4-  10;  s 

5»*  4-  6>\3 

6>  4-  6,  - 

ZT  -h  »4r* 

i4r'  4-  «4/- 


4-io6za 
-f-  55;' 
4-  i3;' 
4-  rfï 

+  &M 

+  i9='| 
4-  aaa-j 

4-  11 


420X  4-  1  ,  109  ,  121 ,  169 ,  289,  561 
420X  4-  55,  1 15  ,  137  ,  197  ,  a35  ,317 
420X  4-  i3, 


420a;  4-41, 
420X  4-  47, 
4aar  4-  19, 
420.V  4-  43, 
420a'  4"  1 1  > 


7/>>  97  »  ,57  »  3i;»>  397 
89,  101  ,  209,  269,  541 

85,  145  ,  167  ,  227  ,  383 

5|  y  l59>  l$9>  *7*  ,^91 
67,  127  ,  i63  ,  247  ,  4o5 

71»  »79>  19l  f  J*J>  559 


TABLE  V. 


Diviseurs  de  la  formule     -f-  au',  a  étant  un  nombre  de  la  forme  4*4-  5. 


ru  k  m  u  i*b  • 

DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 

DIVISEURS    LINÉAIRES  IMPAIRS. 

e  4-  5u» 

y  4-  7*  4-  «' 

Or  4-  I 

<•  4"  JU* 

r  +  7s4 

i4x  4-  1,9,  11 

e  4- 

y  4-  jz  4-  3z- 

aax  4-  1,  5,  5,g,  i5 

£»  -H  i5«* 

r*  4-  i5z» 
5^4-  &• 

3ojc  4-  1  ,  19 
5or  4-  17,  a3 

<•  -f-  igw' 

f  4-  ^  -f-  5z« 

36\r  4-.  1 ,  5,  7  ,  9,  11  :  17  ,  a3,  a5,  35 

«•  -J-  a3u» 

7*  4-  a3z'       ï  46x  4-  1 ,  5,9,  i5,  a5  :  37,  29,  3i  ,35, 
5r*  H"  y  -f-  8a*    /              5g  :  41 

«•  -f-  3iu' 

^â  4-  5iz* 

sy  +  4r»  +  7a* 

1  6ax  4-  i,5,  7,9, 19  :  a5,  33,  55,39, 
/  41:45,47,49,51,59 

t*  4-  35a* 

4-  P  + 
&*  4-  ^  +  5a« 

70X  4-  1 ,  9  »  11  >  *è>  *9>  Si 
7ox  4-  5,  i5,  17,  27,  33,47 

f  -f-  30/** 

S}-*  4-  i3z» 
5;-'  4-  ajz  4-  8a* 

}  78x  4-  i,a5,43,  49,55,61 
78x  4-  5,  11  ,41,47,59,  71 

i»  4-  43«* 

y  4-  /î+ 

86r  4-  1,9,1 1,i5,i5.i7,ai,a5,a5,5i: 35, 
4>,47»49»55:57»59>67»79»81 :83 

<*  4-  47u* 

r  4-  472' 

3/  +  2/î  +  16a' 
7/  +  ^+  8z* 

|  94*4-  1,5,7,9,17:21,35,27,37,49: 
)  5i,53,55.59,6i:63,65,7i,75, 
j  79:81,83,89 

<•  -f-  5i«» 

T*  4-  ra  4-  i5z* 
T  +  3/2  +  5a' 

ioax  4-  1,  i3,  19,  35,  43  :  40,  55 ,  67 
loax  4-  5,  11,  a5,  29,  41  :  65,  71  ,  95 

<•  -f-  55a» 

; 

•/*  4-  55z» 
oy  4-  na* 
77*  4-  a/z  4-  8a» 

Inox  4-  1  ,  9,  Si ,  49,  59:69,  71  ,  81, 

nox  4-  7,i5,  17,43,57:65,75,83, 
87,  107 

r  4-  59a* 

■ 

1 

7*  4-  jz  4-  i5z' 
3T1  4-  72  4-  5z» 

îiiar  4-  1,5,5,7,9:15,17,19,21,35:37, 
/  39,55,4i,45:49,5i,55,57,63: 

1  7,»75>79j8i>85:87»95*,o5»107| 

Digitized  by  GoogI 


TABLE  V. 


FORMULE. 

DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 

DIVISEURS   LINÉAIRES  IMPAIRS. 

t*  +  67U* 

y  +  i*  h-  17^ 

i34>r  4-  1,9,15,17,19:31,33,35,39,35, 
35,  37,  59,47,49.  55,59,65,71, 
73:  77,81,83,89,91  :93,io3, 

107,  131,135:  137,  I  39,  1  5 1 

• 

7  4-  i7s>       )*4«*  +  1, 3,5,9,  i5r  19,  a5,  37,39,  37: 
+  2->"3       24s'  (  43,45,49,57,73:75,77,79,8i, 
m*  4-  a/z  4-  8z*  >  83:87,89,91,95,101:103,107, 
5r*  4-  tyz  4"  '5-*  \            109,111,119:  i3i, i35,i39,i3i, 

1  i35 

7*  4-  792* 
$y*  4-  3/z  4-  i6z* 
1  ij'  4-  6/s  4-  8z' 

i  i58x  4-  1*  5.  0. 11.  i5: 10.31.  25. a5. 5i  • 
\            45, 49, 5 1 , 55,  65  : 67,  75, 8 1 , 83, 
j  87:89,95,97,99,101:105,111, 
115,117,119: 121, 123,125,129, 
i3i  :  i4«,  i43,i5i,  i55 

<*  83a* 

7*  4-  7-4-  a»-1 
3}-.  4.  jZ  4-  7Z1 

|i66x  4-  1,  3,  7,0,  m  :  17,21,35,35,37: 
f             sa,  3i , 55, 57. 4i  :  An. 5i . 5o  61. 

65:65, 69,75,77, 81 :87, 95,95, 

99,109:111,  il 3,  119,  131,133: 

137,  i5i,  147,  i5i,  i53  :  161 

/'  4-  87a* 

7*  4-  87z» 
77*  4-  4r-  H-  i5? 

37*  4-  39s' 
1 17*  4-  37  s  4-  8s' 

1174a:  4-  1,7,13,25,49:67,91,105,  10g, 
1               1 1 5  :  121,  iSg,  i5i:  169 
li74a;  4-  ",ï7,4',47,77:89,95,ioi,n5, 
1             119: i3i,i57, i45,i55 

t%  4-  gi«* 

7    4-  JZ  4-  aàz 
57'  4-  3jz  4-  5z» 

183x4-  1,9,25,25,29:43,51,55,79, 
8l  :  g5,  107,  1 15,  121,  127  :  l55, 
i65, 179 

182*  4-5,7,  19,  3i  ,  35  :  41  ,  45,47  , 
5o,  75:83,89,97,in,i25:  145, 
167,171 

e  4-  95^' 

7'  4-  95s* 
57*4-  »9s* 
97»  4-  4r=  + 

37*  4-  3/Z  4-  33Z* 

i37*  4-  6rz  4-  8z* 

1 

11904:  4-  1,9,11,59,49:61,81,99,101, 
\  111:119,121,151,159,149:159, 
1  161,169 

iigox  4-  5,i5,27,55,37:55,67,97,io5, 
1  107:113,117,127,143,147:167, 
i73,  i83 

4-io3a* 

y*  4-  1  o5z* 
i3j*  4-  37s  4-  82* 

77*  -f-  67=  4- 

2o6x  4-  1,7,9,  i3,i5:i7, 19,23,25,29: 
33, 4»,  49»  55, 59  :  61,63,79,81, 
83:91,93,97,105,107: 111,117, 
119,  i3i,  139: i3i,i35,  i55,i57, 
139:141,149,153,  i55,  i5g:  161, 
i63, 167, 169,171 : 175,179,185, 
195, 201 : 2o3 

Digitized  by  Google 


TABLE  y  I. 


Diviseurs  de  la  formule  t%  ■+■  aau* ,  a  étant  un  nombre  de  la  forme  4«-f- 

ni  i  m  m 

DIVISEURS    LIKEAIRES  IMPAIRS. 


FORMULE. 


«»  4-  au» 


- 

DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 


i»  -f-  1©U» 


—  rT** 

f»  4-  36V 


! 


7*  4-  3Z» 


ar'-H  5z» 


8x  +  i,3 





4ox  4-  1,  9,  11 ,  19 
4ar  4-  7,  i5,  35,  37 

-  ■■■  1 





y  4-  aôz»         1  io4r  4-  1 ,  3,  9,  17,  a5  :  27,  35,45, 
5r*  4-  4/2  4-  ios»  /  51,75,81 

ar'  4-  i5z»  )io4x  4-  5,  7,  i5,  ai,  3i  :  37,  45,  47,  63, 
6^»  4-  4r*  +  5s'  /  71   85, 93  | 


y*  4-  5a**  îi36or  4-  1  ,  9  ,  19,  a5,  33  :  55,  45,  49, 
aj»4-i7^         /  59,67  :  81,  83,89,  u5,  lai  : 

ia5  , 
i56x  -f-  5,  7,  a5,  a9,  3i  :  57  ,  39  ,  45,1 
61,  63  :  71,  79,  95,  109,  ia5  :| 
i35 


fy*  H-  8/«  4-  io*4 


e  4-  43W 


.-  •  •  V 


»•  4-  42s» 

3/*  4-  i4z* 
a/»  4-  aïs» 


i68jc  4- 
i6fitr  4- 
i68x  4- 
i68x  -f" 


1 ,  a5 ,  43 ,  67 ,  1  a  1 ,  i65 
17,  41 ,  59,  83,  89,  i3i 
i3,  5i ,  55,  61 ,  10B,  157 
a5,  ag,  55,  71,  95,  1^9 


t*  4-  58u» 


j*4-  58f 


; 


e  +  66u- 


1  : 


*t  4-  66z» 
3^»  4-  aa2* 
a>4-  53b» 
6>»4-  u*» 
5/'  4-  47*  + 

ip/»  4-  4yz  4-  7»* 


a3ar  4- 


a3ax  4- 


 r 


1 , 9,  a5,  33,  35 :  49,  5i,5j,  59J 
65:67,81,83,91,  107  :  n5,  iai, 
135,139,159: 161,  1^9,179,  187, 
309  :  aïo, aa5, 337 
i5,  31,31,37,59:47,55,61,69,1 
77:  79,85,95,  101  ,  no  :  137, 
i33,  i35,  i45,  i5j  :  159,  189, 
191,  ao5,ai5  :  ai5,  a  31,3  g 


a64x  4- 
a64x  -f- 


1,  a5,  49»  fy»  91  :  97,  11 5,  i65, 
169,  a35 


)a64x4-  i7,55,4t^65,85:io7,i5i,T6rr, 


364*  4- 

264.1"  4^ 

I 


5,  a3,47,55,  71:  ïi9,ia5, 191, 

331  ,  345 

7»  ,3>6l>  79>fi5:  109,137,  i5i, 
175, 305 


Digitized  by  Google 


I  TABLE  VI. 


FORMULE. 

DIVISEURS 
Q  U  A  l)  R  A  TIQUIS. 

• 

DIVISEURS    LINEAIRES  I 

MPAIRS. 

<»  4-  74"* 

■+■  74*' 

5r*    4r*  -f-  *6z* 

■ 

6jr*  +  tyz+  l3*V 
■  i  »     >"  ■  t. 

1 296X  -f-  1 ,  3,  g,  1 1 ,  s5,  37  :  35,4i,  49, 65, 

>  07:75,75,8l,83,99:I07,ll5, 

J.            131,133,  i37: 159,145,147,  i55, 
169.195,301,311,319,325:  a33, 
343,349,375,389 

43960:  -f-  5, 13,15,33,29: 5  i,59,45,55,6i: 

V           Gq>  79»  87>  93*  ^  : 1  <>9, 1 1 7» 1 1 9» 
[             is5,i 55:  i35,i45, i65,l67,i85: 

191 ,  199,  3o5,  307,  337  :  259, 

245,  253,  361,  277  :  270^  s 

i  .  ■ 

■ 

■  .  ' 

| 

»  i,  •  « 

*•  * 

7S  +  8/*  +  i**" 

..:*'*.*.■:.   . .  - 

* 

i        :            f  .•••«  I" 

■    .  :  .        i  ;  .  -  - 

il          .        •       •     :  »  ; 

 .  • 

— .m*.  !    ■     1      i  '   j  

>5a8x  -h  »,  9»      55,43  ;  49»  5i,  57, 5g, 
|             75:  8i  ,  83,  91,  io5,  107  :  n5, 
1 15, 131, i3i, i3g:  i55,io3, 16g, 
i»d  ,  107  :  ig5,  30 1  ,  305,  3og, 
225:241,251,267,285,28g: 
,  391,397,505,507,535 

5380:  -f-  7, 1 5,  i5,  ag,  47  :  53, 55, 65, 6g, 

"j   71  :  79»  85>  95»  95» ,ÛI  J  *°9> 
1 1 1, 1 17,  _i55, 149:  i$i,  157,167, 

175,  181  :  l85,  1QI,  IQQ,  33Q, 
33 i  :  339,  353,  361 ,  3o3,  39*  : 
3oi ,  5og,  5n  ,  517  .  3s5 

.' ..  .- 
•  ; 

\ltZi  ,  '  i  i 
:  1  <  «•  • 

.  !   '    ■           »  »  1 

r  1 

,  ;l+  iq6z*  \ 

■  •■  .        f  r  .*.  ;,'.!.«•  • 

t1    i1    •  '  «'  T  :  1,1 

l  .i      :    t'.i          ,-i  i 
r  (~  i.'  .<<»„•  ,-oi.  :  (.■I  r 

aaj*  Ht  4r*  -rh  'fis* 

•    .:  *.  .:  :   t)|  .Tri 

"  •  ;  i  :  i  !    '      ,1     .-.     1 1  •  > 

:  .  i«îs  :  j;  :«• 
)t  :  T  •  .  -t»  .."<"    ;i.trc  • 
■  , 

-    '             -.•■•.')      •  j         • .     .  - 
\À^x  -f-  1, 9,1^  17,2$:  43,49,57,5g,8i: 

f          I  89, 9 1, 07, 99,105,;  j 07,  ii 3, 11 5, 
131, 135:  i5i, i53,i55, 163,169: 
|~  '     •  «  .^^O^01»*05»*11  :aig,235, 

^^Èojjê?^^yl\'j>ilSS\  36i  ^ 
577,387,395,409:411,417 

ajor  H-  5, 2 1 ,a&>  5^,  5g  :  45, S^fit^  7^,79 . 
85,87,101,103,109:1)11,135,137, 
f.    oJ    1  iSS,^1--^1,*^»1^»^,  181  : 
l89,igi,307,3i5,33i:35g,345, 

247  >*53,  a65 : 377, 35(9,  s85, 387 , 

 i  ^=r^ 

Digitized  by  Google 


TABLE  VIL 

Diviseurs  de  la  formule  ^,-f-2lM^,,  a  étant  un  nombre  de  la  formule  4"  4" & 


FORMULE. 


r  4-  6«' 


t*  4-  i4w* 


32u' 


£•  H-  3o/<' 


38m' 


62a' 


DIVISEURS 


(JUAI)1\  ATIQVESi 


6s» 
3c* 


DIVISEURS  LINEAIRES  IMPAIRS. 


34.C  +1,7 
34**  H-  5,  11 


y  ■+•  »4? 
3r*  +  4r-  4-  ^ 


j  56x  H-  1,9,  i5,  a3,  a5,  3g 
56x  4-  5,5,  i3,  19,  37,45 


y  4-  22-* 

y  4-  us» 


5>'4- 

10/»  4- 


3oc* 
i5=' 

3=* 


/*4-  38c1 
5r'  4-  4;  -  H-  i4^ 


88x 
88x 


1,  9,i5,a5, a5 : 3 1 , 47, 49,7 1 ,8 1 
i3, 19,31,29,35:43,51,01,83,85 


i2or  4-  i,5i  ,49,  7q 
1  aoa-  -f-  1 7 ,  a3 ,  47 ,  »  »  * 

I30J  -f  11,39,59,101 

iaox  -j-  13,37,43,  67 


ji5ax  -f-  1,7,9,  17,  a3  :  35,39,47,49, 
-]z%  )  55:63,73,81,87,111,119,131, 

i  i52.t-  4-  3,  i3,  ai,  37,  39  :  37,  51,53,5g, 
i4if  /  67:69,75,91,107,199:117,141, 
147 


f  4-  46^ 
27'  4-  25:1 

5J  *  4-  4r-  4-  ïo« 


ji84r  4-  1,9,  s5,  5i,  39  :  41,  47,  49,  55, 
'  71:73,81,87,95,105:119,121, 


j  %  4-  6az" 
a/"  4-  5ks» 

U%  4-  137*  4-  143' 


127, 


i5i,  167  :  169,  177 

.•43, 4T 
1, 107: 

l49,  1 55,  1 57  :  171,  181 


184X  4-  5, 11,  iq,  31,  37:43,  45,5i,53, 
61  :  67,  83,91,  99,  107  :  109,  1  35, 


a48x  4-  1 ,  7 , 9,  25 ,  33,  39  :  41 ,  47,  4g, 
63  :  71,81,87,95,97  :  io5,  m, 
ii3,iai,  129:  143,159,169,175, 
1 83  :  191 , 193,  335,  a3 1 ,  335 


fy*  4-  tyz  4-  nz'^&r  4-  3, 11,  i3,  31,37  '•  39>  37, 43,  53, 
&*  4-  4r^  4-  232'/  61  :  75, 77,  83,  85,  91  :  99,  1 , 5, 

117,123,139:141 
l89:  '97>2() 


y  4-  70-' 
107»  4-  7: 

5r*  4-  i^' 


280X  4-  1 . 


1  f3, 


TABLE  VIL 


I 


PI  VISEURS 
QUADRATIQUES. 


e  4-  78a* 


y*  -¥  7^ 
6r»+  i3a» 


DIVISEURS  LINÉAIRES  IMPAIRS. 


5ixx  4-  1,35,49,55^79  ;  103,121,137, 

199,  317  :  389,  395 
3i3x  -f-  41,47,71,89,110:137,161,167, 

3i5  ,  339  :  381,  3o5 
3i3x      39,35,53,77,101 : 107,  i3i,i55, 

175,170:351,369 

5l3X  »f-  19,37,67,85,109:115,165,187, 

339,253: 5o  1,507 


y  -f-  86z*       »544x  -f- 

,o/'  -+-  4rz  +  9**> 


y*  4-  432'  ,344* 

5r'  +  4r*  +  i8z«  l 
3>  -H       H-  5o*'  ( 


169,183,185,193,307:  3a5,33i, 
339,355,371 : 373,379,381,389, 
3o5  :  3n,337 

3, 5, 19, 37, 39 : 37, 45, 5 1 , 6 1, 60, 
75,77,85,91,93:  n5,  123,135, 
1  Si,  141,:  i4j,  149,  i55,  i57,  i63: 

171, 170,205,  31 I,  227: 335,357, 

343, 24|,  36 1 :  377, 285, 29 1 ,  3og, 
522  :  33i,  335 


.+-  94«* 


V  4-  47*' 


•  ( 


5r"  ■+■ 
107*  ■+■ 


rz  32Z*  j 
rz  4"  llz*  J 


10: 


J     f-  I03Z* 


576x4-  i,7,9,i7,35:49,55,63,65,7i: 
79,81,89,95,97: 103,111,119, 
•  131,  i43:i45, iÔ3,  i5q,  16g,  it5, 
177,  i83, 191,209, 2 15: 225, 239, 
341 , 247, 249 : 263, 27 1 , 289, 3o3, 
5i9:  335,  337,343,345,353:56i 
376x  ■+•  5, 1 1, 1 3, 19, 29: 35,43,45,67,69: 

77»85>9I>93>99:  *°7>109>ll7> 
i23,i25: 135,159,163,171,179: 

181,187,203,211,219:221,227, 

229,240,361 1375,  393,3oi,3i5, 

3i7:333,535,  339,349,355:373 


4o8x  •+-  1 ,35, 49>  55,  io3:  131,127,145, 

151,169:  317,333,247,271,319:361 
4o8x  -f*  a'»4I t^f7l >9^  :  113,143,167, 

309,315:333,311,339,335,377:401 
fo8x  -f-  55,53,59,77,83:  101,149,  i55, 

1 79, 3o3  :  s5 1 , 393, 34 1 , 565 , 58g  :  595 
o8«c  -f-  57,61,91,109,133:139,163,181, 

31 1 , s55 : 377, a83, 3o 1 , 379, 397 : 4o3 


TABLE  VII. 

Diviseurs  de  la  formule  *'4-3<u**,  a  étant  un  nombre  de  la  formule  4» +  5. 


!  ■ 

FORMULE. 

DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 

DIVISEURS  LINÉAIRES  IMPAIRS. 

**  -f-  6a* 

7*  4-  6z* 
37*  -f-  3z* 

a4x  4-  I  ,  7 
34a:  4-  5,  11 

•  • 

r  -f-  i4f 

•  -  «r*  +    7Z*  ' 

3/'  h-  4rs  -+• 

56\r  4-  1»  Q»  i5,  s3,  35,  3q 
56x  4-  5,5,  i5, 19,  37,45 

f  -j-  aau* 

7*  4-  aas* 
a/*  -j-  us* 

88x4-   i,  9»l5>23,a5: 51,47,^,71,81 
88a:  4-  i5, 19,31, 39,35:43,5i,6i,83,85 

£*  4-  3ou* 

7*  -f-  5os» 
27*  4-  i5z* 
57*  4-  6z* 
107* -f-  3s» 

i30r  4-    i,3i ,49,  70 
1 20JC  4-  1 7 ,  a3 , 47 ,  1 1  * 
i3or  4-  1 1  >  a9,  5g,  101 
i30x  4-  13,37,43,  67  ! 

/*  4-  58u* 

■ 

■ 

7»  -4-  38s* 
6/*  +  4r*  +  72' 

.  •; 

a/*  H-  '93t 

37*  +  4;-  4*  i4** 

|i53x  4-  1,7  ,9,17,33:35,39,47,49, 
J  55:63,73,81,87,111,119,131, 
i37 

1  i5sx  4-  3,  i3,  31,  37,  39  :  37, 51,53,5g, 
r             67: 69, 75, 91, 107, 109: 117,141, 

i47 

• 

...       *      •  * 

• 

7*  4-  46a* 
a7*4-  a53*- 

5r'  H-  4r*  4-  ibz* 

•  »  -    ■.  •  « 

Ji84x  4-  1,9,  35,  3i,  3g  :  41,  47,  49,  55, 
i  71:75,81,87,95,105:119,131, 
137,  i5i,  167  :  169,  177 
i84x  4-  5, 11,10,3 1,37.  43,  45,5i,53, 
61 : 67,83, 91, 99, 107:  109,  135, 

149,155,157:171,181   .  !| 

i  i . 

• 

.  :  •  .  :  •  « 

7*  4-  62:* 
37*4-  3ks* 
77*4*  137*  4-  k4a* 

6>*  4-  '4r»  -H 

5r'  +   4ra  +  aaz* 

I248X  4-  1,7,9,35,33,  39:  41,47,  4gJ| 
[              65:  71,81,87,95,97  :  105,  11  iA\ 
1  Il3,iai,ia9:i43,i59,i69,i75,| 

i85 191,  ig5,  aa5,  a5i,  3*3 
i348x  4-  3,  n,  i3,  31,  27  :  ag,  37,43,  53, 
r            61  :  75, 77, 83, 85,  91  :  99,  1 1 5, 
117,  ia3,  i5g:  141, 147, 179,181, 
18g:  ig7,  ao3, 31 5, 33g, 343 

*  1 

-  .  •         .  i 

■ 

.  .     .  ... 

.  '           '  ' 

\    v  ■  ■  « 

!        irj ... 
- 

r*  «+-  TOi* 
107*  -f  73* 

57*  4-  i4a* 

4^  35  P  ' 

iRclt    1     1    r\           ti  '  to  •  81.  121  -  l5i  (1 

1  xog,  «91  :  a3g,  s4g 
38ox  4-  17, 35.47,  73,87  •  97»  io3,  «43, 1 

i55, 167  :  335,  357  il 
380a:  4-  10, 5g, 61,60,101:  i5i,i3g,  171,1 

181,  3aq:  a5i,36g   1  il 
280a:  4-  57,45,55, 67,  g5:  10(7, 135, 1 63, Il 

10*7    253  "  2D7   2 7 7  t"f 
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TABLE  VI  I. 


■ 

DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 


FORMULE. 


I 


3>'  +  a6z» 
6r*4-  i3a* 


DIVISEURS  LINÉAIRES  IMPAIRS. 


1 


5iax  -f-  1,  a5, 49»55,  79  ••  102,131,137, 

199 ,  317  :  389,  395 
3i3x  -f-  41,47,71,89,119:137,161,167, 

ai5, 339  :  381,  3o5 
3i3x      39,55,53,77,101  :  i07,i5i,i55, 

175,  179  :  soi ,  36g 
5iax -f-  19,37,67,85,109:115,163,187, 

339, a53: Soi, 507 


^»+86z*       |544o:  -f-  1,9,15,17,33:35,31,41,47,49, 

i©r*  +■  4rz  +  9*  "> 

6>*  +  4>z  -f-  i$Vj 


339,355,371  ;  373,379,381,389, 
5o5:  3ii,337 

37*  +43z*  1344*  3,5,19,37,39:37,45,51,61,69, 
5rl  -f  4rz  +         >  75,77»85>9I»95:  i»5,  ia3,ia5, 

3/*  H-  47*  •+*  3ox»  J 


/~»  /  /»  —  '»  »•»  y»*  *  »-^> 
i3i,i4i,:  147, 149,  i55,  i57,  i63: 

171, 179,305,311,337: 335,357, 

343,  a45, 361 :  377, 385, 391,  309, 

333  :  33 1,335 


94"' 


V  +  47*' 

tj>  -f-  4r*  +  i4*' 


5^*  -f-  8rz  -+-  a2^* 


\02U% 


j*+  ioaz» 

6T-f-  »7*' 
a/'  -f- 
S>«4-  54z* 


576a:  -f-  1,7,9, 17,  a5:  49,55, 63, 65,71  : 
79,81,89,95,97:  io3, 111,119, 
i3i, i43: 145, i53,  i5p, 160,175, 
177, 183,191,309,315:335,359, 
a4 1 , 347, 349 : a63, 37 1 , 389, 3o3, 
319:  535,  337,343,345,353:361 
376x  -f-  5,11,13,19,39:35,43,45,67,69: 
77,85,91,93,90:  107,109,117, 
133,135:  133,139,163,171,179: 
l8l, l87,3o3,3I 1,319:  331,337, 

229,  a/f.-),  261  .'375, 3g3,3oi,3i5, 
317 : 333,335,  339,349,355:373 


4o8x  -f-  i,a5, 49,55,  io3:  131,137, i45, 

151,169:  3 17,333,347,271, 3ig :36i 
4o8x  4-  33,41,65,71,95:  113,143,167, 

309,ai5:333,3i  1,339, 535, 577:  Api 
408a:  -f-  35,53,59,77,83:  101,149,  i55j 

1 79, 3o3 : 35 1 , 393, 34 1 , 365 , 38g : 3o5 
4o8jt      37,61,91,109, i33:  i39,i63,i8i, 

3-1 1 ,  355 : 377, 383, 3o  1 , 379, 397 :  4o3 


T  A  fl  L  Ë  V  ÏÎI, 

Contenant  les  diviseurs  quadratiques  trinaircs  de  la  formule  *'  +  «*•,  avec  les 
valeurs  trinau  es  correspondantes  de  c. 


FORMULE. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TH1NAIBES. 

VALEURS 
TRIN  AIRES  DE  r. 

*'+  U* 

r4-  2*= 

I 

^4-  au* 

7«+  2S'= 

p+  5/t» 

l+I  +  I 

r+  5«* 

4+i 

/  M-  & 

a;-*+9.>---h  5c*=  (  r+  »)H^-H»' 

4+4+» 

t  -  _ ;   i  A//* 

(■  "  J     1  U(t 

jr+io:3=  jr'+^+i^ 

9"H 

<  —f—  I  lu 

V  +2T=H-             (  ^+2r)*+(  J'— >)•+*■ 

94-4 

9-H-f-ï 

7»+ 17=»=  j^-f-i6a»H-«» 
2>  +3/;+  y-=  O  4-^j  4"( ar)*+s' 

i6+, 

94-44-4 

V  T  9-  —  (  ^H-2-/"K  J— 2z)*H-z* 

lD+l  +  i 

/'-H  g//' 

94-9+1 

/■+2i/<s 

v           l(  .H-*=;  4-4r  4- 

,6+4+1 
,6+4+1 

—   ' 

94-9+4 

y           —    y  -j-iOv  +g: 

!t>+9 

r'+aô;*» 

3r'+2,=+  9:.^=  (  .,-+:;)•+(  J-_„).+(>r+as;. 

25+1 

»  6+9+1 

25+1  +  , 

**+29f<' 

^+aq-=  r*+a5=,+<fc' 
^A+a^s-f-  6;*=  (jr_r)'+(2;+;0'+42» 

25+4 
,64^+4 
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TABLE    V  I  ï  t. 


FORMULE. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRINAIRES. 

VALEURS 
TRIXAIRES  DS  C. 

*»4-5oas 

25-h  4+1 
a5+  4-+-1 

164-164-1 
a5+  4+4 

35+  9 
164-  9+9 

25-f-  9-+-1 

36-f-  ï 

56-f-  i-f-i 
35-|.  0H-4 

_  —  

/•-Mm* 

/»4-4iz*=  r'+aSz'4^i6z* 
aj'+aj  r-haiz^  (  j+az)»4-(  7— 

y  i  4r»+  9**=  (»r+*0*-K  j-^m)*+  »• 

354-16 
1 6-+-1 6— f- 9 
504-  4+, 

254-164-1 
35-f-i6-fi 

3,'4-2/;+aaz*=  (  J+3z)'-Kj— az)*+9a* 

254-  0-4-0 

254_,64_4 
r54_,G4-4 

/*4-46«» 

 ' — i  

5G4-  04-1 

364-  94-4 

*m4-5oi/' 

j'4-Soz^  r»-Hfo='+5* 
6r'+4r*+  9-*=  (/+«)'+(  J— 33)*+ 

49+  ? 
354-164-9 

354-a54-i 
49+  »+» 

t  * J- JJft 

^•4-53-*=  r.-f-4gS'-Ks" 
fyM-ajs-f.  92*=  (  7— az)'+(  7—  *)H<V+**)- 

49+4' 
364-164-1 

*M-54«' 

ay-f-à7a*3s  (  j4-  . 
5r*+ys+t  iz*=  (a/—  z)*4-{  /-j-5z)M-  *• 

254_a54-4 
46+  4+» 

TABLE  VIII. 


FORMULE. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRI  N  AIRES. 

• 

VALEURS 
TRINAIRES  DE  C 

ar  -f-ajz-f-agz        J+53y_j_£  ^a^.+rôz* 

49+  4+  4 

a5-f-i6-Hi6 

49+9 

ar,+a/z+3oz,=  (  ,r+azr+(  y — z)'+a5z* 
ô^-f-arî+ioz'ss  (7-f-3z)*-Ha7— z)H-  J* 

a5+a5-f-  g 
49+  9+  « 

<»+6ltt« 

r'-j-oiz's  r'+Soz'+aSz* 

■F/*    .  mm 

364-a5 
36+i6+  9 

/•-f-6a«* 

V+a/z+aizVs  (  7— azV-K  /-r-^-K  «)" 

VH^H-»^  (7+  ^•K^^-KîH' 

36+a5+  x 
49+  9+  4 

<»+65a« 

jH^M-  z' 

64+  1 
4q+i6 
56-f-a5+  4 
56+.a5+  4 

**+66V 

fy*+i  iz'ss 

C  .r+40*+(  y— 4*)*+  z* 

(  j+azV+(  y — azV+aSz1 
(ar-f-  zV+?  7— SzV-K 
(ar—  z)*-K  j4-3z)*-K7— z)* 

644-  1+  1 
a5+a5+i6 
49+i6+  1 
494-i^t-  i 

49+9+9 

64+  4+  1 
49+16+  4 

• 

mm  ^  m 

36+a5-f-  9 
36+a5+  9 

■  f  ' 

j'-f-73z*=  r»H-64z-|-9z» 
ar»+3rz-f-37z*=  f  7+  z)*+r'+36z» 

64+  9 
36-f-56+  1 

/•+74«* 

j*-f-74z*=  rM-492*-f-a5z* 
îr+a/sH-aSz^  (7— 3zV+r*+(  ^-Wz)4 
9/»-f-8>=4-ioz*=  (a/-f-3z)i-Kar—  z)'+r» 

49+a5 
49+»6+  9 
64+  9+  1 

49+a5+  1 
49+aÔ-f-  1 
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TABLE  VIII. 


II  FORMULE. 

iu  vifiïns  fi  niT  inn  ÂTiAirvfi  triv  iinvs 

Ul  Y19&UK9    ^lADHA  I  KM    t,,S     i  IV  i  W  AI  II  AB* 

VALEURS  1 
TRINJURES  DE  c  l 

36+354-16 

64+  9+  4 

(  J-4s)+(  .7+5z)»+(  j+z)- 

49+35+  4 
49+35+  4 

<*+8i«' 

57+4^3+1 7Z*= 

î  7+4*)+(  7-3z)+i6a» 

(37+  z)+r+i6z* 

49-1-16+16 
64+16+  1 

^+83z*=  7+81S+Z* 

3^+4^*=  (/-H*)^ 

81+  1 
64+  9+  9 

I  f+83u* 

sr +37^5+4  2Z*= 
é^+arz+^-s: 

f  jr+5zY+(j— 4*)'+*' 
(3/+  z>+(  J+az)«-K/-3z)» 

81+  1+  t 
49+35+  9 

|  <*+85a' 

j+85z^=[ 

• 

/•+8i*'+  4^' 

81 -4-  A 
49+56 

j  <'+86«» 

5>+4rz+i8z-= 

^+3zV-K7— 3z)+35z» 
J-h3z)»-K  J+azr-H/— 4*)" 

;2/—  z)+(7-+-4z)+a» 

36+35+35  1 
49+36+  1 
81-f-  AA-  x 

r+S^ 

5r+3jz+i8z*= 
97-*+3^z+ioz*=  1 

r*-|-64z'4-25z' 

;/4-&)4<7— 4*H-  4*' 

37+  «)'-K7—  z)+i6z' 

Br-  z>-K  4r' 

 _ 

64+35 

8 1  -4-  A-4-  A  1 

64+16+  9  ; 

/}9+36+  4 

/•+90«* 

64+35+  1 
49+s5+i  6 

81+  9+  1 
81+  9+  1  | 

64+35+4  j 
64+35+  4  ; 

*»+94tt* 

lôpM-ojrs+iiJrts 

(a/-  zV-K  7+3zV+9z' 
(5>+  a)M-(  /4- 

49+36+9  i 
81+  9+  4 

I  *M-97*** 

L 

J+97*  — 
a/*+ 37-3+498*= 

r+8iz+i6z* 
U+3z)--K  7-2z)-+5&' 

81+16 
36+36+35 
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TÀBLË  Vtlt 


FORMULE 


98*' 


k+99** 


If+iaiu* 


D1VI9EBR8         ADB  ATI-QUE5  TRIN  AIRES. 


VALEURS 
TRIKAIRES  DE ( 


3r*+  arz+33z>=  (  ,r+4*)'+(  4s)*-H  *)• 
6>*+ 4/H-17*  —  r+(*T—  «>K  7+4*5' 


a^+  %rH-5o,^^^)^.+25z. 


5r+ 
6>»+ 

g/*+ 


j^+ioa/** 



*'+106*' 


i'  - 


<*+»  i  ou* 


f+n3u' 


64+*5+  9 
3i+i6+  i 


49+49+  i 
49+a5+a 


«x>+  » 
81+16+  4 
64+36+ 
49+36+  iC 


107-4-  4rz4-n^i=  (  j—  *)*+(3r+  *)'+9*' 


ioo+  i 
49+494-  4 


64+a5+i6 
6.H-254-16 
100+  4+  * 
100-f-  44-  » 


8i+a5 
81+16+ 


6j*+  4^+195* 


(3r+  *)'+(  J-3zy+z' 
(3>—  sV+(  j+SzV+z' 

{*r+5zV+(  .r-ssv+f  7_ 


100+  9+  1 
100+  9+  1 

av  8i+«5+  À 
>7+  W/^j'-Hr52)'  49+36+25 


^••+n3z*=:  r'+64s»+49s* 
ajM-  ?rt+57<4=  (j+5z)M-(  j_4zV+i6z' 
9TH-  4r*-H3s*=  (a/— az)+(ay+3z)+- 


IOO+  Q 

64+36+ 


64+40 
81+16+16 
100+  9+  4 


r+t*4* 


49+49+' 6 
64+a5+a5 

64+49+  > 
64+49+  * 


8,+a5+ 
8i+a5+ 
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TABLE  VII* 

FORMULE. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRIKAIRES. 

VALEURS 

1 

TRINA1RESDE  cil 

/'-H  17*» 

■Lu.  r>v--i-,^— ((37+5=)°+(37-^)+(  7+  0* 

IOO+l6+  1 
64+49+4 

f— 1  i8n* 

2^+59:*=  (  j+5z)+(  j— 5z)+ty- 
iyr»+i<y-z+i3s'=  (  /rfca^Hï  7+5~)+97* 

I00+  9 

8i+36+  1 

f+i2t«a 

2/*+  2rz+6.z'=  tZ+éy+C  7~ 5s)"+5Gz' 

ior'+  ÇïH-i5^=  (  j-+-3=)H-9r-K;' 

49+36+56 
81+36+  4 



v*«4—  1  0  o»t—     1  -'  1  1  *>  1 2* 

ÇrM-              6— 4*)'-K  7+5s)*+r* 

II 

131+  1 

81+25+16 
64+49+  9 

49+49+a5^ 

131  +  1+  I 

>■».  1 ,.  1  o  •*>-*        >-*_l—  i  a  1  z'-\-Azl 

J     1^  1  ■*  «*■               /     1   *  ■»  *  *    k  T 

6>»+                   (                J+  zV-Kaj— 
9j»+  3/z+i4z-=          zy-j-(y—2zy+(  j+3;)' 

121-f-  4 
ioo+*6+  <y 
64+36+2  5 

/»+i36«* 

^+26— R  j+by-H>r+^y+* 

121-f-  4+  1 
100+35+  1 

1 

5>«+  aj^aCz^l^^^^^^^je^ 

64+64+  1 
i3i+  4+  4 

100+35+  4 

64+49+!6t 

/»+i  W 

121+  Q 

8«+49 

f»+i3ia' 

-r              —  (  J-r-3")  -r\  .7 — -r^J- 
6,-.+  3r3+22z1=  (2r-|-3i)*+(/— 3c),-Kv;-— az)1 

107"+  6>z-H4^=  (3>+2z)»-K  J— 3z)'+  2* 

8 1  — i—  i  ri-J—  ^  '*ï 

8.+49+  ■ 
131+  9+  1 

*«+i33*' 

8i+36+*6 
8i+36+i6 



3/+67z'=  (                7— 5=)*-M9*' 
,  3,"+  3/z-r-45z,=  Ç7+a*)'+(7— 52)'-K  7+4=)' 
5r'+  3;-z-f-27s*=  (7—  zz-K^-f- 
mjM- 6>z+i3z'=  (3>+3z>+(  j—  3z)+  jr» 

49+49+36 
81+49+  4 

10O+30+  9 

131+  9+  4 
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T  A  BLE  V  I  I t 


FORMULE. 


- 


f+i46a' 


DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRIN  AIRES. 


7»-f  i57s«—  r»+iaiz'-fi6^ 
a/'-f-  ap+69Vfe3  Lr+azV+(/—  z)'-H>4s» 


a/'+  3jz-f-7oz«=  (  r+6z)HO—5;:V4-9z* 
io/»+  a/z+i4z«=:  (3j+  z/+(  /— 3s)'+9s' 


VALEURS 
TRI  H  I  ARES  DE  « 


iai+16 
64+64+  9 
ioo+36+  i 


64-L.404.a5 
1214-164-  1 


ïa,4_  g4-  9 
81+49+ 


121+16+ 
ioo+a5+i< 


8i+36+a£ 


i44+  1 
8x4-64 
ioo+36+  g| 
ioo+56+  91 


y-{-i46z^=  r«4-iai214-a5z* 
a/H-  75-*=  f 7-f-6sV-K  7-6z)'-f-z' 

°>  S-  4/z+25z"=  r'4-(ar+52>4-(  r—4z> 
Q/-4-  8>z+,8z'=  (V4-  4'-Ky-  #+0+4*)' 


<*+i5ou' 


iar+a5 
1444-  14-  il 

814-644-  i| 
iai4-i64- 

81+49+ii 


iai-f-a54-  1 
iai-i-254- 


100+49 
144+  4+  1 

64+49+36 

814-64+  4 


i3i+a5+  4 
100+49+  1 


64-f-64+a5 
xai+i6+i6 
100+49+  4 
100+49+  4 


Digitized  by 'Google 


\ 


TABLE  VIII. 


!|formule. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRIPTAI  RES. 

VALEURS 
TRINAIRES  DE  c 

*'+i54«* 

144-h  9+  1 
81+64+  9 

<*+i55u» 

*  . 

iai+a5+  g 
81+49+35 

«4+i57tt' 

^"M-i57z"=  7'+i3iz'+36z* 
.SjM-iqrH-i^'^  (3^^)*+^— az)'+s» 

1  a  i+36 

«44+  9+  4 

-«  

3r*+  3rz+53z'=  (  r— 4z)*+{  .T+^sV+C  7'—-)' 
fy-uf  4rz+a7z*=  \*y—  z)'+(  J+5*)'+(  7— *)* 

100+49+  0 

!  21+36+  I 

f^ieia* 

fftV.  .  fivz  ,  .„._/  r*+(3;+z)»+i6z' 

IOO+36+35 
81+64+16 
144+16+  1 
iai-j-36+  4 

*»+l63U* 

64+49+49 
iai+a5+i6 

*V+i63u* 

af-f  3724-822»=  7'+(  j+  z)*+8lz« 

81+81+  1 

**+io5it' 

((  jM-5z)*+(  j-azV+^r* 
i!  .  .   c                x  r+5zV+(  y — 4zV+r3r+az> 

6r+  ^-^^ra^çn^s 

U  7+4*)'+(  74-3z)*-K?r^-»^ 

160+49+16 
100+^9+16 
100+64+  1 
100+64+  1 

ar*+83z»=  (  ^+  *)•+(  ^—  z^+8iz* 

5r«+  4rz+54z*=  fo+SzY+(j--4zr+  g** 

i3j'+  ojz+i^^  (S^-l-aaJ'-f-Car—  92* 

81+81+  4 
1  a  i+36+  g 
81+49+56 

£'+■169*** 

7*-|-i69z'=  r*-f-i44z*-j-35z* 
107»+  3rz+i7z*=  (j+  2)»+9r»+i6s' 

1 44-4-a5 
144+16+  9 

**-+* 7°"* 

7--T-170-  — |  7,+iai3.+49Z. 
^       y       ^  l(a;- —  z)Hw-h3~)H-(  J— Sa)* 

169+ti 
131+49 
i44+a5+  1 
8i+o4+35 

*        •    *  • 

131+35+25 
»69+I+  I 
1 3 1+49+  *• 
13  «+49+  1 
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TA  BLE  VIII. 


FORMULE. 

DIVISEURS   QUADRATIQUES  T1UNAIRE5. 

VALEURS 
TRINA  IRES  DE  C. 

I  Sv'  1  /il—.  1    1  /-?          /g»    ■  „       l  /  l   7..   /_» 

1694-4 

144+254-  4 
100-4-64+  9 

w  O  t     1     Art    1     ■  fi 

131              (    1 0 

»    -r4-;  -ri  3J — a*.;  -t4  ^T^a*,</ 

1214-494-  4 

ioi_l_/n_l_  / 
12I-t-49-f-  4 

ioo-f-49+a5 
1694-  4+  1 

/•4-I77"* 

A  / .  j  A  /  t  /  ^ 

1694-  44-  4 

i  / 

^•4-1782-=  ^lôgzH^' 
1  ir'+6r-4-i7;-=  9?«-K  j4-4-)'4<  7—  z)» 

1694-  9 

,S  1 -4_,S  1 -4- 1  fi 

V  J     1    V  1     I     1  V.» 

l444-a54-  9 

2^+2^34-9°*  —  (  .r+5*)"H-(  /— 4ï)'+49=' 

lO/M-arH-iasfea  (3>—  r)'4-(  j4-4s)»-|-z* 

ÔI+49+49 

1214-49+  9 
«694-  9+  1 

1004-81 
M44-36-4-  1. 
8  i4-64-f_36 

1694-  9+  4 
1694-  94-  4 
1 004-8 1 4-  1 
i3i-f-564-a5 

1694-16 
1314-64 
ioo-f-814-  4 
ioo-f-494-  36 

«•-HSGw» 

1214-494-16 
1214-404-16 
1694-164-  1 

1314-64+  1 
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TABLE  VIII. 


FORMULE. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRIJI  AIRES. 

VALE0RS 

• 

TRINAIRES  DEC 

8l-r-8l-+-25 

9+  9 

ra^4-3zV-K  7— 5z)M-  4«" 
>^4-2zV-H  3z)'-t-25z* 

(  ^-3z)--K3>H-az)»+(a/-i-a2)» 



169+,6-h  4 

IOO-f-64-r-25 

121+64+  4 
121+64+  4 

i  ■ 

100+81+  9 
100+81+  9 

*'-H93"' 

^•+1932*=  r*-f-i44s*-f-49z* 

'444-49. 
12 1+36+36 

/■-H  94"' 

.rM-i94*  — 
a/H-  972 — 

Ç^*H-4rH-  222»= 

rH-i692S-252* 
f 7+6=)'-K  y— 62)M-25z' 

1694-25 
1 44-4-25-4-2  5 
121+64+  9 
81+64+49 

>44-Hô+  1 
169+16+  9 

i4r*H-3rH-  ifc—j 

çj+izy-Hv--  3-)'-K  7+  z)' 

(3;-— 22/-f-(2r-f-3z)'H-(  j+  2> 
(3rH-2zV-f-(2r—  z)'+(  ^—32)» 
{*J—  s)*+(3;H-3z)»-f-(  ^_ as)' 

169-4-254-  1 
169+25+  1 

121+49-4-25 

121+49+25 

■ 

6r*+2>2-h  33z»=  C7_5^»4-(74-22V-KarH-az)» 
9/'+a/*+  202*=  (y-Hzy-K^--  32)'-K  7+3s)* 

196+  1 

'444-49+  4 
ioo-f-8i-f-i6 

tM-198^ 

• 

196+  14-  , 
100+49+49 

<*-f-aoiu* 

2/'-f»a^z-f- 1 0 1 2*= 

fr47*)'-K7-W-H6z' 
(2j— 22}*-R  j+6s)'-f-  *' 

100+100+1 

,60+16+16 
1964-4+  I 

121+64+16 

TABLE  VIIL 


1  FORMULE. 

DIVISEURS  QUADRATIQUES  TRIÏTAïRSS.  1 

VALEURS 
TRIN  Ain  ES  DE  c 

t 

£•+303*** 

/;+aoas*=  r'-f-iaix'-f-Ôiz» 
i^jr  -t-iaj^-f-iy^  _  (  ^+4zj  +(a/+  r/+9/» 

iai-f-81 

9 

1 1  * 

1694-35+  9 
,21+8,+  1 

**+3o5«' 

,69+36 

,44+36+35 
,44+56+25 

3;  *-+-  3/zH-6gz»= 
V+  4/z+4az»= 
6>+  ^+35-*= 

i  y  H" 1  °J~-f-a 1  s*= 

(  J~V)*+ 
(v—  &■+ 

(a>+3z)"+ 
(5>+3z)+ 

(5r-f-  »)H 

■(7— 3zVH-(^-f-7z)« 

t^+fcr+afc' 

{  7H-/)*-f-(  7-5z)- 

T  O                 T_l_     /  I 

*  -* 4  1  -J 1       4 II 

,00+81+25  1 
,69+36+  , 
196+  9+  1 
,31+49+361 

]  r+aogu' 

a;"+ajz+i  o5z*= 
ioj'+  a/z+3iz*= 

(  r+5z>-Hj— 64z* 

(57+  2>-K  J— 3zV+  ,6z» 

gN-  «)'-Ka/+  2)*+  i6z* 

(3r—  z)*+(2r+4z)«+  z* 

1 00+100+9 

fl  i-X-f>/,-LÀ/. 
,69+36+  4 

*44-f-49-H6 
144+64+  , 

*9<H-  94-  4 

)  7+5zV+t^3zV+(3>-- zV 

,69+35+16 
169+35+16 

,31+64+25 

1  a  1+64+25 

**+ai  ia* 

3^+3^+1063*=  [/+^'+{;-  3zV+8,z» 
»<>rM-  6rz-f-33z*=  (3>+2z)-+(  /— 3z)+-  gz» 

8,+8,+49 
,2,+8i+  9 

USr+^'-Ka^— az)*-f<  /+3z)' 

,96+16+  1 
ioo+64-i-49 

f+a^* 
etc. 

•  etc. 

e,c.  jj 
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TABLE  IX. 

.  Valeurs  du  produit  g  •  5  •  ^  ■  77  " 


5 
5 

7 
1 1 

i5o 


>7 
'9 

33 

3i 


0.666667 
0.533333 
O.457143 
o.4i5584 
5856i6 
o.36io5i 
0.34204^ 
337176 
o.5i58g4 
305704 


57 

4> 
43 

4? 

53 

? 
67 
7» 
73 


89 

97 
101 

io3 

107 

tS7 


PRODUIT 


0.29744a 

o . ago 1 87 
0.283439 
0.277408 

0.272174 
0.267561 
0.263175 
259347 
255595 
0.253094 


Où 


99° 


79  0.248903 
830.245904 
0.243141 
0.240635 

0.238252 

23595g 

0.255734 

o. 331590 
0.229540 
0.227733 


o. 
o. 


— 


i3i  o.2a5g94 
1 37  0.224345 

390.222731 

490.22123C 

5i  0.210771 

5^0.218371 

63  o.  21 703 1 

67  o. 215732 

73]o.  214485 

790.213286  419I0. 

'  "  1 


181 

l9* 
193 

l97 
1 

211 

223 
227 
22 
23 

25gj 
24 1 

25 1 

257 
262 
269 

.271 

ce 

>a85o 


293 
■307 
3n 
3i3 
'3,7 
33i 
337 

347 
34 

35 


559  o . 


567 
373 
3790. 
383  o 
38go 
3970. 
401  o. 
4090. 


PRODUIT. 


0.2I2I08 
O.31O998 
0.3 

O.2088 
307789 

o. 206804 

0.205877 

o . 204970 
o. 204075 
o.soSigg 


0.202349 
0.201 509 
0.200707 
0.199936 
o. 199165 
0.198435 
0.197693 
0.196971 

o. 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


949x7 
94a8a 

93657 

93039 

93430 

91848 

9,a79 
90728 

90181 

89643 


891 14 

88599 

88093 

87597 

87107 

8662G 

86i56 

856g 

85258 

84796 


421 
43i 
433 

439 
443 

449 
457 

461 

463 

467 


0. 
0. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


479 
487 
49' 
499 


o. 
O. 
O. 

o. 
5o3o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


5o9 

521 

523 
54i 
547  o 


PRODUIT. 


O. 

o. 
o. 
o. 
o. 


557 
563 
56g 

587|o. 
5g3|o . 
5ggo. 
o. 
o. 


601 

607 


6i3 
617 
6,g 
65 1 
641 
643'o 
647|o. 
653,o. 
659' o . 
66i'o. 


84357 

83929 

835o5 

83o8 

83675 

82266 

81868 

8i473 

81081 

8o6g3 


8o5i6 

79946 

79579. 
79320 

78863 

78512 

7816g 

77829 

77500 

77175 


7685z 
76545 
76255 
75924 

756i9 
75530 

75os5 

74753 

74443 

741 54 


75870 
75588 
755o8 
75o55 
73765 

7249r' 
73328 

71964 

71705 

71444 


PRODUIT. 


675O.I7I180 

677  o.  170056 

6850.170686 
6gi0.l7045o 

701  o. 17019$ 
7og6.  i6gg56 
7190.169730 
7270.169^86 
7530. 169355 


739 


743 


?5x 
757 
761 


009  o . 
totSo. 
0.169026  toigo. 


o. 168799 
0.168574 
o.i6835i 
o. 168 i5o 
o.  167 
_  0.1671 
7870.1674 
7970.167271 
8090. 167064 


811 


O.  I 


66858 


PRODUIT. 


02l|0 

o5i 

io55o. 


163757 
6358g 
63433 
63257 
63095 
6ig5o 
6.770 
61610 
6i45i 


821  o.i66655 
§33|o.  166453 


837 


8390.  i66o5i 


859 
853 
857 
85g 


0.1 6585s 
o.  i65 
o.i65465 

0. IÔ5373 


865o.i65o8i  n5 


877 

881 

883 
887 


o.  1 


66a5a 


o.i648g3  n55to. 


o.  ,164705 
o. 16451 
0.164353 


go7  0.,i64i5i 
gi  1  o. i65g73 
g  19  0.165794 
92g'o.i656i8 
g57!o.  165443 
g4'  o. 165269 
g47|0.i65ogi 


[2go 


i63 


■  59482 

t5g557 
'5gig5 
1 59051 
i58gog 
i58768 
1 5865o 
j584g3 


î  ' 

2 


(58356 
1 58221 
1 58o87 
'57954 
157822 
157601 
>756i 
157452 
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Fractions  les  plus 
pour  tout 


TABLE 

impies^  qui  satisfont 


nombre  non  troan 


A 


à  1  équation  m'  —  An%  : 
depuis  3  jusqu'à  i55. 


FIN    DES  TABLES. 
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Ouvrages  qui  je  trouvent  chez  le  même  Libraire ,  et  où  ton  peut  se  compléter  tous 

autres  ouvrages  de  ce  genre. 

APOLLOWIUS  rViw..  Onieoru»  liLwi  «fio  «t  oVntni  a.Unen.»  tic  «cclioae  cylùujui  «  «pi  l&ri  duf. 

Vie .l'\i>nllMioi  «»e  Tvane,  par  Pl.ilo.in.te,  irec  U»  commentaire,  doooé..*  anglat»  pat  Cbfric*  Woom, 
Ht  le»  .If premier. livre,  de  cet  ouvrage ,  le  tout  .. u.l.iu  .  ..  franc..»,  4  r.  inj.  1»J  f. 

AR<  HIMI  OE  <.E.i»rv>»dM,  induction  Surfais  ci  complète.  IW  M-  Peyiard,  r^«»«ur  de  maUiew*- 
ïique.  VdWnom.e  .«'tj*  B«wpMM,  ,  p«ow.*«  dv  portait  d  A^Wkèd.  ,  grav.é  «n  .tadU- 
SE  de  M  vie .  d'im  immoire  et  de  i  deMaépiia»  de  aon  Œ«w  «-dent ,  a»#x  fin» ,  c  •  »«»v.e.  4  un 
„.„„„'„  ,1.  M.  DcUmbre,  membre  de  1'ln.liiul  rt  lt»««  de  l'IJruvcraUc  .ur  1  a»ilhiu.ti<ji»«  .U»  Giec  , 
i  vol  in-i.  tri»-belle  édition  ,  »ur  papier  .nperfin  d'AnfiOuléme,  ornée  de  plu»  de  55o  «igorr»,  »r»»ce»  avec 
or,  tel  »oia  par  J.  L.  Dopfcl ,  «»•  l'on  pe*  U»*<-«d.ri»  eouuoe  Je.  chcAVd  «uvrr».  Ce.  Çgwe»  .001 
pUc-ée.  dà~  Hc»t«  k  1'in.ur  de»Vlle.  édll.o...  dWnrd.  Pri, ,  carton».  »  U  ««de! ,  H»»  «ffW*r-  g) 

BF.RNOULLIÎ  Johanni»!  Onër.,  4  eol.in-4-  ,  .    ,  W\ 

—  El  l.FfWNITII  Commet riam  philo»»pbicufn  et  «kUbtMUCAM ,  a  roi.  itv*}.  M 
BFRNOLIXI  ;  Danielit  1  Hydiodynamica .  in-i-  .     .  ,  .  .  „  .  „  .  „  «T.1- 
BERTH'rVD.          «'  hwSugtV,  dan.  b^nj  on  tr.-r  -Vs  ce*  orl  irl.U«e«<»t  1 1  M» ,  >  J 

nomie«»l»~*i|tuùoni.TWMpl.,*^.i^,^«»^«i«u««^  .  ,  «5 
^H.»toiredeUmeiuredui«np.p»rle.boiloge.,aTol.  io+ avec  aJnl.  i pare».  B«  5 

BERTRAIvD.  Dcveloppemnrt.oove.nd.  U  poMi.  cUauMMta  d*.  -*tkiWii«M-.  fr»*Ff,  »55«.»  ^ 

BlOtl'  Traké  de  I.  coiwroction  de.  pf.nerp.Di  t^iu.i-i  de  «.totn^iwi,  in-4-  175a.  a5f. 

BUKIIA.  Description  et  otage  d'an  nouveau  cercle _  d«  otfc«K«i ,  «-é-  •                   .    .  2£ 

CAGNOLI.  Traite  de  Tr.*ooométr.e .  trad.U  .le  l'.tal.en  ,  ptwM.  CUnp...  M  «d.MOO ,  *«•  JÇ 
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AVIS. 


Ce  Supplément  est  divisé  en  trois  chapitres  : 

Le  chapitre  I  offre  les  moyens  de  décomposer  un  nombre 
donné  en  quatre  carrés ,  tels  que  la  somme  de  leurs  racines  soit 
égale  à  un  nombre  donné  compris  entre  certaines  limites.  Ce 
problème  sert  d'introduction  au  chapitre  suivant. 

Le  chapitre  II  a  pour  objet  la  démonstration  générale  du 
théorème  de  Fermai  sur  les  nombres  polygones,  et  de  plu- 
sieurs théorèmes  analogues.  Cette  démonstration  est  fondée  sur 
les  mêmes  principes  que  celle  dont  la  découverte  récente  est 
due  à  M.  Cauchy  ;  mais  elle  en  diffère  à  plusieurs  égards ,  et 
elle  ne  suppose  démontré  que  le  théorème  relatif  aux  nombres 
triangulaires ,  qui  est  le  premier  cas  du  théorème  général. 

Enfin  le  chapitre  III  contient  deux  méthodes  nouvelles  pour 
la  résolution  approchée  des  équations  numériques.  Je  donne 
ces  méthodes  comme  nouvelles,  parce  que  je  ne  connais  aucun 
auteur  qui  en  ait  fait  mention  jusqu'ici.  Lagrange  qui  avait, 
comme  on  sait,  une  grande  érudition  mathématique,  n'en  parle 
nulle  part  dans  son  Traité  de  la  Résolution  des  Equations  nu- 
mériques; s'il  avait  eu  connaissance  de  ces  méthodes,  je  pense 
qu'il  n'aurait  pas  dit  expressément  que  le  problème  énoncé 
pag.  x  de  l'Introduction  ,  était  resté  jusque-là  sans  solution. 
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SUPPLÉMENT 

A  L'ESSAI 

SUR  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES: 

$  L  Sur  les  moyens  de  décomposer  un  nombre  donné  en  quatre 
carrés ,  de  manière  que  la  somme  de  leurs  racines  soit  égale 
à  un  nombre  donné. 

(i)  Il  s'agit  en  général  de  satisfaire  arux  deux  équations 

b  =  s  -f-<  H-u  +v  , 

dans  lesquelles  a  et  b  sont  des  nombres  donnés,  et  où  l'on  suppose 
les  quatre  racines  s,  t,  u,  v  positives. 

J'observe  d'abord  que  x*-\-x  étant  toujours  un  nombre  pair,  il 
faut  que  a-\-b  soit  aussi  un  nombre  pair;  ainsi  les  nombres  donnes 
a  et  b  devront  être  de  la  mé/ne  espèce,  c  est-à-dire  tous  deux  pairs, 
ou  tous  deux  impairs. 

En  second  lieu,  si  les  quatre  nombres  s,  t,  u,  v  étaient  égaux 
on  aurait  a  =  /\$%,  b  =  4-s ,  d'où  b-=.\J^a\    et  si,    de    ces  quatre 
nombres,  trois  étaient  nuls,  on  aurait  a  —  s*,  b  =  s  ,  ce  qui  donne- 
rait b=  v/a;  donc  en  général  b  doit  toujours  être  compris  entre  les 

limites  \/a  et  \  V- 

Ces  conditions  ne  sont  pas  les  seules  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
que  le  problème  soit  possible;  mais  avant  de  le  considérer  dans  toute 


6  •    THEORIE  DES  NOMBRES. 

sa  généralité  ,  nous  examinerons  d  abord  le  cas  où  l'un  des  nombres 

s,  /,  ut  f  serait  zéro. 

(2)  Nous  aurons,  dans  ce  cas,  à  résoudre  les  deux  équations 

et  voici  les  conditions  de  leur  possibilité. 

i°.  Il  faut  que  a  ne  soit  pas  de  la  forme  ^(&n-\-n);  car  on  sait  qu'au- 
cun nombre  de  cette  forme  n'est  la  somme  de  trois  carrés. 

a".  Le  nombre  b  doit  toujours  être  de  même  espèce  que  a;  mais 
il  faudra  de  plus,  dans  ce  cas,  que  b  soit  compris  entre  les  limites 
y/a  et  y"^a.  Eu  effet,  si  les  trois  nombres  tt  «,  v  étaient  égaux,  on 
aurait  a  =  3*1,  b  —  5l,  ce  qui  donnerait  b  =^/5«;  c'est  la  plus  grande 
valeur  de  b  ;  la  plus  petite  est,  comme  dans  le  cas  général,  6=  \  a. 

Cela  posé ,  des  trois  nombres  t}  «,  i>,  l'un  au  moins  sera  de  même 
espèce  que  a.  Soit  t  ce  nombre,  les  deux  autres  m  et  v  devront  être 
tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs.  Faisant  donc  u-f-i'=a/7, 
u — ^  =  27,  ce  qui  donne  u  —  p  -|-  qy  vz=p — qtt  —  b —  2pt  il  res- 
tera à  satisfaire  à  l'équation  a—{b — ap)*  -f-  (/'H- </)'  +  (/>  —  ou 
à  la  suivante  : 

De  là  on  voit  que  la  troisième  condition  nécessaire  pour  la  possibilité  de 
la  solution,  est  que  le  nombre  — - —  se  réduise  à  la  forme  x%-+-$y*f 
ce  qui  aura  lieu  si  5"  ~  -  n'a  que  des  facteurs  simples  de  la  forme 

6«-f-i,  auxquels  peuvent  se  joindre  le  facteur  5,  si  b  est  divisible 
par  3,  et  le  facteur  ^ ,  si  a  est  de  la  forme  8//-J-3,  ou  si  a  est  di- 
visible par  4*»  auquel  cas  b  doit  être  divisible  par  3*. 

Ayant  donc  fait    11  ~  -  =      +        on  en  tirera  </  =g,  p=  — 

et  si  les  trois  valeurs         — 2p ,  u=p-j-qf  v—p — qy  sont  toutes  po- 
sitives, on  aura  la  solution  des  équations  (2). 

(3)  Exemple  1.  Soit  «^=678,  b—\oy  les  deux  premières  condi- 
tions seront  satisfaites;  on  aura  ensuite  { (5«  —  b')  =  317  =  7. 3i ,  et 
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SUPPLÉMENT.  7 
puisque  les  facteurs  7  et  3i  sont  de  la  forme  6n  +1,  la  troisième 
condition  est  encore  remplie. 

Il  reste  à  mettre  7.31  sous  la  forme  f%-\~^g*t  Ce  qu'on  peut  faire 
de  deux  manières,  soit  par  les  -valeurs  f=5y  g=8,  soit  par  les 
valeurs  f  =  i3,  g=4i  et  parce  que,  dans  les  deux  cas,  on  trouve 
des  valeurs  positives  pour  les  indétermine'es  tt  u,  v,  il  en  résulte  les 
deux  solutions  suivantes  : 

678  =  io*-f-  a3'+  7*  f  678  =  22*4-  i3'-f-  5' 

40  =  10  -f-  a3  -f-  7  l   4°  =  aa  +  »5  4-  5 

(4)  Exemple  II.  Soit  o=8oo3,  iai,  les  deux  premières  con- 
ditions sont  remplies;  la  troisième  Test  également,  puisqu'on  a 
ï(3« — £•)  =  4684  =  4-  '  '71  >  et  q,ue  *«7'  est  un  nombre  premier  de 
la  forme  6«-f- 1.  Ce  nombre  peut  se  mettre  sous  la  forme  5a*  4-3.7», 
et  son  produit  par  4  ou  i*4-3.i%  prend  les  deux  formes  53*4-3.25* 
et  ii"  4-  3. 59*;  mais  ces  deux  formes  ne  conduisent  qu'à  une  seule  so- 
lution, laquelle  est 

8oo3  =  85*4-  33*4-  5*, 
121       £3  4-  33  4-  5. 

(5)  Au  moyen  des  formules  précédentes  on  pourra ,  dans  beaucoup 
de  cas  ,  non-seulement  décomposer  en  trois  carrés  un  nombre  donné 
qui  n'est  pas  de  la  forme  4*(8"4-7)>  mais  de  plus,  faire  ensorte  que 
la  somme  des  racines  de  ces  carrés  soit  égale  à  un  nombre  donné. 

Si  on  veut  décomposer  un  nombre  donné  N  en  trois  triangulaires 
dont  les  côtés  pris  ensemble  fassent  une  somme  donnée  c,  il  faudra 
satisfaire  aux  deux  équations 

N  =  £±£  4.  £±2  +  £+5  , 

a       '        a        *        a  » 
c  =  x  4-  y  -f-  z. 

Or  il  est  visible  que  ce  problème  est  renfermé  dans  celui  que  nous 
venons  de  résoudre.  11  faudra  faire  a  =  82V  4-  3,  £=2c-f-5,  et 
après  avoir  trouvé  les  valeurs  de  t,  u,  f,  on  en  déduira  celles  de 

t  —  1  u —  1  v —  1 

savoir,   x——^~ ,  7  =  —^-,   z  =  —-. 

Par  exemple,  soit  iV  =  iooo  et  c  =  5q,  on  aura  o=8oo3  et 
£;=i2i,  ce  qui  donnera,  d'après  l'exemple  II,  la  solution  x  =  4 1 , 
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y  =  16 ,  s  =  a.  On  a  en  effet , 

^r.^a    ,     jG.it    .  2.3 

1000  =  — - —   4  , 

a      1       2       1      2  ' 

59  =  41  H-  16  -f-  2. 

(6)  Venons  maintenant  à  la  résolution  géne'rale  des  équations  (1); 
elles  donnent  d'abord  ce  résultat  remarquable, 

fa  —  b*  =  {s+t  —  u—Vy  4-    4- «  —  £  —  „)«  4-  (*4-i>  —  /  — u)»; 

d'où  l'on  voit  que  4«  —  b%  doit  être  décomposable  en  trois  carrés,  et 
qu'ainsi  une  troisième  condition  nécessaire  pour  la  possibilité  du  pro- 
blème, est  que  4a — ne  soit  pas  de  la  forme  4*(8"4"7)- 

Si  4a — ^*  n'est  pas  de  cette  forme,  il  sera  toujours  possible  de 
satisfaire  ,  d'une  ou  de  plusieurs  manières ,  à  l'équation 

on  regardera  donc  xy  y ,  z  comme  connus,  et  en  supposant  que  s, 
tyUt  v  soient  rangés  par  ordre  de  grandeur,  ainsi  que  x,  y,  z,on 
aura,  pour  déterminer  s,  l,  «,  v ,  les  quatre  équations 

,  4-  t  4-  «  4-  v  =  b, 

s  4-  t          tt  —  v  ■=  X , 

.!  +  «  —  t  —  v  =  y  t 
i  +  c  —  t  —  u  =  =fc  s. 

• 

On  a  mis  dans  la  troisième  4=3 ,  parce  que,  quoiqu'on  ait  par  hypo- 
thèse s  >*>«>*',  il  n'arrivera  cependant  pas  toujours  que  la  somme 
$4-^  soit  plus  grande  que  t-{-u. 

Il  faut  maintenant  que  les  valeurs  de  s,  /,«,<>,  déduites  des  équa- 
tions précédentes,  soient  positives,  sans  qnoi  le  problème  ne  serait 
qu'improprement  résolu.  Or  celte  condition  peut  toujours  èlre  remplie 
en  limitant  convenablement  la  valeur  de  b.  Pour  le  faire  voir,  il  faut 
examiner  successivement  le  cas  où  a  et  b  sont  impairs  ,  et  celui  où 
ils  sont  pairs. 

Premier  cas  ,  a  et  b  impairs. 

(7)  Dans  ce  cas,  4«  —  b%  sera  de  la  forme Sn 4- 3,  et  on  pourra  tou- 
jours satisfaire  à  l'équation 

(5)  1fi—*m*+f  +  *% 
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où  x*  -\~y%  -f-  2*  désigne  l'une  des  formes  trînaires  du  nombre  4<* — b*. 
Ensuite  on  déduira  des  équations  de  l'article  précédent  les  valeurs  des 
indéterminées  s,  tf  «,  v ,  comme  il  suit  : 

tt)  .«tt^ss.  i-*±s_f, 

Puisque  les  nombres  *$  f$  s  sont  tous  impairs,  il  faudra  que 
l'un  des  nombres  b-\-x  -f-^-f-S,  è+J5,-f--/  —  s  soit  de  la  forme 
4»,  et  l'autre  de  la  forme  /\n-\-i  ;  donc,  en  prenant  convenablement 
le  signe  de  z,  dans  l'expression  de  .î,  on  aura  un  nombre  entier  pour 
la  valeur  de  ce  qui  donnera  ensuite  des  nombres  entiers  pour  les 
valeurs  des  trois  autres  indéterminées.  On  voit  par  là  qu'il  n'y  a  qu'un 
des  deux  signes  de  z  qui  puisse  être  employé ,  et  qu'ainsi  on  n'a  qu'une 
solution  pour  chaque  forme  trinaire  de  4a  — 

(8)  Maintenant,  puisque  nous  avons  supposé  x>^>  a,  il  est  clair 
que  les  valeurs  de    ,  /,  u,  v  scrout  toujours  positives,  si  celle  de  e 

l'est  dans  le  cas  le  moins  favorable,  c'est-à-dire  si  l'on  a        —  *>o, 

b — x  —  y — s.  _ 

ou   -f-  >o. 

4 

Il  suffit,  pour  cela,  qu'on  ait  x-f-j-f-a  <  b-\-  4;  car  b — x— z 
doit  toujours  être  divisible  par  4,  dans  le  cas  dont  il  s'agit. Or,  d'après 
l'équation  4a—b>=zx'+j*  +  z%  on  4ï+/+:<  \/3(4«  — b') ,  et 
en  faisant  (£  +  4)'  =  3(4«  —        on  tirera  de  celte  équation 

b  =  i/(3a  — 3)  — i. 

Si  donc  bt  qui  doit  toujours  être  plus  petit  que  \/4a,  est  supposé  en 
même  temps  plus  grand  que  la  limite  v/(  3a  — -3) —  i  ,  on  sera 
assuré  que  les  valeurs  des  indéterminées  s,  tt  «,  v,  déduites  des  for- 
mules précédentes ,  seront  toutes  positives  ,  et  qu'ainsi  le  problème 
sera  résolu. 

Un  seul  cas  fait  exception,  c'est  celui  où  l'on  aurait  à-la-fois 
x  =7  =  a  =  et  b=  y/(5a—  3)—  i  ;  car  alors  il  en  ré- 

sulterait x  -f- y  -b  z  =  b  -f-  4  ,  et  par  conséquent  v  = — i.  Mais  il  est 
facile  de  faire  ensorte  que  ce  cas  particulier  ne  puisse  avoir  lieu  ,  il  suffit 
pour  cela  d'augmenter  aussi  peu  qu'on  voudra  la  limite  inférieure  de  b. 
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Nous  supposerons  donc  désormais  que  les  limites  de  b  sont 

b  >l/(3a—  2)  —  1,  *<v/4«; 

et  dans  cetle  hypothèse  les  formules  (4)  donneront  toujours  des  va- 
leurs positives  pour  les  quatre  indéterminées  s  ,  t>  u,  vf  même  quand 
b  serait  égale  à  sa  limite  inférieure. 

(<))  En  admettant  la  limite  £>i/(5a — 3)  —  i,  on  a  la  certitude  que 
la  solution  sera  donnée  toujours  en  nombres  positifs.  Mais  il  ne  s'en- 
suit pas  que  si  on  prenait  b  plus  petit  que  cette  limite  (et  cependant 
plus  grand  que  y/a),  le  problème  ne  pourrait  être  résolu  en  nombres 
positifs.  Il  arrivera,  au  contraire ,  assez  souvent,  surtout  si  a  est  un 
grand  nombre,  que  des  valeurs  de  b  plus  petites  que  la  limite  assignée 
donneront  des  solutions  en  nombres  positifs  ;  et  ces  solutions  se  trou- 
veront également  par  les  formules  (4) ,  toutes  les  fois  quelles  pourront 
avoir  lieu.  C'est  ce  dont  on  verra  un  grand  nombre  d'exemples  ci-après. 

Second  cas.  a  et  b  pairs. 

(10)  Les  nombres  a  et  b  étant  pairs.  4a  —  sera  divisible  par  4; 
et  puisque  celte  quantité  est  représeuU-e  par  x*  -\-y*  -f-  c%  il  faudra 
que  les  trois  nombres  xf  y ,  3  soient  pairs.  On  simplifiera  donc 
l'équation  en  mettant  2.r,  ay ,  az  à  la  place  de  x  ,y ,  2,  ce  qui 
donnera  • 

(5)  a  _  (         =  x*+y  +  s*. 

Cela  posé  ,  si  a — b)1  n'est  pas  delà  forme  4*  (8"-f-7),  cette  équation 
sera  satisfaite  par  toute  forme  trinaire  ,  propre  ou  impropre  ,  db  nombre 
a —  (  -  b)%.  Connaissant  donc  les  trois  nombres  x  ,  y,  s,  on  aura  pour 
déterminer  s  ,  t ,  u  ,  v  ,  les  quatre  équations 

s  -f-  I  — f-  m  — f-  t>  =  A , 

S  -f-  t    U           V  =  2JC  , 

s  -f-  //  —  1  ■—  v  =  iy  f 
<  +  f  —  t  —  us=sd=3z, 

d'où  l'on  tire  les  valeurs 

(6)   ,«i*±£±ZÉÎ,  t=ib-s+X,  u=±b-s+y,  PS***— szkt. 
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Ces  valeurs  seront  des  nombres  entiers  dans  les  deux  cas  que  présente 
le  signe  ambigu;  ainsi  il  en  résultera  toujours  deux  solutions  ,  excepte 
le  cas  de  2  =  0,  où  les  deux  solutions  se  réduisent  à  une  seule. 

(11)  Maintenant,  pour  que  ces  solutions  soient  admissibles,  il  faut 

que  les  quatre  nombres  .v,  /,  uy  v  soient  positifs,  ce  qui  aura  lieu 

si  dans  le  cas  le  moins  favorable  ,  v  est  positif,  ou  si   l'on  a 

\h  —  *  —  y  -  z 
 >  o. 

Cette  condition  sera  remplie  comme  dans  le  premier  cas ,  en  sup- 
posant l>  >  y  ("Sa — 2) —  1.  D'ailleurs  on  devra  faire  les  mêmes 
observations  que  dans  l'art.  9,  relativement  aux  solutions  qui  peuvent 
avoir  lieu  dans  certains  cas  où  b  serait  inférieur  à  la  limite  assignée. 

(1  a)  Il  y  a  diverses  remarques  à  faire  sur  la  solution  du  problème 
précédent ,  selon  les  diverses  formes  du  nombre  a. 

i°.  Si  a  est  de  la  forme  /\H  -J-  2  ,  le  nombre  a  —  ±  b*  sera  de  l'une 
des  formes  t\tx  -\-  1  ,  /^n  -j-  2  ,  lesquelles  sont  toujours  décomposables 
en  trois  carrés,  d'après  la  théorie  exposée  dans  la  troisième  partie. 
Donc  dans  ce  cas,  les  équations  proposées  seront  toujours  résolubles. 

a9.  Si  a  est  de  la  forme  8«  -f-  4  »  0,1  pourra  satisfaire  aux  équations 
proposées  de  deux  manières ,  les  nombres  s ,  t ,  u,  v  étant  tous  pairs 
ou  tous  impairs  :  ces  deux  solutions  seront  données  par  les  formules  (G); 
mais  il  faut,  dans  ce  cas,  que  a  —  ^  b*  ne  soit  pas  de  la  forme 

3*.  Si  a  est  de  la  forme  8  (an  -|-  1  ) ,  les  nombres  5  ,  /,  u ,  v  devront 
être  pairs ,  et  en  général  si  a  est  de  la  forme  a**"1"*  (  2«  -f- 1  )  ,  ces  nombres 
devront  être  dix  isiblcs  par  2*;  leur  somme  b  devra  donc  être  aussi 
divisible  par  2'  et  même  par  2**',  parce  que  le  quotient  devra  être  pair. 
Soit  donc  a  =  a'* a',  b=  2*  s=  a' s',  t  =  a1/',  «=  2*//,  v  —  2'»'', 
la  solution  des  équations  proposées  se  réduira  à  celle  des  équations 

a'  ==      +  O  -f-  v'\ 

v=sf  + 1  +  a  +  1/} 

elle  sera  donc  toujours  possible  ,  puisqu'alors  a  est  de  la  forme  /tn  -f-  2. 
Mais  on  remarquera  que  dans  ce  cas  il  ne  suflit  pas  que  b  soit  compris 
entre  les  limites  \ ■  l\a  et  y  (  5a —  2)  — 1  ,  il  faut  encore  que  b  soit 
divisible  par  ai+'.  Les  autres  valeurs  de  b  comprises  entre  les  limites 
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assignées ,  ne  pouvant  satisfaire,  on  trouverait  qu'elles  réduisent  a  —  '-b% 

à  la  forme  4*  (8» -H  7). 

On  pourra  descendre  au-dessous  de  la  limite  \/(  Sa  —  a)— 1,  pour 
essayer  s'il  y  a  d'autres  solutions;  mais  il  faudra  toujours  que  les  valeurs 
de  b  soient  divisibles  par  a**', 

4°.  Enfin  si  a  est  de  la  forme  2%K+t  (  arc  -f-  1  )  ,  k  n'étant  pas  zéro  , 
il  faudra  que  chacun  des  nombres  s,  t,  u,  v  soit  divisible  par  a1,  et 
leur  somme  b  par  a4+'.  C'est  pourquoi  faisant  «  =  2**0',  b  =  2' b' f 
s  =  2l  .y',  t  sa  2*  /' ,  u  =  a*  u',  v  =  2*  v ',  les  équations  proposées  se  rédui- 
ront aux  suivantes  j 

a'  —  s'*  -\-  -f-  -f-  i>'\ 
b'  =  s'  +  t'  -f-  u'  +  v  , 

dans  lesquelles  a  sera  de  la  forme  8«-f-4,  et  qui  se  rapporteront  ainsi 
au  second  cas,  comme  le  précédent  se  rapporte  au  premier. 

(i3)  La  théorie  exposée  dans  ce  chapitre,  est  la  base  de  la  démons- 
tration générale  du  théorème  de  Fermât,  dont  nous  nous  occuperons 
dans  le  chapitre  suivant;  elle  peut  être  utile  dans  plusieurs  autres  re- 
cherches d'analyse  indéterminée. 

On  voit  déjà  que  cette  théorie  donne  une  extension  remarquable  aux 
deux  premiers  cas  du  théorème  sur  les  nombres  polygones,  puisqu'elle 
offre  les  moyens  non-seulement  de  décomposer  un  nombre  donné  en 
trois  ou  en  quatre  carrés,  mais  défaire  ensorte  que  la  somme  des  racines 
de  ces  carrés  soit  égale  à  un  nombre  donné  pris  entre  certaines 
limites. 
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§  II.  Démonstration  du  Théorème  de  Fermât ,  sur  les  nombres 
polygones  ,  et  de  quelques  autres  Tlicorèmes  analogues. 

(i4)  Ow  a  fait  voir  ci-dessus  (art.  i54)  qu'un  nombre  polygone  de  l'ordre 
m  -f-  2 ,  a  pour  expression  générale 

x  désignant  le  côte  de  ce  polygone ,  ou  le  rang  qu'il  tienl  parmi  les 
polygones  du  même  ordre.  Celte  expression  prouve  que  o  et  1  sont  deux 
Icrmcs  communs  aux  polygones  de  tous  les  ordres. 

Les  nombres  triangulaires  résultent  de  la  supposition  m  =  1  ,  et  les 
carrés  de  la  supposition  m  =  2  ;  dans  ces  deux  premiers  cas  ,  il  est 
indifférent  de  prendre  x  positif  ou  négatif,  et  on  n'obtient  qu'une 
seule  et  même  suite,  celle  des  nombres  triangulaires  ou  celle  des 
carrés. 

Mais  m  étant  >  2  ,  l'expression  générale  des  nombres  polygoues 
donne  deux  suites  différentes  pour  chaque  ordre,  selon  qu'on  suppose 
oc  positif  ou  négatif.  Ces  deux  suites  sont  liées  entr'elles  par  une  même 
loi ,  de  sorte  que  l'une  n'est  que  le  prolongement  de  l'autre  ;  mais  dans 
l'application  au  théorème  de  Fermât,  on  fait  toujours  abstraction  de  la 
suite  formée  avec  des  valeurs  négatives  de  x ,  et  00  ne  considère  que 
celle  qui  est  formée  avec  les  valeurs  positives ,  comme  les  présente  le 
tableau  du  n°  i&f» 

(  1 5  )  Cela  posé ,  il  faut  démontrer  qu'un  nombre  quelconque  est 
composé  d'autant  de  polygones  de  tordre  m  -f-  2  ,  qu'il  y  a  d'unités 
dans  m  -f-  2. 

Le  nombre  des  polygones  qui  composent  un  nombre  donné  ,  pourrait 
cependant  être  moindre  que  m  -f-  2  ;  mais  eu  régardant  o  comme  un 
polygone  complétif ,  le  nombre  des  polygones  pourra  toujours  être  censé 
ot*4"  *»  conformément  à  l'énoncé  de  la  proposition. 

Ce  théorème  ayant  été  démontré  dans  le  Traité  précédent ,  pour  le 
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cas  des  nombres  triangulaires  et  pour  celui  des  carre's ,  qui  sont  les 
deux  premiers  de  la  proposition  générale,  nous  ne  considérerons 
que  les  cas  ultérieurs  où  l'on  a  m  >  2 ,  savoir,  mas  3  pour  les  nombres 
pentagones  ,  w  =  4  Pour  'es  Hexagones  ,  et  ainsi  de  suite. 

Or  d'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  le  §  précédent,  il  ne  reste 
plus  à  établir  qu'un  petit  nombre  de  propositions  subsidiaires  pour 
parvenir  à  celle  qui  fait  l'objet  de  ce  chapitre. 

(16)  TuroRr.MF.  I.  «  a  étant  un  nombre  impair  quelconque  ,  non 
m  compris  dans  les  dix  suivans  j,  3  ,  5  ,  7 }  11,  i5  ,  19  ,  23,  3j  ,  71  , 
»  il  existe  toujours  deux  nombres  impairs  consécutifs  c,  c —  2,  tels 
h  qu'en  faisant  successivement  £  =  c  et  b=c —  2,  on  pourra,  dans 
»  les  deux  cas,  satisfaire  aux  équations 

(i)    '      a  =  *•  +  **  -+-  «■  -f-  ^, 

»  avec  la  condition  que  les  racines  s ,  tyuy  v  soient  toutes  positives.  » 

En  effet ,  1*.  si  la  différence  entre  les  limites  \  4«  et  y  (  Zn —  2) —  )  , 
est  égale  à  4  ou  plus  grand  que  4  >  H  y  aura  au  moins  quatre  nombres 
entiers  consécutifs  compris  entre  ces  limites.  De  ces  quatre  nombres  , 
deux  seront  impairs  et  pourront  être  pris  pour  b\  les  équations  pro- 
posées seront  donc  résolubles ,  dans  les  deux  cas ,  par  les  formules  de 
l'art.  7. 

Or  en  faisant  |/(4*)  —  l/(3d —  2)4-  1  =4,  on  trouve  «=  121  ;  donc 
le  nombre  121  et  tous  les  nombres  impairs  plus  grands  que  121 ,  jouissent 
de  la  propriété  mentionnée. 

2a.  Si  ensuite  on  examine  tous  les  nombres  impairs  au-dessous  de  121 , 
on  trouvera  que  pour  une  partie  de  ces  nombres,  il  existe  deux  valeurs 
de  b  comprises  entre  les  limites  y 4«  et  y  (sa — 2)  —  1,  et  que  pour 
l'autre  partie  il  n'existe  qu'une  seule  valeur  de  b. 

Dans  le  second  cas ,  on  devra  essayer  ,  d'après  les  formules  de  l'art.  7, 
si  le  nombre  impair  immédiatement  inférieur,  quoique  plus  petit  que 
la  limite  \/{  Sa  —  2)  —  1  ,  ne  peut  pas  être  pris  pour  b  ,  et  conduire 
à  une  solution  des  équations  (1),  dans  laquelle  les  racines  *,  t,  «,  v 
soient  prises  positivement. 

Cet  essai  réussira  pour  la  plupart  des  nombres  dont  il  s'agit  ,  et  il 
ne  restera  que  les  dix  valeurs  mentionnées  de  a ,  savoir ,  1 ,  3 ,  5 , 
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7,  il  ,  i5,  îg ,  a3 ,  71,  pour  lesquelles  il  n'y  a  qu'une  valeur  de  b 
qui  satisfasse. 

Voici  un  tableau  qui  contient  le  résultat  de  ces  calculs. 


a 

/7 

u 

1 1Q . . .111 

29 ... :ï5 

9,7 

IOQ 

1 0. 1 7* 

a5 

9 

107 ...  gi 

mm 

2 1 

9,7 

80,87 

1 7.1 5* 

1 0 

r> 

/ 

85 .  t3 

*  h10 

J7 

7,° 

71 

l5 

i5 

rj 

69,67 

i5,i3* 

i3 

7,5* 

66. . .  57 

i5,i3 

11 

5 

55 . . .  '19 

i3,n* 

9 

5,5* 

47...  ^3 

i5,ii 

7 

5 

11,  9* 

5 

3 

37 

11 

5 

5 

55...  5i 

11,  9 

1 

1 

(17)  Pour  mieux  faire  concevoir  la  construction  de  ce  tableau,  nous 
allons  donner  des  exemples  de  chacun  des  trois  cas  qu'il  présente. 

Premier  cas.  Si  on  fait  a  =  65 ,  on  trouve  pour  b  les  deux  valeurs 
i5  et  i3,  comprises  entre  les  limites  V26Ô  et  N/ïgS —  1.  Les  mêmes 
valeurs  auraient  également  lieu  pour  les  nombres  63,  61,  5g,  575 
aussi  voit-on  dans  le  tableau,  que  pour  tous  les  nombres  impairs  de 
65  à  57,  les  valeurs  correspondantes  de  b  sont  i5  et  i3. 

Second  cas.  Si  on  fait  a  —  4l  ,  on  trouve  qu'il  n'y  a  que  le  nombre 
impair  11  qui  soit  compris  entre  les  limites  V/1G4  et  s/TâT — 1  ;  mais 
si  on  essaie  la  valeur  suivante  £  =  9,  quoiqu'inferieurc  à  la  limite 
V7  »  2 1  —  1  ,  on  trouve  par  les  formules  du  n°  7  ,  qu'elle  satisfait  aussi , 
puisqu'on  a  41  =  6*  -h  a*  -f-  i*  et  9  =  6-f-  2  -f-  1.  On  a  donc  mis 
dans  la  table  les  valeurs  b  =  11  ,£  =  9,  correspondantes  au  nombre 
a  =  4'  ;  mais  on  a  distingué  par  une  *  la  seconde  valeur  9,  pour  avertir 
qu'elle  est  inférieure  à  la  limite  v/(3« —  2) —  1. 

Troisième  cas.  Si  on  fait  fl=  71 ,  on  ne  trouve  qu'un  nombre  impair 


>6  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

i5,  compris  entre  les  limites  qui  conviennent  à  cette  valeur  de  a) 

savoir,  V284  et  v'an  —  1.  Si  ensuite  on  essaie  la  valeur  £  =  1$, 
on  trouve  par  les  formules  du  n°  7  ,  qu'elle  n'est  pas  admissible  ,  parce 
que  l'une  des  indéterminées  s ,  / ,  u ,  v  serait  négative.  On  n'a  donc 
mis  dans  le  tableau  que  la  seule  valeur  b  =  i5  ,  correspondante  au 
nombre  a  =  71. 

(18)  Théorème  II.  «  Soit  a  un  nombre  impair  quelconque;  soient 

»  c,  c  —  2  ,  c — 4  ,  dy  les  diverses  valeurs  successives  de  b  avec 

»  lesquelles  on  peut  résoudre  en  nombres  positifs  les  équations  (1)  ;  soit 
»  enfin  r  un  terme  quelconque  de  la  suite  o,  1  ,  2,  3  m—- 2. 

»  Si  on  considère  la  fonction 

Z  =  1(a-b)  +  b  +  r, 

»  dans  laquelle  b  et  r  sont  des  termes  pris  à  volonté  dans  les  suites 
>■  qui  leur  sont  propres,  et  qu'on  appelle  P  ou  P  (a)  la  plus  petite  valeur 
»  de  cette  fonction ,  Q  ou  Q  (a)  la  plus  grande  ;  on  aura 

m  Cela  posé  ,  je  dis  ,  1*.  que  tous  les  nombres  entiers  compris  depuis 
>»  P  (a)  jusqu'à  Q  (a) ,  seront  représentés  par  la  fonction  Z;  2*.  que  tous 
m  ces  nombres  pourront  être  décomposés  chacun  en  m  -f-  2  polygones 
»  de  Tordre  m  •+■  2.  » 

En  effet ,  i".  soit  Z  =  P  (a)  -f-  p  ,  p  étant  un  nombre  pris  à  volonté 
depuis  1  jusqu'à  Q  (  a)  — •  P  (a  ) ,  on  aura  pour  déterminer  b  et  r, 
l'équation 

p  =  (»,— 2)(^)  +  r; 

or  puisque  p  et  m  —  2  sont  deux  nombres  donnés  ,  on  voit  que  r  est  le 
reste  de  la  division  de  p  par  m  —  2 ,  et  que  si  on  appelle  q  le  quotient 

de  cette  division  ,  on  aura  r  g  -  =  y ,  ou  b  =  c  —  2^. 

Il  suit  de  là  que  pour  chaque  valeur  donnée  de  p,  on  n'a  qu'une 
solution,  excepté  lorsque  le  reste  r  est  zéro;  car  alors  on  peut  faire 
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indifféremment  7  —0  on  r  =  m  —  a ,  et  il  y  aura  deux  solutions. 
Cependant  s'il  s'agit  du  dernier  des  nombres  P  (a)  4-^  »  qui  est  Q  (a) , 
il  faudra  prendre  r  =  m— • 2,  et  il  n'y  aura  qu'une  solution,  parce  qu'en 
faisant  r=o,  on  aurait  b  =  d — 2  ,  nombre  qui  n'est  pas  compris  dans 

la  suite  cf  c  —  1,  c —  4,  d. 

20.  P(a)-{-p  oa  ?+/)  étant  un  nombre  quelconque  pris  dans  la 
suite  P,P+i,  P  +  2  Q,  puisqu'on  peut  toujours  supposer 

P-\-p  =  T^(a  —  b)-\-b-\-ri  si  on  substitue  dans  cette  expression 

les  valeurs  de  a  et  b  données  par  les  équations  (1) ,  on  aura 

P-hp  sa  *  +  <•  —  *-+-«•  —  K-f-fâ— >v)  +  r 

Donc  si  on  désigne  en  général  par  pol.  xt  le  polygone  de  Tordre 
m  -f-  2  dont  le  côté  est  >:,on  aura 

P-f-^  =  pol-  *+  pol»  f -+-pol.  a-r-pol.  f +  rpol.  1  ; 

c'est-à-dire  que  le  nombre  P-\-p  sera  composé  des  quatre  polygones 
dont  les  côtés  sont  s ,  /  ,  u ,  v  ,  et  de  r  polygones  égaux  à  l'unité  ;  donc 
comme  r  est  <m—  a  ou  tout  au  plus  =m  —  a,  il  s'ensuit  que  le 
nombre  P  +  p  sera  composé  de  m-f-a  polygones  de  l'ordre  m  -f-  a  , 
dont  m  —  a  sont  égaux  indifféremment  à  zéro  ou  à  l'unité. 

(19)  Théorîimk  III.  «  Lorsque  a  =  121 ,  la  plus  grande  valeur  de  i 

»  e  st  1  ,  et  alors  on»P(«)  =  ^(«  —  b)  -\-  b  =z  5o  m  -f-  2 1  ,  nombre 

m  qui ,  suivant  la  proposition  précédente,  est  la  somme  de  quatre  poly- 
39  gones  de  l'ordre  m-\-  a. 

»  Cela  posé,  je  dis  que  tout  nombre  entier  plus  grand  que  5o/n-f-2i  , 
»  est  la  somme  de  m  -f-  2  polygones  de  l'ordre  m  -f-  2 ,  dont  m  —  a  se- 
»  ront  égaux  à  zéro  ou  à  l'unité.  » 

En  effet,  soit  a  un  nombre  impair  quelconque  plus  grand  que  121  ; 
il  existera  toujours  ,  suivant  le  théorème  I ,  deux  nombres  impairs  con- 
sécutifs c,  c  —  2  ,  compris  entre  les  limites  s/^a  et  \/(5a  —  2) —  1  , 
et  il  suit  du  théorème  précédent  que  si  l'on  fait 

*'(«)=*?<«-«')  +  '. 

Q(a)  s  ^(a-c+a)  +  c-a-f-m~2, 

3 
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tous  les  nombres  entiers  compris  depuis  P  (a  )  jusqu'à  Q  (a)  inclut 

sivemcnt ,  seront  la  somme  de  »i-f-  2  polygones  de  l'ordre  m+  9. 

Considérons  maintenant  le  nombre  P(a  +  2)  ,  et  soit  c  le  plus  grand 
nombre  impair  compris  dans  v/(4<4+8),  comme  c  est  le  plus  grand 
nombre  impair  compris  dans  y/fa  ;  il  faut  distinguer  deux  cas,  selon 
qu'on  a  c'  =  cy  ou  c'=e-f-3;  car  il  est  évident  qu'on  ne  peut  faire 
aucune  autre  supposition  sur  la  valeur  de  c'. 

(20)  Si  l'on  a  e'=c,  il  suffira  de  mettre  a  -f-  2  au  lieu  de  a,  dans 
l'expression  de  P(a) ,  et  on  aura 

/>(«  +  *)  =  j(«+-2-c)  +  c; 
comparant  celte  valeur  avec  celle  de  Q(f>)t  on  en  tire 

7^4-2)  ==<?<>) -'''  +  4. 

Or  la  moindre  valeur  de  m  étant  5 ,  on  voit  que  le  nombre  P(a-\-ï) 
ne  surpasse  Q(n)  que  dans  le  seul  cas  de  w=3,  où  l'on  a  P^i-^-i) 
rsQ(tf)+x.  Dans  tout  autre  cas,  P(<t-\-i)  est  compris  dans  la  suite 

Mais  on  a  vu  que  tous  les  nombres  de  celte  suite  sont  composés 
de  m  +2  polygones  de  l'ordre  «1  +  2,  et  dans  le  cas  où  le  terme 
iJ(rt-f-2)  sortirait  de  celle  suite,  pour  y  ajouter  le  terme  suivant 
Q(rt)-f-i,  ce  terme  serait  composé  de  quatre  polygones  seulement  ; 
donc  tous  les  nombres  entiers  compris  depuis  P(a)  jusqu'à  P(a-\-a} 
inclusivement,  sont  composés  de  //i-f-2  polygones  de  l'ordre  m-f-3. 

• 

(21)  En  second  lieu,  soit  c'  =  c-f- 2,  on  aura 

et  par  conséquent  /•(«-+- 2)  =  P{a)-\-  2  =  Q{o)  —  a  [m —  3).  De  là  on 
voit  que  P(a-{-7)  est  toujours  plus  petit  que  excepté  dans  le 

seul  cas  de  m  =  5,  où  l'on  a  P{a  -f-  2)  —Q{a)  ;  donc  tous  les  nombres 
enlicrs  compris  depuis  P(a)  jusqu'à  />(fl-f-2)  inclusivement,  sont  dé- 
coroposables  en  /«-{-a  polygones  de  l'ordre  wi-f-2. 

(22)  Si  on  observe  maintenant  que  daus  le  premier  cas  on  a 
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P{a+ 2)  =  P(<t)J-m,  et  dans  le  second  P(a -+-  2)  =  P{a)  +  2 ;  on 
pourra  en  conclure  qu'à  compter  d'un  nombre  donné  a  tel  que  «=i  ai, 
la  suite  /\«),  /'(a+a),  P(a-j-/f),  etc.,  formée  en  augmentant  toujours 
a  de  deux  unités,  s'étend  à  l'infini.  Doue  tous  les  nombres  entiers 
compris  depuis  P(i2\),  ou  5o  m+  îi  jusqu'à  l'infini,  sont  décompo- 
sablcs  en  >n-f-a  polygones  de  l'ordre  //1  +  2. 

Il  reste  à  démontrer  que  tous  les  nombres  inférieurs  à  5o/n+  ai  , 
jouissent  de  la  même  propriété;  c'est  l'objet  de  la  proposition  suivante, 
qui  complète  la  démonstration  générale  du  théorème  de  Fermât. 

(aS)  Tnr.ORÈME  IV.  u  Tout  nombre  entier  plus  petit  que  P(i2i), 
»  ou  5o«j-f-ai,  est  la  somme  de  m  +  2  polygones  de  l'ordre  /«-f-a, 
11  dont  m — 2  sont  égaux  à  zéro  ou  à  l'unité.  » 

Soit  d'abord  a=5;  on  voit  par  le  tableau  du  n"  16  que  3  est  la 
seule  valeur  correspondante  de  b;  faisant  donc  c  =  <*=3,  les  formules 
du  n°  18  donneront 

P(5)  =   m  +  3, 
Ç(5)  =  2m  H-  1. 

Au-dessous  de  -P(5) ,  on  a  les  nombres  1,  a,  3  m     2,  qui  sont 

composés  d'autant  de  polygones  égaux  à  1  qu'ils  contiennent  d'unités  ; 
ainsi  le  théorème  est  vrai  à  leur  égard,  on  voit  même  que  le  der- 
nier de  ces  nombres  m  -f-  2  est  exprimé  par  un  seul  polygone  , 
savoir ,  pol.  2. 

Les  nombres  de  P(5)  à  Q(5)  sont  composés  comme  l'énonce  le 
théorème ,  puisque  cette  propriété  a  lieu  en  général  pour  tous  les 
nombres  de  P(a)  à  Q(a).  Ainsi  le  théorème  est  vérifié  jusqu'au  nombre 
Q(5)  =  3B1  +  1. 

Soit  maintenant  «  =  7,  on  aura,  par  la  table  du  n»  16,  c  =  </=5, 
ce  qui  donne 

QÇj)  =  2m  -f-  3. 

Comme  la  moindre  valeur  de  m  est  3,  on  voit  que  P(j)  ne  surpasse 
Q(5)  que  dans  le  seul  cas  où  m  =3,  et  alors  on  a  P(y)  =Q(5;-f-  1. 
Donc  la  propriété  générale  est  vérifiée  par  tous  les  nombres  depuis  1 
jusqu'à  Q(j)  =  2//i-f-  3. 

On  pourrait  continuer  ainsi  l'examen  des  cas  particuliers  jusqu'à 
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j°(i2i);  mais  nous  nous  bornerons  à  un  petit  nombre  de  cas  généraux 
qui  renferment  la  solution  de  tous  les  cas  particuliers.  Il  s'agit  en  gé- 
néral d'examiner  si  tous  les  nombres  compris  de  P(a)  à  P(a-\-i)  satis- 
font au  théorème,  ou  s'il  y  a  exception  pour  quelques-uns  de  ces 
nombres. 

(24)  Premier  cas.  Supposons  que  pour  le  nombre  a  il  y  ait  deux 
valeurs  correspondantes  de  b,  savoir  c  et  c — 2,  et  que  pour  «-f-a 
il  y  ait  une  ou  plusieurs  valeurs  de  b ,  dont  la  plus  grande  soit  c,  on 
trouvera,  comme  dans  l'article  20,  que  tous  les  nombres  de  P{a)  à 
P(a satisfont  au  théorème. 

Second  cas.  Supposons  que  c  et  c  — 2  étant  les  deux  valeurs  de  b 
correspondantes  au  nombre  a,  on  ait  c-4-2  pour  la  plus  grande  ou 
la  seule  valeur  de  b  correspondante  au  nombre  a-f-2;  on  trouvera 
encore,  comme  dans  le  n°  21,  que  tous  les  nombres  de  P(a)  à  P(a-j-a) 
satisfont  au  théorème. 

Troisième  cas.  Supposons  que  b  n'ait  que  la  seule  valeur  c  corres- 
pondante au  nombre  a,  et  que  pour  a-f-2  on  ait  une  ou  plusieurs 
valeurs  de  bt  dont  la  plus  grande  soit  c-|-  2,  on  aura ,  dans  ce  cas, 

•)  + 

e)  -f-  c  +  m  — •■  a, 

c)  H-  c  +  2. 

De  là  on  voit  que  P(a-hs)  ne  peut  surpasser  Q(a)  que  dans  le  seul 
cas  de  »i=3;  qu'alors  on  a  P(a-f-2)  =  Q(a)+  1  ;  que  dans  tous  les 
autres  cas  P{a~\-z)  sera  plus  petit  que  <?(«),  ou  tout  au  plus  égal 
à  Q(a),  et  qu'ainsi  tous  les  nombres  de  P(a)  à  P(a-j-z)  satisfont 
au  théorème. 

Quatrième  cas.  Supposons  enfin  que  relativement  à  a  on  ait  ta  seule 
valeur  b  =  c,  et  relativement  à  a  -+-  2  ,  une  ou  deux  valeurs  de  b, 
dont  la  plus  grande  soit  c,  alors  on  aura 

/>(«) 
<?(•) 


=  7  (a-f-2  — c)  4-  c. 
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On  voit  dans  ce  cas  qu'il  y  a  une  lacune  entre  Q(a)  et  P(a-\-o)t 
car  on  a  P{a  a)  =  Q(a)  -+■  2 ,  et  l'intermédiaire  qui  manque  est 
Ç(a)-f-i.  Ainsi,  sauf  celte  exception,  le  théorème  démontré  jusqu'à 
P{a),  le  sera  jusqu'à  i>(a-f-a). 

(a5)  11  suffit  maintenant  de  jeter  un  coup-d'œil  sur  le  tableau  du 
n°  îG,  pour  trouver  quels  sont  les  nombres  Ç(a)-f- i  qui  tomberont 
dans  l'exception  du  quatrième  cas.  Ces  nombres  se  réduisent  à  quatre, 
savoir  : 

Q(  7  )  -f-  i  =  am+  4  , 
Ç(i5)  -f-  i  =  5m  -f-  6, 
Ç(23)  -f-  i  =  8m  -f-  8, 
Ç(37)  -f-  i  =  14™  -f-  10; 

or  l'expression  générale  de  pol.  x  (art.  14)  donne  , 

pol.  a  =  m  -f-  2  , 

pol.  î=  3/n  +  3, 

pol.  4  j=  6m  -f-  4 , 

pol.  5  =  io/n  -H  5, 

et  par  le  moyen  de  ces  polygones  on  pourra  exprimer  les  quatre 
nombres  précédens  comme  il  suit  : 

im  -f-   4  =  2pol.  a , 

5m  4-   6  =  4po!-  a  H-  Cm  —  3)  Po1-  1  » 
87»  -f-  8  =   pol.  4  4-3  pol.  a , 
i4m  -+-  io  =   pol.  5  -f-  pol.  3  -f-  pol.  a. 

Un  seul  cas,  celui  de  5/n-f-6 ,  exige  m-f-a  polygones;  les  trois  autres 
n'en  exigent  que  deux  ou  trois.  Donc  les  exceptions  rentrent  dans  la 
proposition  générale  ;  donc ,  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  m-f-a 
polygones  de  tordre  m  -f-  2 ,  dont  m— a  seront  égaux  à  zéro  ou  à 
l'unité. 

(26)  La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  du  théorème  de 
Fermât,  ne  suppose  connue  que  la  démonstration  du  premier  cas  de 
ce  théorème,  concernant  les  nombres  triangulaires.  Or  cette  proposition 
fait  partie  de  la  théorie  générale  des  formes  trinaires  des  nombres,  expo- 
sée dans  la  troisième  Partie.  Nous  avons  d'ailleurs  prouvé  (n°  i55) , 
qu'eu  supposant  ce  premier  cas  démontré ,  on  en  déduit  immédiate- 
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ment  que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quaire  carrés,  ce  qui 
est  le  second  cas  du  théorème  de  Fermât.  Ainsi  du  premier  cas  on 
déduit  tous  les  autres. 

Comme  on  ne  peut  guère  douter  que  Fermât  n'ait  été  réellement 
en  possession  de  la  démonstration  générale  de  son  théorème  sur  les 
nombres  polygones,  il  est  à  croire  que  cette  démonstration  était  to- 
talement différente  de  celle  que  nous  venons  d'exposer.  En  effet,  il 
parait  d'abord  que  Fermât  n'avait  aucune  connaissance  de  la  théorie 
des  formes  trinaires  des  nombres ,  excepté  dans  le  cas  des  nombres 
8«-f-3,  qUi  revient  au  premier  cas  de  son  théorème,  mais  dont  il  ne 
fait  pas  mention,  et  dons  le  cas  des  nombres  premiers  8«  —  i  ,  qu'il 
assure  être  de  la  forme  j>*  -f-  <y* -f-  a/-*,  dont  le  double  est  la  somme 
de  trois  carrés.  Si  Fermât  eût  connu  la  théorie  dont  il  s'agit  ,  il 
n'aurait  -pas  restreint  celle  dernière  propriété  aux  nombres  premiers 
8«  —  i ,  puisqu'elle  s'étend  généralement  à  tous  les  nombres  impairs. 
En  second  lieu,  si  la  démonstration  de  Fermât  eût  été  la  même  que 
la  précédente,  ou  fondée  sur  les  mêmes  principes,  il  n'aurait  pas  manque 
d'ajouter  au  théorème  la  condition  qui  lui  donne  plus  de  précision  et  d'é- 
légance, savoir,  que  sur  les  «i-f-a  polygones  de  l'ordre  ni -f- 2  qui 
composent  un  nombre  donné,  il  y  en  a  toujours  /«— 2  qu'on  peut 
supposer  égaux  à  zéro  ou  à  l'unité. 

M.  Cauchy  a  donc  fait  une  découverte  importante  dans  la  théorie 
des  nombres ,  en  donnant  le  premier  la  démonstration  du  théorème 
de  Fermât,  devenu  plus  précis  par  la  condition  qu'il  y  a  ajoutée.  Mais 
on  peut  aller  encore  plus  loin  en  démontrant  que,  passé  une  certaine 
limite  facile  à  assigner  pour  chaque  ordre  de  polygones ,  tout  nombre 
donné  peut  être  décomposé  en  quatre  polygones  ou  en  cinq  au  plus. 
Cette  nouvelle  proposition  fera  l'objet  des  recherches  suivantes. 

(27)  Supposons  que  le  nombre  donné  A  soit  décomposable  en  quatre 
polygones  de  l'ordre  m+a,  il  faudra  faire 

et  déterminer  les  nombres  ,1  H  />  de  manière  qu'on  puisse  résoudre  en 
nombres  entiers  positifs  les  équations 

a  =  *--f.  1*4.  ^ 
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or  il  sera  possible  de  satisfaire  à  ces  équations ,  si  a  el  b  sont  de  même 
espèce,  si  b  est  compris  entre  les  limites  y/(4a)  et  V{^a  —  2) — 1  » 
enfin  si  a  est  impair  ou  double  d'un  impair.  Il  y  aurait  d'autres  valeurs 
de  a  et  de  b  qui  permettraient  d'effectuer  la  résolution  des  équations 
(i)  ;  mois  il  suffira  de  considérer  celles  dont  nous  venons  de  faire 
mention. 

(28)  Si  l'on  fait  successivement  b  =  y/fa  et  b=  i/(3a  —  2) —  l, 
on  trouvera  que  les  limites  de  b  correspondantes  au  nombre  donné  A  , 
sont 

'>^V["-5+(^)-]> 

et  si  on  suppose  que  A  est  un  grand  nombre ,  on  aura  à  peu  près 

»<v/£.»>/£ 

Connaissant  les  diverses  valeurs  de  b  par  ces  limites  ,  on  connaîtra  a 
par  l'équation  a  —  b-\-  ^(A  —  b)  ;  et  comme  a  —  b  doit  être  pair  , 
il  s'eusuit  que  ^—^  est  un  entier.  Soit  cet  entier  =  jc  ,  on  aura 

b  =  A  —  mx , 
K  '  a  =  b  -f-  2.r. 

Cela  posé,  on  peut  démontrer  les  propositions  suivantes. 

(29)  Théorème  V.  «  m  étant  un  nombre  impair ,  si  A  est  un  nombre 
»  donné  quelconque  >  a8/»' ,  je  dis  que  A  sera  décomposable  en  quatre 
"  polygones  de  l'ordre  m  -f-  2.  » 

Les  limites  de  b  étant  connues  ,  on  connaîtra  celles  de  .r  par  l'équation 

X=A~~  ,  Supposons  que  la  différence  des  limites  de  b  soit  égale  à 

2m  ou  plus  grande  que  2m,  alors  la  différence  des  limites  de  jc  sera 
égale  à  2  ou  plus  grande  que  2  ;  donc  jc  aura  au  moins  deux  valeurs 
consécutives  /< ,  /<  +  1  ;  et  puisque  m  est  impair  ,  les  deux  valeurs  cor- 
respondantes de  b  ,  tirées  de  l'équation  b=  A — nu: ,  seront  l'une  paire, 
l'autre  impaire.  Eu  prenant  la  valeur  impaire,  le  nombre  a  sera  aussi 
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impair ,  puisqu'on  a  a  =  b  -f-  ax  ;  on  pourra  donc  résoudre  les  équa- 
tions (i).  Donc  pour  que  le  nombre  A  soit  décomposante  en  quatre 

polygones  de  l'ordre  ro  -h  2,  il  suffit  qu'on  ail  \  f  —  \J  —  >  *rn, 

ou  A  >  m3  (  \/8  -h  v/6)»,  ou  plus  simplement  A  >  28m3  j  ce  qui  s'ac- 
corde avec  l'énoncé  du  théorème. 

On  voit  que  ce  théorème  est  d'une  grande  généralité  ,  puisqu'il 
s'applique  à  tous  les  nombres  plus  grands  que  la  limite  28/n3,  et  qu'il 
suppose  seulement  que  l'ordre  des  polygones ,  désigné  par  m  +  a  , 
est  impair. 

(30)  Théorème  VI.  «  m  étant  pair ,  tout  nombre  impair  A  >  jm', 
»  sera  décomposable  en  quatre  polygones  de  l'ordre  m  -f-  2  ;  et  tout 
m  nombre  pair  A-j-  1  >  7m1  sera  décomposable  en  cinq  polygones  dont 
»  un  sera  égal  à  l'unité.  » 

En  effet ,  si  A  est  impair  et  m  pair ,  il  résulte  immédiatement  des 
équations  (3)  que  b  et  a  sont  des  nombres  impairs,  quel  que  soit  x  ; 
ainsi  la  solution  sera  toujours  possible  s'il  y  a  une  valeur  de  x  comprise 
entre  les  limites  requises ,  c'est-à-dire  si  les  limites  de  b  diffèrent 
entr'elles  d'une  quantité  plus  grande  que  m.  On  devra  donc  avoir 

\/ Qm~)  —  \J (~^~)  >  m  >  ce  1ui  donne  A  >  7m3. 

Quant  à  la  seconde  partie  du  théorème  ,  elle  suit  immédiatement 
de  la  première ,  puisqu'en  retranchant  1  du  nombre  pair  donné , 
on  a  un  nombre  impair  qui  est  décomposable  en  quatre  polygones  de 
l'ordre  m  -f-a. 

(31)  Théorème  VII.  «  Si  m  est  pairement  pair  ou  de  la  forme  4«, 
»  tout  nombre  pair  A  >  a8/«3  sera  décomposable  en  quatre  polygones 
»  de  l'ordre  m  -f-  2.  » 

Car  puisqu'on  &  a  =  A— •  ( /n-f-  a  )  .r ,  s'il  y  a  deux  valeurs  x  =  h  , 
x=A-f-  1  ,  comprises  entre  les  limites  qui  conviennent  à  x  ,  ou  si 
l'on  a  A  >  28m3,  et  qu'on  appelle  a ,  a'f  les  deux  valeurs  correspon- 
dantes de  a  ,  on  aura  a  —  a'  =  m  —  3  =  4/»  —  2;  donc  des  deux 
nombres  a,  a',  il  y  en  aura  un  impairement  pair,  et  la  solution  sera 
possible. 

(3a)  Théorème  VIII.  «  Si  m  est  impairement  pair  ou  de  la  forme  4n~\"h 
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»  tout  nombre  impairement  pair  A  >  jm3  sera  décomposable  en  quatre 
«  polygones  de  l'ordre  m  -f-  2.  » 

Car  puisqu'on  a  a=A  —  (m  —  2  )  .r ,  et  que  m  —  3  est  de  la  forme 
4«  >  le  nombre  a  sera  impairement  pair  ,  quel  que  soit  x.  Il  mi  dit  donc 
que  x  ait  une  valeur,  c'est-à-dire  qu'on  ait  A  >  jrn3,  et  la  solution  sera 
toujours  possible. 

Au  moyen  de  ces  propositions ,  il  est  démontre  que  tout  nombre  A 
qui  passe  une  certaine  limite,  est  décomposable  en  quatre  polygones  de 
l'ordre  m  -f-  2  ,  excepté  seulement  le  cas  où  m  -f-  2  et  A  seraient  l'un  et 
l'autre  divisibles  par  4-  Or  ce  cas  même  peut  être  réduit  à  la  moitié  de 
son  étendue  par  la  proposition  suivante. 

(53)  Théorème'  IX.  «  Si  m  est  impairement  pair  ,  ou  de  la  forme 
m  4/M'  +  2  »  tout  nombre  pairement  pair  ^A'  >  a8f/iJ  sera  décompo- 
>i  sable  en  quatre  polygones  de  l'ordre  m  -f-  2  ,  pourvu  que  A'  —  m 
n  soit  impair.  » 

Car  puisqu'on  a  a  —  ^A* — l^m'x  et  b  =  ^A' — %x  ,  si  l'on  fait 
j  a  =  a'  et  {b  —  b',  la  résolution  des  équations  (1)  pourra  être  donnée 
par  celles  des  mêmes  équations  où  l'on  mettrait  a'  et  b'  à  la  place  de  a  et  £; 
alors  on  aurait 

a  =  A'  —  m'x , 
b'  =  2«'  —  x. 

Or  puisqu'on  suppose  A'  —  m' impair,  si  on  a  une  valeur  impaire  de  xt 
les  nombres  a'  et  b'  seront  impairs,  et  on  pourra  résoudre  les  équa- 
tions (1).  Il  suffit  donc  pour  cela  que  les  limites  de  x  diffèrent  entre 
elles  de  deux  unités  au  moins  ,  ce  qui  aura  lieu  si  on  a  4 .  /    •  28/»'. 

11  est  inutile  de  pousser  plus  loin  ces  recherches  ,  puisque  s'il  existe 
des  cas  où  un  nombre  pairement  pair  qui  surpasse  la  limite  28/0% 
ou  telle  autre  qu'on  pourrait  assigner  ,  n'est  pas  décomposable  en 
quatre  polygones,  on  est  sûr  que  ce  même  nombre  sera  décomposable 
en  cinq  polygones  dont  l'un  sera  égal  à  l'unité.  Nous  allons  faire  voir 
maintenant ,  par  un  exemple  ,  comment  on  peut  déterminer  directement 
les  polygone»  dont  se  compose  un  nombre  donné  quelconque. 

1 

(34)  Soit  proposé  de  décomposer  le  nombre  C484  en  huit  ou  en  un 
moindre  nombre  d'octogones. 

11  faut,  d'après  le  théorème  général ,  que  A  —  r  soit  décomposable 
en  quatre  octogones,  A  é.lant  le  nombre  proposé  6484 ,  et  r  étant  égal 
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à  l'un  des  nombres  o,  i ,  a,  3,  4.  Or  dans  le  cas  de  m.  =x  6 ,  les  limites 

de  1  sont ,  suivant  les  formules  de  l'art.  a8  , 

On  satisfera  toujours  à  ces  limites ,  en  faisant  daus  la  première  r  =0,  et 
dans  la  seconde  r  =4,  ce  qui  donnera 

Ainsi  on  pourra  prendre  pour  b  un  terme  quelconque  de  la  suite 

8i,8a,83  94  ■ 

Pour  déterminer  x,  on  a  l'équation  x  =  — ^—  =  1080  — ( — g — ) , 

d'où  il  résulte  que  b~*~ç~'*  doit  être  un  entier  ;  ainsi  le  nombre  b  devra 

être. de  l'une  des  formes  6n  +0,  1 ,  a  ,  3,4,  auxquelles  répondent  les 
valeurs  r =4,  3 ,  2  ,  1,0.  Cela  posé ,  en  se  conformant  aux  limites  trou- 
vées ,  on  aura  les  valeurs  de  b  et  r,  ensuite  celles  de  x  et  a,  comme 
il  suit: 


b  =  81 
b  =3  83 
b  —  84 
Z>  =  85 
b  =  8G 
£  =  87 
£  =  88 
i  =  90 
£  =  91 
b  =  9a 
£  =  93 

*  =  94 


r  =  1  , 
r  =  o  , 

r=  3, 
r  =  2  , 
r=  1  , 
r  =  o  , 

-==4, 
/•  =  3 
r  =  2 
r  =  1 
r 


a:  =  1067  , 
x  =  1067  , 


a  =  22i5  , 
a  =  3216  , 


x  =  1066  .    «  =  2216 


9 

9 
1 

o  , 


X  SB   1066  , 

X  =  1066  , 
x  =  1066  , 
x  —  1066  , 
x  =  io65  , 
x  =  106 5  , 
x  =  io65  , 
x  =  io65  , 
Jf  ES3  io65  , 


a  =  2217  , 
a  =  2218  , 
a  =  3219  , 
a  =  2230  , 

a  =  2220  , 

a  =  2221  , 

a  =  2222  , 

a  =  3223  , 

a  =  2224. 


De  là  se  déduisent  plusieurs  solutions  du  problème  proposé. 

i*.  Les  trois  valeurs  impaires  de  a  et  b  auxquelles  correspond  la 
valeur  r  =  1  ,  donneront  trois  solutions  dont  le  résultat  est  que  le 
nombre  proposé  G484  se  forme  de  quatre  octogones  et  d'un  cinquième 
égal  à  l'unité. 

a*.  Les  deux  valeurs  impaires  de  a  et  b  auxquelles  répond  la  va- 
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lcurr=3,  donneront  deux  solutions  par  lesquelles  le  nombre  pro- 
posé se  décompose  en  sept  octogones,  dont  trois  sont  égaux  a  l'unité. 

3*.  Les  deux  valeurs  impairement  paires  de  a  qui  correspondent  à 
la  valeur  r  =  a  ,  donneront  deux  solutions  par  lesquelles  le  nombre 
proposé  se  décompose  en  six  octogones  dont  deux  sont  égaux  à 
l'unité. 

4*.  Les  deux  valeurs  pairement  paires  de  a  auxquelles  répond  la  va- 
leur r  =  4,  sont  encore  admissibles,  parce  que  le  nombre  a  —  \b*  qui 
en  résulte,  peut  être  décomposé  en  trois  carrés.  On  obtient  par  là  deux 
autres  décompositions  du  nombre  donné  en  huit  octogones,  dont  quatre 
sont  égaux  à  l'unité. 

• 

5°.  Enfin  si  on  voulait  déduire  trois  autres  solutions  des  valeurs  de 
a  et  b  qui  correspondent  à  la  valeur  r=o,  on  trouverait  que  ces  solu- 
tions ne  peuvent  avoir  lieu,  parce  que  dans  ces  trois  cas  le  nombre 
(t — \b*  se  rapporte  à  la  forme  4'(8« — i),  qui  n'est  point  décompo- 
sable  en  trois  carrés.  Nous  conclurons  de  là  qu'il  n'est  pas  possible  de 
décomposer  le  nombre  donné  6484  en  quatre  octogones  seulement,  au 
moins  tant  qu'on  prend  b  supérieur  à  la  limite  t/(  3«  —  2  )  —  I.  Mais 
il  peut  arriver  qu'en  prenant  des  valeurs  de  b  inférieures  à  cette  limite, 
on  trouve  des  solutions  admissibles. 

En  efTet ,  les  valeurs  de  b  qui  répondent  à  r  =0,  étant  <y\ ,  88  et  S 2 , 
celle  qui  suit  immédiatement  est  £=76;  cette  valeur  donne  a  =  2212, 
et  a—\  b%  =  768=4*.  3  ,  nombre  qui  est  décomposable  en  trois  carrés. 
On  trouve  ensuite,  par  les  formules  de  l'art.  io,  que  l'une  des  solutions 
est  admissible ,  puisqu'elle  donne  $  =  43 ,  /  =  u  =  t»  =  1 1  ;  donc  le 
nombre  proposé  G484  est  égal  à  la  somme  des  quatre  octogones  dont 
les  cotés  sont  43 ,  11,  11,  11. 

On  remarquera  que  le  nombre  6484  >  28/0*  a  été  choisi  de  manière 
qu'il  ne  soit  pas  compris  dans  le  théorème  IX ,  et  cependant  il  se  trouve 
décomposable  en  quatre  octogones  seulement. 
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§  III.  Méthodes  nouvelles  pour  la  résolution  approchée  des 

équations  numériques. 

Nous  nous  proposons  de  faire  voir  comment  on  peut  trouver ,  avec 
tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra  ,  les  racines  réelles  d'une  équa- 
tion proposée  ,  sans  qu'on  ait  aucune  connaissance  préliminaire  de  la 
grandeur  et  du  nombre  de  ces  racines.  Les  méthodes  que  nous  donne- 
rons pour  cet  objet  ,  ne  supposent  que  des  préparations  qui  tiennent 
à  la  nature  de  ces  méthodes ,  et  peuvent  s'appliquer  directement  à 
toute  équation  proposée.  La  première  exige  cependant  qu'on  con- 
naisse une  limite  supérieure  à  la  plus  grande  des  racines  ;  la  recherche 
de  cette  limite  est  donc  le  premier  objet  dont  nous  allons  nous  occuper. 

Limites  des  Racines  réelles. 

(■^5)  Il  suffira  de  chercher  la  limite  des  racines  positives  ;  car  en 
niellant  —  x  à  la  place  de  xt  ou  changeant  les  signes  des  termes  de 
rang  pair  ,  les  racines  qui  étaient  négatives  deviendront  positives  à  leur 
tour  ;  de  sorte  qne  la  règle  trouvée  pour  les  racines  positives,  s'appliquera 
également,  mutatis  mu  tandis  t  aux  racines  négatives. 

Soit  l'équation  proposée  du  degré  n  , 

x'  dtz  A,x'—  =i=  Arx^-%  rfc  JgX—3  d=  AH  =  o, 

dans  laquelle  i  est  le  coefficient  du  premier  terme ,  et  A,  est  le  coeffi- 
cient du  terme  afTecté  de  la  puissance  x*~'  ;  pour  avoir  la  limite  supé- 
rieure des  racines  réelles  et  positives ,  il  faut  distinguer  deux  cas. 

i°.  Si  le  second  terme  a  un  coefficient  négatif  qui  ne  soit  surpassé 
par  aucun  des  autres  coefficiens  négatifs;  je  dis  que  ce  coeflicient, 
augmenté  d'une  unité ,  sera  plus  grand  que  la  plus  grande  racine 
positive. 

En  eflèt ,  si  une  valeur  positive  de  x  pouvait  être  plus  grande  que 
i  ■+■  y  ce  serait  dans  le  cas  où  tous  les  coefficiens  seraient  négatife 
et  égaux  à  At ,  ensorte  que  l'équatiou  à  résoudre  fût 

*'  —  AjPTx  —  Alx*~*  —  Atx—3  —  A,  =  o. 
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Mais  dans  ce  cas  même  ,  si  l'on  fait  i=i+i,,on  aura  x* — Atx*~* 

=  x"_I,  x*-' —  J,x*~'  =  or"-* ,  etc.,  de  sorte  que  le  premier  membre 

se  réduit  à  -f*  i  j  doue  on  a  toujours  .r  <  i  -\-A,. 

a\  Si  le  plus  grand  coefficient  négatif  n'est  pas  celui  du  second  terme, 

i  > 

soient  At  et  Ak ,  les  deux  coeffkiens  négatifs  pour  lesquels  y/Ai  et  y/Ak 

■  i 

sont  les  plus  grands  possibles;  je  dis  qu'on  aura  toujours  x<  V^Ac\-y/Ak. 

En  effet,  soit  a  le  plus  grand  de  ces  deux  radicaux,  et  b  l'autre;  il 
n'y  aura,  par  hypothèse  ,  qu'un  seul  terme  négatif  de  l'équation  repré- 
senté par  — a'x"-';  tous  les  autres  qu'on  peut  représenter  généralement 
par —  c'x"-r,  seront  tels  qu'on  ac=i  pour  l'un  au  moins  de  ces  termes, 
et  c  <  b  pour  tous  les  autres.  Donc  l'hypothèse  qui  rend  x  le  plus  grand 
est  celle  où  l'équation  à  résoudre  serait 

I.e  premier  membre  se  réduit  à  x"  —  x°~'  (  a' —  l')  —  b  (^x~_  ^ ,  et  si 
l'on  fait  x=  a-\-b,  il  devieut 

quantité  toujours  positive,  puisqu'on  suppose  <f>£,  et  qu'on  a  en 
général  ("a~       Doue  la  plus  grande  racine  positive  de 

l'équation  proposée  est  plus  petite  que  a-\-b>  ou  <  y/Ai , -f-  v/y/,. 

Si  l'équation  proposée  n'avait  qu'un  seul  terme  négatif  —  Akx'-\ 

■ 

la  limite  de  x  serait  simplement  y/Ak ,  ce  qui  peut  se  vérifier  immé- 
diatement. 

Définition  îles  Fonctions  oniales. 

(56)  Nous  appellerons  fonction  omalc  de  x,  toute  fonction  qui  a  la 
propriété  d'être  toujours  croissante  ou  toujours  décroissante  à  mesure 
que  X  augmente  dans  le  sens  positif,  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  go  . 

Nous  supposerons  toujours  x  positif,  et  cependant  la  fonction  omalc, 
considérée  comme  l'ordonnée  d'une  courbe ,  pourrait  être  positive  dans 
une  partie  de  la  ligne  des  abscisses  ,  et  négative  dans  l'autre  ;  mais 
nous  ne  considérerons  que  les  fonctions  omales  qui  demeurent  cons- 
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tammenl  positives  pour  toute  valeur  de  x ,  depuis  x  =  o  jusqu'à 

x=  oo  . 

11  suit  de  notre  définition,  que  pour  toute  fonction  omale  le 

coefficient  différentiel  -grr  est  toujours  de  même  signe,  depuis  x=o 

jusqu'à  x  =  oo  .  II  sera  positif  pour  les  fonctions  ennuies  croissantes , 
et  négatif  pour  les  fonctions  omales  décroissantes. 

(37)  On  peut  donner,  comme  exemples  des  fonctions  omales,  les 
valeurs  suivantes  de  <p(x),  dans  lesquelles  nous  supposons  tous  les  coeffi- 
ciens  positifs, 

<p(jr)  es  Ax»  +  Bar-1  4-  Cx~  +  K , 

<p{x)  =  x  +  -4-  H-  7—7-—  -h 

La  première  et  la  seconde  sont  croissantes,  l'une  depuis  $(o)  =  K 
jusqu'à  f  (ao  )=  00  ,  l'autre  depuis  <f>(6)  =  o  jusqu'à  <p(oo  )  =  00  ;  la  troi- 
sième décroît  continuellement  depuis  <p(o)  =  1  -f-  ~  -f-  ~  -\-  £  jusqu'à 
=  1. 

Si  on  trace  la  courbe  qui  a  pour  équation  y  =<p(x) ,  cette  courbe 
montera  ou  descendra  graduellement,  depuis  la  première  ordonnée  ^(o) 
jusqu'à  la  dernière  p(oo  ) ,  ensorte  que  la  même  ordonnée  ne  pourra 
jamais  répondre  à  deux  abscisses  différentes. 

Donc  c  étant  nn  nombre  positif  donné  compris  entre  p(o)  et  ^00), 
l'équation  c  =  p(.r)  aura  toujours  une  racine  positive,  mais  elle  n'eu 
pourra  avoir  qu'une. 

Si  c  n'était  pas  compris  entre  les  lidÉtes  <p(o)  et  <p(oo  ) ,  l'équation 
c  =  <p(x)  n'aurait  aucune  racine  positive. 

Résolution  de  f  Équation  omale  c  =  p(x). 
• 

(38)  Imaginons  qu'on  décrive  la  courbe  dont  l'équation  est  yz=ç(x)9 
et  supposons  d'abord  que  la  fonction  pfa)  soit  croissante,  et  qu'en  même 
tems  la  courbe  soit  concave  vers  l'axe. 
Fig.  j.     Soit  A  le  premier  point  de  cette  courbe,  où  l'on  a  x=ro,  r=<p(o>. 
A  la  distance  s  de  l'axe  des  x  menons  la  droite  CM  parallèle  à  cet 
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âxe,  laquelle  rencontre  en  C  l'ordonnée  prolongée  du  point  A,  et  en 
M  la  courbe  CM ;  il  faut  déterminer  l'abscisse  du  point  M  qui  sera 
la  valeur  do  la  racine  cherchée. 

Pour  cela,  menons  en  A  la  tangente  Akt  qui  rencontre  en  A  la 
droite  CM,  et  appelons  k  l'abscisse  du  point  A-;  nous  aurons,  en 

supposant  dj^= 

,       c  —  g(o) 

Par  le  point  *  menons  une  perpendiculaire  à  Ck ,  qui  rencontre 
la  courbe  en  n;  au  point  n  menons  la  tangente  nk'y  qui  rencontre 
en  k'  la  droite  CM-,  si  on  appelle  A'  l'abscisse  du  point  k',  on  aura 
de  nouveau 

Déterminant  de  même  A*  par  l'équation 

et  ainsi  de  suite,  il  est  évident  que  la  limite  vers  laquelle  convergent 
les  termes  de  la  série  croissante  À-,  k',  k",  etc.  sera  la  valeur  cher- 
chée de  x. 

On  voit  donc  que  pour  résoudre  l'équation  omale  c  =  <p(x)t  il  fau- 
dra calculer  successivement  les  quantités  A  ,  A7,  A",  etc.  d'après  les 
formules 

*—     f'(o)  ' 
etc. 

et  la  dernière  des  quantités  A,  A',  A",  etc.,  ou  la  limite  vers  laquelle 
elles  tendent,  sera  la  valeur  de  X. 

(39)  Il  est  bon  de  remarquer,  i\  que  les  premiers  termes  de  la 
suite  k,  A7,  Ar",  etc.  n'ont  pas  besoin  d'être  calculés  très-exactement; 
ce  n'est  que  lorsqu'on  est  parvenu  à  deux  termes  peu  différons  l'un 
de  l'autre ,  qu'il  importe  de  continuer  le  calcul  avec  toute  la 
qu'on  veut  obtenir  dans  le  résultat* 


5a  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

a*.  Que  si  on  sait  d'avance  que  x  doit  être  alors  il  faudra 

supprimer  la  première  des  équations  de  l'article  précédent,  et  partir 
de  la  valeur  donnée  k  pour  déterminer  toutes  les  autres  k,  k",  etc.,  ce 
qui  abrégera  le  calcul. 

Fig.  a.  (4°)  Supposons  maintenant  que  <p(x)  soit  une  fonction  décroissante  , 
telle  cependant  qu'on  ait  p(o)  égale  à  une  quantité  finie  ;  alors  la 
construction  se  fera  comme  elle  est  indiquée  dans  la  figure  2;  et  parce 
que  <?'(>)  devient  négatif  dans  ce  cas,  les  formules  pour  calculer 
successivement  k,  k'f  k",  etc.  devront  être  écrites  comme  il  suit  : 

1.11        ij   1    0(JO  —  c 

etc. 

On  fera  d'ailleurs,  pour  ce  cas,  les  mêmes  observations  que  dam 
l'article  précédent. 

(40  Un  troisième  cas  à  considérer  est  celui  où  la  fonction  <p{x) 
est  décroissante  ,  mais  telle  qu'à  l'origine  des  xy  ou  ait  ip(o)  =  00  .  Dans 
ce  cas,  il  faut  qu'en  supposant  x  infiniment  petit,  la  valeur  de  ?(.r) 
se  réduise  à  la  forme  Ax~ m-f-  etc.  On  aura  donc  sfx~m  <ic ,  et  par 

conséquent  x>  \/  —,  Cela  posé,  il  faut  prendre  À  =  y/f-J,  et  par- 
tir de  la  première  valeur  .r=  A-  pour  calculer  ensuite  les  termes  k'y  k"f  etc. 
par  les  formules  de  l'article  précédent.  La  limite  de  ces  termes  sera 
la  valeur  cherchée  de  x. 

Il  peut  y  avoir  d'autres  cas  que  ceux  qui  sont  représentés  par  les 
figures  1  et  a  ;  nous  les  examinerons  ci-après  ,  article  76. 

Méthode  pour  avoir  la  plus  grande  Racine  positive  d'une  équation  proposée. 

(4»)  Pour  écarter  toute  difficulté  étrangère  à  notre  objet,  nous  sup- 
poserons constamment  que  l'équation  proposée  n'a  point  de  racines 
égales,  et  quelle  .  n'est  point  divisible  par  x.  Cela  posé,  on  com- 
mencera par  déterminer  la  limite  supérieure  des  racines  positives, 
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comme  il  a  été  dit  dans  l'article  35.  Soit  et  cette  limite  ;  on  aura  donc 
la  racine  cherchée  x  <  a. 

Si  on  fait  passer  dans  le  second  membre  de  l'équation  proposée  tous 
les  termes  négatifs ,  cette  équation  prendra  la  forme  suivante  : 

*"  0      î  +  S  +  elc  )  —  ax"~X  +  bx"~k"  +  c-r"~*"'  +  de.  , 

où  tous  les  coefficiens  sont  positifs  et  où  il  faut  observer  que  les 
deux  polynômes  ne  peuvent  être  complets,  sans  quoi  la  même  puis- 
sance de  x  se  trouverait  à-la-fois  dans  les  deux  membres. 
Cela  posé ,  si  l'on  fait 


la  fonction  $(x)  sera  une  fonction  omale  croissante  de  x ,  et  on  aura 
à  résoudre  l'équation  x"==<p(x). 

Pour  cela  supposons  qae  l'on  construise  sur  la  même  ligne  des  Fig.  3. 
abscisses,  et  dans  le  sens  positif  seulement,  les  deux  courbes  dont  les 
équations  sont  j  =  x",  jr=<p(x);  désignons  par/*  le  point  d'intersec- 
tion de  ces  deux  courbes  qui  répond  à  la  plus  grande  racine  x=r; 
la  racine  r  étant  plus  petite  que  et,  si  on  fait  x  =  at  dans  ■?.-'  )>  on 
aura  une  ordonnée  0(a)  plus  grande  que  l'ordonnée  r"  du  point  P  ; 
car  <p{x)  étant  une  fonction  omale  croissante,  si  l'on  a  *>r,  il  faut 
qu'on  ait  aussi  <p(at)>  <p(r),  ou  <p(a)  >r". 

Soit  n  le  point  de  la  courbe  y  =  <p(x)  qui  répond  à  l'abscisse  x=a; 
si  on  mène  par  le  point  n  une  parallèle  à  la  ligne  des  abscisses  qui 
rencontre  en  m  la  courbe /  =  x",  l'abscisse  correspondante  au  point 
m  étant  nommée  et',  loi-donnée  en  m  sera  («')">  ainsi  on  aura  («')"=p(a), 

et  par  conséquent  a'=  y/p(at). 

Comme  on  a  <p(a)  >  r",  il  s'ensuit  qu'on  a  aussi  <*'>r;  mais  a'  est 
plus  approchée  de  r  que  at. 

L'abscisse  a  détermine  sur  la  courbe  j=q(<x)  un  second  point  n' 
dont  l'ordonnée  est  <?(<*')'>  si  par  ce  point  on  mène  une  parallèle  à  la 
ligjne  des  abscisses  qui  rencontre  en  m'  la  courbe  jr  —  xx1  l'abscisse 

correspondante  au  point  m'  étant  nommée  a",  on  aura  a"=v  <pV), 
et  l'abscisse  a"  sera  encore  plus  grande  que  celle  qui  repond  au  point 
d'intersection  P,  mais  elle  doit  en  approcher  plus  que  et'. 

5 
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Il  est  inutile  d'entrer  dans  de  plus  grands  détails,  et  on  voit  qu'en 
partant  de  la  limite  supérieure  &>xt  si  on  calcule  les  termes  suc- 
cessifs a! y  «",  etc.  par  les  formules 

a'=V/p(*),       a"=i/<p(*'),       a'"=v/<p(a"),  etc., 

la  plus  grande  racine  positive  r  de  l'équation  proposée  sera  la  limite 
vers  laquelle  convergent  les  termes  de  la  série  décroissante  a, 
a",  etc. 

Celte  suite  devra  être  plus  ou  moins  prolongée,  selon  qu'on  veut 
obtenir  une  plus  ou  moins  grande  approximation  ;  mais  en  général  la 
convergence  deviendra  manifeste  après  un  petit  nombre  de  termes. 

(43)  Les  premiers  termes  de  la  suite  et ,  a",  etc.  pouvant  être 
fort  éloignés  de  la  racine  que  l'on  cherche,  il  ne  sera  pas  nécessaire 
de  calculer  avec  beaucoup  de  précision  ces  premiers  termes;  mais  lors- 
que deux  termes  consécutifs  commenceront  à  différer  peu  l'un  de  l'autre, 
il  faudra  augmenter  progressivement  le  nombre  des  décimales,  jusqu'à 
ce  qu'on  obtienne  deux  termes  consécutifs  qui  ne  différent  que  dans 
l'ordre  de  décimales  qu'on  veut  négliger.  Pour  parvenir  plus  promple- 
mentau  résultat,  ou  pourra  employer  le  moyen  suivant. 

Désignons  par  a,  et',  et"  les  trois  dernières  valeurs  approchées  de  r; 
aux  points  de  l'axe  qui  correspondent  à  ces  abscisses,  menons  des  or- 
données pt  p'y  p"  égales  respectivement  aux  dislances  m»',  m'n'\  m"n"', 
qui  ont  pour  expression  et" — <p(a)  ,  a" — <*"" — ;  faisons 
passer  une  courbe  parabolique  par  les  extrémités  de  ces  ordonnées, 
et  soit  y  —  A  —  Bz  -f-  Cz*  l'équation  de  cette  courbe,  z  étant  l'abscisse 
comptée  du  point  où  x  =  *.  On  aura,  pour  déterminer  A ,  B ,  C}  les 
équations 

p  =  A, 

p'  z=z  A  —  B(<t  —  *')  -f-  C(et  —  a')-, 
p"=  4  —  B{*  —  a")  -f-  C(a  — «»)•. 

Faisant  ensuite  7  =  0,  on  aura 

d'où  l'on  tire  l'abscisse  cherchée  du  point  d'intersection  r=et  z. 
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(44)  Si  l'équation  proposée  ne  devait  avoir  aucune  racine  positive , 
on  trouverait  que  la  suite  a,  a,  a',  a'",  etc.  n'a  point  de  limite,  et 
que  les  termes  décroissent  successivement  jusqu'à  devenir  nuls.  On  n'en 
conclura  cependant  pas  qu'il  y  a  une  racine  égale  à  zéro,  car  celte 
racine  est  toujours  exclue. 

On  peut  d'ailleurs ,  pour  abréger  le  calcul ,  chercher  d'avance 
la  limite  inférieure    des  racines  positives.    Il   faut  pour  cela  faire 

et  après  avoir  trouvé  ,  par  la  méthode  de  l'article  35 ,  la  li- 
mite supérieure  de  z ,  qu'on  appellera  A ,  on  en  conclura  que  la  plus 
petite  valeur  positive  de  x  est  >      Donc,  dès  que  la  suite  *, 

*",  etc.  descend^  jusqu'à  un  terme  <  *- ,  on  sera  sûr  que  la  racine  cher- 
chée n'existe  pas.  Ce  procédé  s'applique  au  cas  où,  ayant  déjà  déter- 
miné toutes  les  racines  positives  r,  r',  r",  r"',  etc.,  la  recherche  d'une 
racine  de  plus  doit  conduire  à  une  impossibilité. 

Manière  de  trouver  les  autres  racines  positives  de  la  même  équation. 

I 

(45)  La  plus  grande  racine  r  étant  trouvée,  nous  chercherons  d'abord 
celle  qui  la  suit  immédiatement  par  ordre  de  grandeur ,  et  que  nous 
désignerons  par 

Pour  cela,  le  moyen  le  plus  simple  est  de  revenir  à  l'équation  pri- 
mitive X=  o  ,  et  de  diviser  son  premier  membre  par  x  —  r j  on 
aura  l'équation  du  degré  n — î  qui  contient  les  autres  racines,  parmi 
lesquelles  celle  que  nous  cherchons  maintenant ,  et  que  nous  avons 
désignée  par  r',  est  la  plus  grande. 

La  nouvelle  équation  à  résoudre  pourra  être  mise  sous  la  forme 
ar"-'  =  4(-r)»  "\(x)  étant  une  fonction  omale  de  x.  On  procédera  donc 
à  sa  résolution  par  la-  même  méthode  qui  a  été  suivie  pour  l'équalion 
jc'  =  (f>(x)y  et  eu  observant  que  la  limite  des  racines  est  connue  d'avance, 
puisqu'on  doit  avoir  r'<  /'. 

Il  est  clair  qu'en  continuant  ces  opérations  on  trouvera  successive- 
ment les  autres  racines  positives  r",  r'",  etc. ,  s'il  en  existe  :  et  lorsque 
la  racine  cherchée  n'existe  pas ,  le  calcul  en  manifestera  de  lui-même 
l'impossibilité,  comme  nous  l  avons  remarqué  dans  l'article  44. 

(46)  La  division  de  l'équation  proposée  par  x  —  r  peut  s'exécuter 
de  la  mauière  suivante. 
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En  prenant  la  même  valeur  de  <p(x)  que  dans  l'article  4a  ,  l'équation 
proposée  *■  =  <?(•*),  exprimée  de  la  manière  ordinaire,  est 

X>  +  fx—>  -f-  gx~  -f-  etc.  =  ax°-k  -f-  bx—k~l  +  ex—*—  -f-  etc. 

Soit  le  premier  membre  =  P(x— r)+p ,  et  le  second  =  Q(x— r)-f-f, 
p  et  (f  étant  les  restes  de  la  division  des  deux  membres  par  x-r; 
puisque  la  valeur  xssr  satisfait  à  l'équation,  on  devra  avoir  p=q  , 
et  par  conséquent  l'équation  du  degré  n  —  i  qui  reste  à  résoudre, 
est  P  = 
Soit 

P  =  x"-'  -f-  /'x— »  -f-  g-'-*"-3  -f-  A'x— 4  -f-  etc. , 
Q  =  a'x— t-.  -f-  i'x— -h  c'x-i-3  •+-  etc.  ; 

on  aura  évidemment 

f  »  /  +  r,  a'  = 

A'  =  h  -f-  ff'r,  c'  =  c  -f-  5'r, 

etc.  etc. 

Nous  aurons  donc  l'équation 

x— '-f-/'*— +s'x"-3-}-etc.  =  «'jc-'--r-t'x-*--r-c^"~,"sH-e*c-» 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  x"-*  =  p,(x),  en  prenant  une  nou- 
velle fonction  omale  <p,(x) ,  ainsi  exprimée  : 

-  .        o'x— -+-  i'x»-*-1  -H  c'a"-*"5  -f-  etc. 
<P,(X)  =   jr  -7  • 

11  faut  observer  cependant  que  comme  le  polynôme  x*~'  -f-  f'x*** 
-f- £'x""3  +  etc. ,  contiendra  nécessairement  toutes  les  puissances  de  x 
inférieures  à  »— 1 ,  il  y  aura  des  réductions  à  effectuer  entre  les  derniers 
termes  de  ce  polynôme  et  ceux  du  polynôme  a'x*~ k~ 1  -f- A'x"-*-' -f- etc. 
En  général,  dans  la  valeur  de  <p4(x)  il  faudra  réduire  le  terme  Mx"~l~'t 
pris  dans  le  numérateur,  avec  le  terme  iVx- *— pris  dans  le  dénomi- 
nateur, et  porter  la  différence  des  coefficiens  où  il  y  aura  excès, 
c'est-à-dire  mettre  (M—N)x'~i-i  dans  le  numérateur,  si  on  a  M>Ny 
et  (iV—  M)x~k~i  dans  le  dénominateur,  si  on  a  M<N. 

Cette  opération  étant  faite,  on  aura  à  résoudre  l'équation  x"—=^,(-r), 
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dont  on  sait  que  la  plus  graude  racine  /■'  doit  être  <>.  Connaissant 
-celle  seconde  racine  /•',  on  procédera  semblablement  pour  avoir  la 
troisième  r",  et  les  suivantes,  s'il  y  a  lieu. 

(47)  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  s'applique  de  même 
aux  racines  négatives  ;  ainsi  on  peut  trouver  par  son  moyen  toutes  les 
racines  réelles  d'une  équation  numérique  :  peut-être  cette  méthode  est- 
elle  ce  qu'on  peut  proposer  de  plus  simple  et  de  plus  général  pour  la 
résolution  des  équations  numériques,  au  moins  tant  qu'il  n'y  a  pas  de 
circonstance  particulière  qui  puisse  aider  à  trouver  les  racines. 

On  pourrait,  sans  changer  la  forme  de  l'équation  proposée  x"=<p(x)t 
trouver  successivement  toutes  ses  racines,  aiynoyen  d'une  construction 
géométrique  qui  ferait  connaître  les  divers  points  d'intersection  P,  P', 
P",  elc.  des  deux  courbes  *■  =r  je",  yz=.$(x)  ;  mais  la  détermination  du 
second  point  P',  et  en  général  de  tous  ceux  qui  ont  un  rang  pair, 
serait  beaucoup  moins  facile  que  celle  du  premier  point  P  et  de  tous 
ceux  dont  le  rang  est  impair.  Et  puisque  tout  embarras  peut  êlre  évité 
par  les  divisions  successives  ou  les  opérations  équivalentes  que  nous 
avons  indiquées ,  nous  nous  abstiendrons  d'entrer  dans  d'autres  détail» 
sur  ces  recherches. 

Seconde  méthode  pour  la  résolution  des  équations  numériques. 

(48)  Etant  proposé  l'équation  du  degré  n, 

x"  4-  fx—'  +  gx"—  H-  hx'-3  -f-  etc.  =  o , 

dont  nous  désignerons  le  premier  membre  par  F\x)  ,  prenons  un 
nombre  n  de  fadeurs  1 -f-x,  a-f-x,  3 -f-x,.  . . .« -+-JC,  et  supposons 
que  le  premier  membre  soit  divisé  par  le  produit  de  tous  ces  facteurs  j 
on  aura  d'abord  le  quotient  1  égal  au  coefficient  du  premier  terme  , 
ensuite  on  pourra  supposer  que  le  reste  est  décomposé  en  fractions 
partielles,  de  manière  que  l'équation  proposée  prendra  la  forme 

,  4-  JlL  4.  JËL  4.  -£L...„  a.  JïL  B  0é 


dans  laquelle  (1  ),(»),  (3),  etc.  sont  des  coefficiens  qu'on  déterminera 
de  la  manière  suivante. 
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Soit  en  général  jr-f-A  l'un  des  facteurs  x+i,  x  +  a.7.'.  «r-f-*» 
et  Q(x)  le  produit  de  tous  les  autres  ;  on  pourra  faire 

(*+*)<?(*)  ~~  ' 
ce  qui  donne  *  =  W -(x  +  ^P-C«  +  *)Q(x).  Soit ,  dans  cette  équa- 
tion,  jc  = —  A:,  on  aura 

c'est  l'expression  générale  du  numérateur  de  la  fraction  partielle  qui 
a  pour  dénominateur  A  -\^x. 

Dans  cette  expression,  Q[ — k)  est  le  produit  de  tous  les  facteurs 

(,  — k)  (2 — k)  (3  —  k)  (n—  k),  excepté  celui  qui  devient  zéro  pour 

une  valeur  déterminée  de  k.  Ainsi  on  aura  successivement 

Q( — 1)  =  1.2.3  n — 1, 

«-»)  =  -:=7«-0, 
«-*)  =  .-=! ~  «-»), 

etc.  • 

De  sorte  que  Q( —  k)  sera  positif  pour  toutes  les  valeurs  impaires  de  k, 
et  négatif  pour  les  valeurs  paires. 

Si  F(x)  reste  constamment  positif  pour  toutes  les  suppositions  x=z — 1, 

—  2,  —3  —  n>  il  est  visible  que  le  coefficient  (A)  aura  le  même 

signe  que  Q(—  A),  c'est-à-dire  qu'il  sera  positif  pour  toutes  les  valeurs 
impaires  de  k  ,  et  négatif  pour  toutes  les  valeurs  paires. 

Le  contraire  aura  lieu  si  F(x)  reste  constamment  négatif  dans  toutes 
ces  suppositions. 

Mais  cet  ordre  sera  troublé  si  F[x)  ne  conserve  pas  le  même  signe, 
dans  les  diverses  suppositions  x  = — 1,  — 2,  — 5.... —  n;  en  gé- 
néral, si  F(—k)  et  F(—  A-f-i)  sont  de  signes  contraires,  ce  qui  in- 
diquerait une  racine  négative  entre  a  = —  A  et  x  — — h  —  1,  les 
coefficiens  (A),  (A-f-  1)  seront  de  même  signe;  et  ils  seront  toujours 
de  signes  diflérens  si  F( — A)  et  F( — k — 1)  sont  de  même  sigue. 
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(49)  Désignons  en  général  par  _^L,-^-,  etc.  les  termes 

jf^,  dans  lesquels  (*)  est  positif,  et  par  —  — 

"""P+x  »  etC'  Ceux  ^anS  *esc[ue's  (*)  esl  négatif;  si  on  fait 
<p(a)  =  — ^  f-  ~  1-   f-  etc. ,  • 

l'équation  proposée  se  réduira  à  la  forme 

où  0  (x)  et  4(JC)  sonl  deux  fonctions  omales  décroissantes  de  x. 
Cette  équation  peut  aussi  être  représentée  par 

en  désignant  par  j*a^_  x  I*  somme  des  termes  qui  composent  <p(x) ,  ef 

/»  g 
^-p^  une  somme  semblable  pour  ^(x). 

Suivant  ce  qui  a  déjà  été  dit,  on  voit,  I*.  que  les  diverses  valeurs 
de  a  seront  tous  les  nombres  impairs,  et  les  diverses  valeurs  de  b  tous 
les  nombres  pairs  moindres  que  «,  si  F\ — k)  est  constamment  posi- 
tif; a0,  que  l'inverse  aura  lieu  si  F( — k)  est  constamment  négatif; 
3".  que  cet  ordre  ne  peut  être  troublé  que  lorsque  F\ — K)  et  F( — À- — i) 
sont  de  signes  différons ,  auquel  cas  les  deux  termes  qui  ont  pour  dé- 
nominateurs l-+-x,  Ar -f-i-f-jc  appartiennent  à  une  même  fonction 
Ç(jr)  ou  Donc  quand  il  arrive  que  deux  dénominateurs  consé- 

cutifs A-f-x,  À-f-i-f-x  se  trouvent  dans  la  même  fonction  p(x)  ou 
4(x),  on  en  doit  conclure  qu'il  y  a  une  racine  négative  entre  x=—  k 
et  x— — k — i.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'on  peut  démontrer  immédiatement. 
En  effet,  supposons,  par  exemple,  que  dans  f  (x)  se  trouvent  les  deux 
A"  dt* 

termes   f- 7-7—  ;  si  on    fait    successivement    x  =  —  3 — a», 

or—  —  4~r*ù'  y  a  étant  infiniment  petit,  on  obtient  deux  résultats, 
dont  l'un  est  infini  positif  et  l'autre  infini  négatif.  Donc  il  y  a  une  ra- 
cine entre  — 3  et  — 4- 
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(50)  Maintenant  pour  procéder  à  la  resolution  de  l'équation  ainsi 
exprimée  par  deux  fonctions  omales  simples ,  il  faut  imaginer  qu'on 
construise,  dans  le  sens  des  x  positifs  seulement,  les  deux  courbes  qui 
ont  pour  équations  7-=  i -|-<p'x) ,  j=\,(x) ,  elles  diverses  intersections 
de  ces  courbes  donneront  les  diverses  racines  positives  qu'on  veut  dé- 
terminer. Prenons  d'abord  une  idée  de  la  figure  de  ces  courbes. 

Fig.  4  Soit  OX  la  ligne  des  abscisses  commune  aux  deux  courbes ,  O  l'orî- 
61  gine  des  x  ;  la  première  et  la  plus  grande  ordonnée  de  la  courbe 
y=  i  -4-<p(x)  est  représentée  par  OA  =  î  +<p(o).  Passé  le  point  A, 
l'ordonnée  diminue  de  plus  en  plus,  à  mesure  que  l'abscisse  augmente; 
elle  finit  par  être  égale  à  i  ,  lorsqu'on  fait  x=co.  Ainsi  en  prenant 
OC=i  ,  et  menant  par  le  point  C  une  parallèle  à  la  ligne  des  abscisses, 
celte  parallèle  CL  sera  l'asymptote  de  la  courbe  jr  =  i  -f-  P(x). 

L'autre  courbe  y  =  \{pc)  »  représentée  par  BPLy  a  pour  première 
et  plus  grande  ordonnée  BO  =  4(°)*  Passe  le  point  Bt  l'ordonnée 
diminue  continuellement  et  devient  zéro  lorsque  x  =oo.  Cette  courbe 
a  donc  pour  asymptote  la  ligne  des  x. 

(51)  De  cette  description  sommaire  on  peut  déjà  tirer  plusieurs 
conséquences  relatives  au  nombre  et  à  la  limite  supérieure  des  racines 
positives. 

i°.  Si  l'on  veut  déterminer  le  point  L  où  la  courbe  y  =  \  (x)  ren- 
contre la  droite  CL  qui  est  l'asymptote  de  l'autre  courbe y  =  i  -f-p(x), 
il  faudra  résoudre  l'équation  omale 

i  =  4  (x). 

Soit  A  la  valeur  de  x  lirée  de  cette  équation  t  par  la  métbode  de 
l'art.  4°  i  f  est  évident  que  s'il  y  a  des  intersections  entre  les  deux 
courbes  ,  elles  ne  peuvent  avoir  lieu  qu'en  deçà  du  poinl  L.  Donc  A. 
est  plus  grande  que  la  plus  grande  racine  de  l'équation  proposée. 

Si  doue  l'équation  proposée  doit  avoir  m  racines  positives ,  il  faut 
que  l'arc  BL  soil  coupé  en  m  points  par  l'autre  courbe.  Ces  intersec- 
tions ne  peuvent  guère  être  rendues  sensibles  dans  la  construction 
graphique  des  deux  courbes  ,  convexes  d'un  même  côté ,  à  moins 
d'opérer  sur  une  très-grande  échelle  ;  mais  il  suffit  pour  notre  objet 
d'en  concevoir  la  possibilité. 

Fig.  4.     2'.  Si  l'ordonnée  du  point  B  est  plus  grande  que  celle  du  point  A  , 
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c'est-à-dire,  si  Ton  a  4  (o)  >  1  -j-  <p  (o) ,  il  y  aura  nécessairement  au 
moins  une  intersection.  En  général  le  nombre  des  intersections,  qui  est 
celui  des  racines  positives  de  l'équation  proposée  ,  devra  être  impair , 
puisque  la  courbe  BL  t  qui  d'abord  est  élevée  au-dessus  de  l'autre 
courbe  ,  passe  nécessairement  au-dessous  dans  la  région  du  point  L. 

3\  On  ne  peut  avoir  4  (o)  =  1  -f-  tp  (o) ,  c'est-à-dire  que  le  point  B 
ne  peut  pas  coïncider  avec  le  point  A ,  parce  qu'alors  on  aurait  la 
racine  x=ot  cas  qui  est  exclu ,  ainsi  que  celui  où  l'équation  proposée 
aurait  des  racines  égales. 

4°.  Il  ne  reste  donc  à  considérer  que  le  cas  de  4  (o)  <i  -f-ip(o).  Alors  Fig.  5. 
le  point  B  étant  situé  au-dessous  de  A ,  s'il  y  a  une  première  intersec- 
tion, il  y  en  aura  nécessairement  une  seconde,  et  en  général  le  nombre 
des  intersections  devra  être  pair. 

5".  S'il  arrivait  qu'on  eût  *  (o)  <  1  ,  le  point  B  tomberait  au-dessous 
de  C;  il  n'y  aurait  donc  alors  aucune  intersection,  ni  par  conséquent 
aucune  racine  positive. 

(5a)  Voici  donc  les  symptômes  des  différens  cas  généraux  qui  peuvent 
avoir  lieu. 

1*.  Si  l'on  a  4  (o)  >■  1  -f-  $  (o),  l'équation  proposée  aura  au  moins  une 
racine  positive  ;  elle  pourra  en  avoir  trois,  cinq,  et  en  général  un  nombre 
impair. 

a".  Si  Ton  a  4  (°)  <  1  +  P  (°)  >  l'équation  proposée  n'aura  aucune 
racine  positive,  ou  elle  en  aura  un  nombre  pair. 

3'.  Si  l'on  a  4  (  o  )  <  *  >  l'équation  proposée  n'aura  aucune  racine 
positive. 

Venons  maintenant  à  la  résolution  effective  de  l'équation  proposée: 
elle  consiste  à  déterminer  les  valeurs  numériques  des  racines  positives, 
ou  à  prouver  qu'il  n'existe  aucune  de  ces  racines. 

11  y  a  deux  manières  de  faire  ces  calculs  ;  l'une  en  commençant  par 
la  plus  grande  racine,  l'autre  en  commençant  par  la  plus  petite.  Nous 
allons  exposer  ces  deux  moyens  successivement. 

*     Recherche  de  la  plus  grande  racine. 

(53)  On  connaît  déjà  la  limite  A  de  la  plus  grande  racine ,  par  la 
résolution  de  l'équation  omale  1  =  4  (x)  i  cetle  limite  est  l'abscisse  Fig.  S. 
du  point  L. 

6 
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Soit  k  le  point  de  la  courbe  y  =  i  -f-  <p  (x)  qui  a  la  même  abscisse 
que  le  point  L  ;  si  par  le  point  k  on  mène  une  parallèle  à  Taxe  qui  ren- 
contre en  i  la  courbe  J=-\  (x),  et  qu'on  appelle  a  l'abscisse  du  point  i, 
on  déterminera  a.  en  résolvant  l'équation  i      p  (A)  =  4  (a). 

Soit  ensuite  k'  le  point  de  la  courbe  Pk  qui  a  la  même  abscisse  que  le 
point  i ,  et  dont  l'ordonnée  est  par  conséquent  i  -f-  ?  («)  ;  si  par  le 
point  k'  on  mène  une  parallèle  à  l'axe  qui  rencontre  en  i  la  courbe 
y=  4  (je)  ,  et  qu'on  appelle  a'  l'abcisse  du  point  i ,  on  déterminera  <t 
par  l'équation  i  -\-<p  (a)  =  ^  (a'). 

De  là  on  voit  qu'il  faut  calculer  successivement  les  quantités  X,  a, 
a',  a*,  etc.  par  la  résolution  des  équations 

i  +  <p(A)  =  4  («), 

«  =  4  (O, 

l  H-  <p  (a')  =  4  (a")  , 
etc. , 

et  le  dernier  terme  de  la  suite  décroissante  A,  ot,  a',  a",  etc.  sera  la 
valeur  de  la  racine  cherchée  r. 

Nous  remarquerons  comme  ci-dessus  ,  que  le  calcul  des  termes 
A,  a,  a',  a",  etc.  n'exige  beaucoup  de  précision  que  lorsqu'on  est  parvenu 
à  deux  termes  consécutifs  très-peu  diirérens  l'un  de  l'autre. 

Nous  remarquerons  encore  qu'au  moyen  du  dernier  terme  trouvé,  qui 
approche  déjà  beaucoup  de  la  valeur  de  x,  on  peut  achever  le  calcul  de 
la  manière  suivante. 

Soit  p  ce  dernier  terme,  et  soit  x=p —  t» ,  ai  ne  pouvant  être  qu'une 
très-petite  quantité,  si  on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  proposée 
i  -{-  <p  (x)=  4  (x)  ,  le  résultat  sera  de  la  forme 

t  =  Y  où  -f-  Ga>", 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger,. 

i  =  i  +ff»  —  4(p), 
f  =  f—  r  A 
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On  aura  donc,  en  négligeant  seulement  les  quantite's  de  l'ordre  «? , 

E  C.» 

et  de  là  x  es  p  —  a. 

Détermination  de  la  plus  petite  racine. 

(54)  Il  y  a  deux  cas  à  considérer ,  selon  que  1  •+■  <p  (o)  est  plus  petit 
ou  plus  grand  que  4  (o). 

Premier  cas,  1  -f-  %  (o)<  4  (o).  Alors  le  point  -«/ ,  origine  de  la  Fig.  4. 
courbe  j=i  -f-p(.r),  étant  situé  au-dessous  du  point  B ,  origine  de 
la  courbe  /  =  4  (x) ,  je  mène  Ab  parallèle  à  l'axe  qui  rencontre  eu  b 
l'autre  courbe.  Soit  a  l'abscisse  du  point  bt  on  trouvera  «  en  résolvant 
l'équation  omale  1  -f-  p  (o)  =  4  (a)  ,  et  et  sera  une  première  approxi- 
mation vers  la  moindre  racine  x  =  r  qui  est  l'abcisse  du  premier  point 
d'intersection  P. 

L'ordonnée  menée  au  point  b  coupe  la  courbe  inférieure  en  un  point  a 
dont  l'ordonnée  =  i-f-<p(a).  Par  le  point  a  menons  une  parallèle  à 
l'axe  qui  rencontre  la  courbe  supérieure  en  b'  j  si  on  appelle  a'  l'abscisse 
du  point  b',  on  trouvera  a'  par  la  résolution  de  l'équation  1  -f-p(at) 
ss  4  (a').  Continuant  ainsi  indéfiniment,  on  voit  que  l'abscisse  qui 
convient  au  point  d'intersection  P,  sera  le  dernier  terme  de  la  suite 
a.  y  a! ,  a.',  etc. 

Donc  pour  avoir  la  plus  petite  racine  x  =  r,  il  faut  déterminer 
successivement  les  termes  <tt  a,  a",  etc.  par  la  résolution  des  équa- 
tions omales 

1  4.  <p(o)  =  4(«), 

1  +  <p(«)  =  4(*'), 
.  -f-  *(*')  =  4  (*') , 

etc., 

et  la  dernière  des  quantités  croissantes  et,  a',  «*,  etc.,  ou  la  limite  vers 
laquelle  tendent  ces  quantités ,  sera  la  racine  cherchée  x  =  r. 

(55)  Second  cas,  1  -f-  <p  (o)  >  4  (o).  Alors  le  point  B  étant  situé  Fjg.  5, 
au-dessous  de  A ,  on  mènera  par  le  point  B  une  parallèle  à  l'axe  qui 
rencontrera  en  a  la  courbe  supérieures//*.  Soit  a  l'abscisse  du  point  a, 

ou  trouvera  *  en  résolvant  l'équation  omale  4  (°)  =  1  et* 
sera  une  première  approximation  vers  la  racine  cherchée. 
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L'ordonnée  au  point  a  rencontre  la  courbe  inférieure  en  un  point  b 
dont  l'ordonnée  =  ■{;«).  Par  le  point  b  menons  une  parallèle  à 
l'axe  qui  rencontre  en  a  la  courbe  supérieure  ;  si  l'on  appelle  *' 
l'abscisse  du  point  a  ,  on  trouvera  a'  en  résolvant  l'équation  omale 

4    =  i  +  v  («o. 

On  voit  maintenant,  sans  entrer  dans  de  plus  grands  détails,  que 
si  on  détermine  successivement  les  termes  et,  et',  «,*,  etc.,  par  le» 
équations 

4  (o)  —  i  sa  <p(«), 

4  00-  ■ 

+      —  (O  > 

etc.  ; 

le  dernier  terme  de  la  suite  a,  a!,  et",  etc.  sera  la  valeur  cherchée  de 
la  plus  petite  racine  x==r. 

i 

(50)  Dans  les  deux  cas,  la  difficulté  se  réduit  toujours  à  résoudre  un 
certain  nombre  d'équations  omalus  simples  ,  par  les  formules  de  l'art.  4o. 
Nous  avons  d'ailleurs  observé  que  les  premiers  termes  de  la  suite 
et,  a',  et*,  etc.  n'ont  pas  besoin  d'être  calculés  avec  beaucoup  de  préci- 
cision  ;  ainsi ,  à  cet  égard,  les  calculs  peuvent  être  notablement  abrégés. 
On  voit  ensuite  par  la  nature  de  ces  opérations,  que  les  points  a,  a', 
a'f  s'approchent  rapideVnent  du  point  d'intersection  P;  de  sorte  qu'on 
n'aura  jamais  à  résoudre  qu'un  petit  nombre  d'équations  omales  simples. 
D'ailleurs  la  détermination  de  la  limite  pourra  être  abrégée ,  si  on  le  juge 
à  propos,  par  le  procédé  de  l'art.  55. 

11  pourra  arriver  aussi  qu'on  sache  d'avance  que  la  racine  cherchée  r 
est  plus  grande  qu'une  quantité  connue  A  ;  dans  ce  cas,  on  partira  de 
la  valeur  *  =  A  pour  déterminer  toutes  les  autres  a',  et*,  etc.  A  ce  qui 
abrégera  le  calcul. 

Nous  observerons  encore  que  dans  le  second  cas,  il  pourrait  arriver 
qu'on  ne  trouvât  pas  de  solution  ;  alors  la  suite  4-  4  (*')  »  •4/(<t')>  e,c  » 
dont  le  premier  terme  est  >  i  ,  en  offrirait  bientôt  un  <  i  ,  ce  qui 
prouverait  qu'il  n'y  a  aucune  intersection  entre  les  deux  courbes,  ni  par 
conséquent  aucune  racine  positive  de  l'équation  proposée. 

La  détermination  de  la  plus  petite  racine  peut  être  effectuée  par  une 
suite  plus  convergente  que  celle  dont  nous  venons  de  montrer  l'usage  ; 
mais  avant  d'exposer  cette  seconde  solution ,  nous  avons  à  résoudre  le 
problème  suivant. 


Digitized  by  Google 


SUPPLÉMENT.  45 

De  l'intersection  dune  droite  quelconque  avec  la  courbe  omale  y  =  4  00- 

(57)  Soit  BNG  la  courbe  décrite  d'après  l'équation  jr^-^(x);  Fjg.  7. 
4  (j")  étant  une  fonction  omale  simple  qu'on  peut  représenter  par 

fb±  -.  Soit  F  un  point  donné  sur  le  prolongement  de  l'ordonnée  du 

point  N  ;  si  par  le  point  F  on  mène  sous  un  angle  donné  NFG,  la 
droite  FG  qui  rencontre  la  courbe  au  point  G  ,  il  s'agit  de  déterminer 
l'abscisse  du  point  G. 

Soit  f  l'abscisse  donnée  du  point  F,  la  distance  donnée  FN  =  c, 
et  ///  la  tangente  de  l'angle  que  fait  la  droite  FG  avec  l'axe; si  ou  ap- 
pelle x  l'abscisse  du  point  G ,  on  aura  pour  déterminer  x  ,  l'équation 

m  =  î±±LC±=i±iï2. 

Or  je  remarque  que  le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonc- 
tion omale  décroissante  de  4  ;  car  à  mesure  que  x  augmente  ,  ou  à 
mesure  que  le  point  G  avance  sur  la  courbe  dans  le  sens  des  x ,  il 
est  visible  que  le  second  membre  qui  représente  la  tangente  de  l'angle 
que  fait  FG  avec  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  le  point  Ft  diminue 
continuellement.  Au  reste  cette  fonction  peut  èjre  présentée  sous  une 

F+x>  "  0a 

,  B  B  B  (x  —  f)  ,  . 

observe  que  y—  =4+7-  (6+/)(6  +  x)»  on  Pourra  fa,re 

/'  B 
1~ZÇJ  est  'a  raerae  chose  que  4  (/)  >  l'équation  à  résoudre 

se  réduira  à  cette  forme 

C 


où  l'on  a  fait ,  pour  abréger ,  C  =  yzçy 

Comme  x  doit  être  plus  grand  que  ft  on  voit  que  le  second  membre 
de  cette  équation  est  en  effet  une  fonction  omale  simple  île  x ,  à 
compter  de  x  =  f;  j'observe  de  plus  que  celte  fonction  étant  iufinie 
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lorsque  x=f,cl  nulle  lorsque  x  =  co  ,  l'équation  sera  toujours  pos- 
sible ,  quel  que  soit  /»,  pourvu  qu'il  soit  positif;  c'est-à-dire,  pourvu 
que  Ja  droite  FG  soit  menée  par  le  point  Fy  de  manière  à  rencontrer 
Taxe  dans  la  partie  itidéfiuie  JX. 

Nous  remarquerons  encore  que  si  l'on  a  c  =  o ,  ou  si  le  point  F 
coïncide  avec  le  point  N ,  alors  l'équation  à  résoudre  devient 

C 


c'est  l'équation  qui  détermine  le   point  d'intersection  de  la  courbe 
j  =  4  (x) ,  avec  la  droite  menée  par  un  point  N  de  cette  courbe, 
ensorle  qu'elle  fasse  avec  l'axe  des  x  ,  un  angle  dont  la  tangente  ssm. 

♦ 

(58)  Dans  le  cas  où  c  n'est  pas  nulle,  la  résolution  de  l'équation  (i) 
se  rapporte  à  l'art.  41  >  el  il  faudra ,  pour  effectuer  la  solution  ,  con- 
naître une  première  valeur  approchée  de  x.  Or  puisqu'on  doit  avoir 

m>  »l  en  résulte  x  > / ^  :  ou  peut  donc  partir  du  premier 

terme  k =/ -+•  - ,  pour  calculer  successivement  les  autres  termes 
kJ,  À",  etc. ,  dont  la  limite  est  la  valeur  cherchée  de  x. 

(5g)  On  peut  encore  déterminer  l'abscisse  du  point  d'intersection  G 
par  le  procédé  suivant. 

Par  le  point  N  menez  une  parallèle  à  l'axe  qui  rencontre  la  droite 
FG  en  /;  du  point  /  abaissez  une  perpendiculaire  à  l'axe  qui  rencon- 
trera la  courbe  au  point  JV'  ;  par  le  point  N'  menez  de  même  NT 
parallèle  à  l'axe,  puis  J'JS'  perpendiculaire ,  et  ainsi  de  suite.  Soit  f 
l'abscisse  du  point  N' 9  f  celle  du  point  N",  etc.,  on  calculera  les 
termes  successifs  /',  ft  etc.  par  les  formules 


/*-/+=. 

f"=  f  +  *lO -*(/")  9 

etc. 

et  il  est  visible  que  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  termes  de  la  suite 
f»  f'y  f">  elc-  sera  la  valeur  cherchée  de  l'abscisse  du  point  G. 
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Cette  me'lhode  est  plus  simple  que  la  précédente;  mais  elle  ne  peut 
être  employée  lorsque  c  =  o;  elle  ne  peut  pas  letre  non  plus  lorsque 
m  =  o ,  c'est-à-dire  lorsque  la  droite  FG  est  parallèle  à  l'axe,  parce  qu'il 
n'y  a  point  d'intersection  dans  le  sens  où  x  est  >  f. 

Seconde  manière  de  déterminer  la  plus  petite  racine. 

(60)  Nous  supposerons  qu'on  a  4>(o)  >  1  -|-  p  (  o  ) ,  parce  que , 
dans  ce  cas ,  l'équation  1  -f-  p  (x)  =  «\>  (x)  a  toujours  au  moins  une 
racine  positive. 

Par  le  premier  point  B  de  la  courbe  j  =4  {*)  »  soit  menée  la  tan-  Fig. 
gente  Ba  qui  rencontre  en  a  la  courbe jr=  1  -+-  $  (x) ,  et  soit  «l'abscisse 
du  point  a  ,  on  trouvera  ,  par  la  formule  de  l'art.  57 ,  que  a  est  la  racine 
de  l'équation 

dans  laquelle  on  ac=4(0)~" "* —  el  ou  'a  fonction  omale 

y^Y~£"7)  esl  déduite  de  la  fonction  Q  (x)=J*~-^ ,  en  divisant  chaque 
terme  de  celle-ci  par  la  valeur  correspondante  de  a. 

On  appliquera  donc  à  cette  équation  les  formules  de  l'art.  40,  en  pre- 
nant pour  première  valeur  de  k ,  d'après  l'art.  4  »  ,  k  =  _ 

Par  le  point  a  ainsi  déterminé,  menez  une  perpendiculaire  à  l'axe  qui 
rencontre  la  courbe  supérieure  en  b  ;  nu  point  b  menez  la  tangente  ba'  qui 
rencontre  la  courbe  inférieure  en  a',  et  ainsi  de  suite. 

Si  on  appelle  <*',  a*,  etc.  les  abscisses  des  points  d>  a'\  etc.,  on  trou- 
vera que  les  différent  termes  *,  et',  et*,  etc.  se  déterminent  par  la  résolution 
des  équations  successives 

-  +'(-) = ^nr"  +f£ï&1>  **  * = < 

etc. , 

et  la  limite  vers  laquelle  convergent  les  termes  de  la  suite  croissante 
et,  et',  a",  etc.,  sera  la  valeur  de  la  plus  petite  racine  cherchée. 
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Au  reste  ces  formules  étant  moins  simples  que  celle  de  l'art.  54 , 
nous  nous  bornerons  au  cas  qui  vient  d'être  résolu,  et  nous  n'examine- 
rons pas  celui  où  l'on  aurait  4  (°)<  1  +  ?(<>)• 

Connaissant  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  racine  positive  ,  déterminer 

toutes  les  autres. 

(6i)  On  pourrait  chercher  successivement  toutes  les  racines  par  les 
intersections  des  deux  courbes  que  nous  avons  tracées,  sans  changer 
la  forme  de  l'équation  proposée  qui  détermine  ces  courbes.  Mais  il  est 
beaucoup  plus  simple  ,  après  avoir  trouvé  la  racine  x  =  r,  de  supprimer 
de  l'équation  proposée  le  facteur  x —  r,  afin  d'avoir  l'équation  du  degré 
immédiatement  inférieur ,  qui  contient  les  autres  racines ,  et  dans  laquelle 
r  sera  la  limite  de  la  racine  r  qui  doit  suivre  immédiatement  r.  Voici  Je 
procédé  qu'il  convient  de  mettre  en  usage  pour  cet  objet. 

Nous  avons  supposé  que  l'équation  proposée  du  degré  n  est  divisée  par 
le  produit  (  \  -\-  x)  (i  -\- x)  (n-\-x),  afin  de  mettre  cette  équa- 
tion sous  la  forme  i  -f-  <p  (x)  =  4  (■*)•  Lorsque  le  degré  de  l'équation 
se  réduit  à  n  —  i  ,  on  doit  donc  faire  disparaître  le  plus  grand  déno- 
minateur /i-f-x  ,  afin  que  le  plus  grand  de  ceux  qui  restent  soit  n — i-j-a; 
conformément  au  degré  de  l'équation.  Pour  cela  il  faut  multiplier  par 
n  -f-  x  les  difierens  termes  de  l'équation  i  -|-  p  (x)  =  4  («*)  >  et  fo're 
ensorte  que  le  produit  soit  divisible  par  x  —  r, 

0r  on  a  -F—  =  -T+T  +  T^fr^TW'  doac  51  on  ** 

dSZpHÏ  =  ^,on  aura 
a  +  r  " 

De  même  en  faisant  =  BtJ  on  aura 

4  M         =(«+')/*£■  +  (—*  )/r$?  • 

Substituant  ces  valeurs  et   observant  qu'on  a  f-^rr  =  9  (  r  )  et 

/*  fi  • 
=  4  (    ,  l'équation  i  -f-  <p  (x)  =  4  («*")  deviendra 
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Mais  puisque  la  valeur  x  =  r  satisfait  à  l'équation  i  •+-  <p  (x)  sas  4  (x) , 
ou  a  i  +  p  (r)  =->|,  (/•)  ;  effaçant  donc  dans  l'équation  précédente  les 
termes  qui  se  détruisent,  et  divisant  le  reste  par  r  — x,  il  viendra 

Cette  équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  i  +  4i  (x)  —  f ,  (x) ,  est 
entièrement  semblable  à  la  proposée  ;  mais  elle  a  un  terme  de  moins , 
car  par  les  valeurs  des  coefficiens  A, ,  B, ,  on  voit  que  le  terme  qui 
avait  pour  dénominateur  /i-f-x ,  disparaîtra,  soit  qu'il  appartienne  à  la 
fonction  <Q  (x)  ou  à  4 

D'ailleurs  on  doit  observer  que  comme  n  est  le  plus  grand  des  nombres 
a  et  A,  les  coefficiens  A,  et  B,  seront  toujours  positifs,  de  sorte  que 
le  passage  de  l'équation  proposée  i-f-p(x)  =  4(«r)»à  la  suivante 
i  -f-  4i  (•*)  =  <Pi  (•*)>  qin  contient  une  racine  de  moins  ,  ne  fait  qu'ûter 
un  terme  de  l'une  des  fondions  tp  (x),  4  sans  en  faire  passer  aucun 
de  l'une  dans  l'autre  ,  comme  cela  aurait  lieu  si  quelqu'un  des  coefficiens 
,7,  ,  //,  devenait  négatif.  11  n'y  a  que  le  terme  constant  i  qui  change 
de  signe  ou  qui  passe  d'un  membre  dans  l'autre. 

(6a)  On  voit  donc  que  la  division  de  l'équation  proposée,  par  x — r, 
s'exécute  par  un  procédé  très-simple  qui  consiste  à  transposer  le  terme 

'  A  B 

constant  i,  et  à  remplacer  dans  chacun  des  termes  j-j-j-  et  j^p-^,  le 

coefficient  A  par^—^,  et  le  coefficient  B  par 

Maintenant  nous  n'avons  aucune  règle  nouvelle  à  donner  pour  la 
résolution  de  l'équation  1  -f-  4 1  (•*)  =■  <Px  (■*")•  On  appliquera  à  cette 
équation  les  formules  des  articles  54  et  suivans;  et  sachant  d'avance 
que  la  plus  petite  racine  /•'  est  >  r,  on  parviendra  plus  facilement 
encore  au  résultat.  Après  avoir  trouvé  la  racine  r  qui  est  la  seconde 
de  l'équation  proposée ,  on  formera  semblablemcnl  une  troisième 
équation  i  -f-  <pt  (  x  )  =  4»  (  *  )  >  <P»  contiendra  les  n  —  a  autres 
racines. 

On  aura  donc  ainsi  successivement ,  par  des  équations  qui  se  simpli- 
fient de  plus  en  plus  ,  les  diverses  racines  positives  r ,  r,  /•",  etc.  de 
l'équation  proposée ,  cl  ce  calcul  sera  terminé  lorsqu'on  sera  parvenu 
à  une  transformée  qui  n'est  plus  résoluble ,  ce  qu'on  reconnaîtra  aux 
conditions  que  nous  avons  indiquées  dans  la  solution  générale. 
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(63)  La  même  méthode  fera  connaître  les  racines  négatives  en  partant 
de  l'équation  proposée,  dans  laquelle  on  changera  le  signe  de  a-,  et  que 
l'on  mettra  ensuite  sous  la  forme  i  -f-  tp  (x)  =  (x).  Mais  il  sera  plus 
simple  de  prendre  la  dernière  des  transformées  i  -+-4»  (X)  —  V\  (-r)  f 
i  -f-  <p,(.r)  =  4»(-r) ,  etc.,  laquelle  ne  contient  plus  de  racines  positives  , 
mais  peut  en  contenir  de  négatives.  Pour  obtenir  celles-ci ,  on  réduira 
cette  transformée  à  la  forme  ordinaire ,  débarrassée  de  fractions  ,  et 
après  avoir  change  le  signe  de  x ,  on  lui  appliquera  la  méthode  dun*48, 
pour  la  réduire  de  nouveau  à  la  forme  i  -\-  <p  {x)  =  (x) ,  dont  il 
faudra  chercher  les  racines  positives. 

(64)  Il  reste  donc  à  faire  voir  comment  on  peut  résoudre  une  équa- 
tion qui  n'a  que  des  racines  imaginaires;  mais  ce  problème  est  beaucoup 
plus  difficile  que  celui  qui  consiste  à  trouver  les  racines  réelles,  et  nous 
ne  uous  flattons  pas  que  les  méthodes  précédentes  fournissent  de  grands 
secours  pour  si  solution.  Il  est  vrai  qu'on  pourrait  trouver  les  racines 
imaginaires  d'une  équation  du  degré  n ,  au  moyen  des  racines  réelles 

d'une  équation  du  degré  1  ^  Mais  pour  peu  que  n  surpasse  4 r 

l'extrême  complication  d'une  telle  transformée  et  des  calculs  nécessaires 
pour  y  parvenir,  rend  l'usage  de  ce  moyen  toul-à-fait  illusoire.  C'est 
donc  dans  l'équation  proposée  elle-même,  et  non  dans  une  transformée 
d'un  ordre  plus  élevé,  qu'il  faut  chercher  les  moyens  d'obtenir  les  valeur* 
numériques  des  racines  imaginaires.  Nous  avons  déjà  indiqué,  pag.  i5i 
du  Traité  précédent ,  une  méthode  qui  aurait  l'avantage  de  couduire 
assez  facilement  à  ce  bot ,  si  on  pouvait  donner  quelques  lumières  au 
calculateur  sur  le  choix  de  la  première  valeur  hypothétique  de  la  racine 
exprimée  par  a  -f-  €  \/ —  i  ou  r  {  ces  6  -f-  {/ —  1  sin  0).  Mais  en  atten- 
dant que  cette  méthode  reçoive  les  améliorations  dont  elle  est  suscep- 
tible ,  nous  allons  donner  les  formules  qui ,  dans  l'application  de  la 
méthode  précédente,  conviennent  au  cas  des  racines  imaginaires;  et 
d'abord  une  racine  imaginaire  étant  représentée  par  r(cos9-f-|/ — i  sinfi), 
nous  chercherons  les  limites  de  la  quantité  /•,  qui  est  en  quelque  sorte  la 
mesure  de  grandeur  ou  le  module  de  cette  racine  ,  puisque  la  valeur 
d'une  puissance  quelconque  m  de  x  ne  peut  jamais  surpasser  r",  mai» 
peut  en  différer  aussi  peu  qu'on  voudra. 
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Limites  de  la  quantité  réelle  qui  sert  de  module  aux  racines  imaginaires. 

(65)  L  équation  proposée  dont  toutes  les  racines  sont  imaginaires  , 
étant  désignée  par 

a?  =fc  Atx*-1  =fc  =b  A3x~~s  -h  A.  =  o , 

si  on  suppose  aras  r(cosfl-r-|/ —  i  sinfl)  ,  cette  équation  se  partage 
en  deux  autres  ,  savoir , 

r*  cos  «9  =1=  Aj—%  cos  (»— i)  0  =b  Aj*—  cos  (n—2)  9 . . .+  An  =  o  , 

r»  siu  n^±Ati*-1  sin  («— 1)  Gnfc^.r— »  sin  (/i— 2)9...=fc^._,.rsin8=o. 

Multipliant  la  première  par  cos  «9,  la  seconde  par  sin  «9  ,  et  ajoutantes 
produits ,  on  a 

r»  de  A,r*-'  cos  Ô  d=  Aj~—  cos  afl  -j-^,cos  w9  =  o. 

Or  il  est  visible  qufc  l'hypothèse  qui  rendra  r"  le  plus  grand,  est  celle 
où  l'on  aurait 

les  coefficiens  Alt  A„  Aif  etc.  étant  tous  pris  positivement  dans  le 
second  membre ,  et  alors  en  appliquant  ce  qui  a  été  trouvé  dan*  le  cas 
des  racines  réelles  ,  art.  35 ,  on  pourra  en  conclure  , 

i°.  Que  si  Atf  coefficient  du  second  terme ,  n'est  surpassé  en  grandeur 
par  aucun  des  autres  coefficiens  A%y  A,  A.,  on  a 

r  <  1  -f-  A„ 

a*.  Que  si  At  et  Ak  sont  les  deux  coefficiens  pour  lesquels  y/At  et  y/Ak 
sont  les  plus  grands ,  on  aura  « 

r  <  'y/A,  -f-  \SAh  : 

telle  est  donc  ,  dans  ce  cas ,  la  limite  supérieure  de  la  quantité  r  qui  sert 
de  module  aux  racines  imaginaires. 

(66)  Pour  avoir  la  limite  inférieure  de  cette  même  quantité,  j'observe 
qne  l'équation  proposée  n'ayant,  par  hypothèse,  que  des  racines  imagi- 
naires ,  son  dernier  terme  A*  doit  être  le  produit  de  toutes  les  quantité» 
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r*,  r*,  etc. ,  qui  résultent  des  différentes  couples  de  racines  imagi- 
naires. Soit  donc  r  la  plus  grande  des  quantités  r,  r,  r",  etc.,  et  n*  ou  jr 
la  plus  petite,  on  aura 

r  >  i/Jm    et    f  <  Ç/A.  : 

le  plus  grand  des  modules  r  doit  donc  être  compris  entre  les  limite» 
suivantes  : 

r  >  JfJU9    r  <iy/Ai+  ^ '  Ax. 

Quant  aux  lianîtes  du  plus  petit  module  f ,  nous  n'avons  encore  que  la 

supérieure  /  <  ^Am  ;  mais  il  est  aisé  d'avoir  la  limite  inférieure. 

Pour  cela  il' faut,  dans  l'équation  proposée,  faire  x  =  \y  ce  qui 
donnera  une  équation  de  la  forme 

z"  db  B.z"-'  =h         •  -+.  Bm  =  o, 

et  il  faudra  considérer  deux  cas. 

i°.  Si  J9, ,  coefficient  du  second  terme,  est  au  moins  aussi  grand 
qu'aucun  autre  coefficient,  on  aura,  en  prenant  B,  positivement, 

f 

a°.  Si  B,  et  Bx  sont  les  deux  coefficiens  pour  lesquels  \/Bt  et 

\/BK  sont  les  plus  grands,  on  aura,  en  appelant  a  et  b  ces  deux 
radicaux,  c<a-f-*- 

Donc,  dans  le  premier  cas,  on  aura  f  >    '     ,  et  dans  le  second 

Forme  des  équations  à  résoudre  dans  le  cas  des  racines  imaginaires. 

(67)  Soit  f\x)  =0  l'équation  proposée  du  degré  n,  dont  toutes  les 
racines  sont  imaginaires  ;  si  on  substitue  pour  x  une  valeur  quelconque 
x=l,  le  premier  membre  F(k)  sera  toujours  une  quantité  positive.  11  suit 
de  là  que  si  on  procède  comme  dans  l'article  48,  et  qu'on  divise  l'équa- 
tion proposée  par  le  produit  des  facteurs   i-f-;r»   a  -j-or. . .  .n  , 

afin  de  lui  donner  la  forme  1  +<p(a?)  =^(jr),  ou  1  + 

les  différentes  valeurs  de  a  seront  les  nombres  impairs  1,  3,  5. .  .n — tf 
taudis  que  celles  de  b  seront  les  nombres  pairs  a,  4>  6...  .n. 
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Ainsi,  datis  le  cas  des  racines  imaginaires,  les  fonctions  <p(x), -\.(x) 
«ont  constamment  de  la  forme  suivante  : 

mr,.)  —  AïL  _i_       +  J2L      1   ("  -  0 

TV  '        a-p-x   '   4+x       6-fx         1  n-f-x7 
de  sorte  qu'elles  ont  le  même  nombre  de  termes. 

(68)  Cela  pose,  si  l'on  fait  x  =  r(cosfl-f- 1/ — isinfl),  on  aura 

A       _  A   A{n  -f  r  cos<  —  \/ — î.rsin») 

«+x       a  -f-r(cos*  4"  V — '«n0  """*          o' +  na»  cos# -J- r*  * 

et  par  conséquent 

*  •  ■ 

De  là  on  voit  que  1  équation  i  -f-  J* =  f-g-^.  se  partagera  en  deux 
autres ,  savoir , 

r  Aa    .      Ç  Bb 

.  j  1  "•"  J  a*  •+-  aar  cos  I  +  r»  ~"  J  6*      »6r  cos  *  +  r*  » 


/«'  +  aar  cos  »  +  r*       /*•      a6r  cos  l  -f-  r*' 


Dans  le  premier  membre,  a  aura  toutes  les  valeurs  impaires  i,  3,5..../i—  i, 
et  dans  le  second  ,  b  aura  toutes  les  valeurs  paires  2  ,  4  ,  G. ...  h. 

Telles  sont  donc  les  deux  équations  qu'il  faut  résoudre  pour  trouver 
les  valeurs  de  r  et  de  9  qui  appartiennent  à  chaque  couple  de  racines 
imaginaires. 

Le  nombre  r  est  toujours  positif:  quant  au  nombre  rcosô,  il  peut 
cire  positif  ou  négatif;  et  à  cet  égard ,  on  pourrait  distinguer  deux 
sortes  de  racines  imaginaires  ,  les  unes  positives  lorsque  la  partie 
réelle  /•  cos  0  est  positive,  les  autres  négatives  lorsque  cette  partie 
est  négative. 

(69)  Les  équations  précédentes  peuvent  être  censées  formées  dans 
la  supposition  de  r  cos  fl  positif.  On  pourrait  en  former  de  semblables 
dans  la  supposition  de  rcosô  négatif.  Pour  cela  il  faudrait  changer  le 
signe  de  x  dans  l'équation  proposée,  et  procéder  de  même,  après  ce 
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changement ,  pour  réduire  l'équation  sous  la  forme  i  4* J—x=.J ^-^\ 

eusuite  on  ferait  x  =  /•  (cos  fl  -f-  [/—  i  sin  8  ) ,  ce  qui  donnerait  deux 
équations  semblables  aux  équations  (a),  mais  dont  les  coefficiens  seront 
diffère  ns. 

Ce  qui  semble  nécessiter  cette  distinction,  c'est  que  si  on  laissait  les 
équations  (<*)  sous  la  même  forme  lorsque  oos  fl  est  négatif,  la  fouction 

/!  d   ne  serait  plus  une  fonction  omale  de  r.  En  effet , 

B>-t-aarco»fl+  r*  1 
cette  fonction  étant  différentiée  par  rapport  à  r,  donnerait  le  coefficient 

différentiel 

a  A  (  r  4-  a  coa  Q_ 


J  («*•  + 


■  » 


lequel  ne  conserverait  pas  le  même  signe  depuis  r=o  jusqu'à  r=»  , 
contre  la  nature  des  fonctions  o maies. 

11  faudra  donc  ,  pour  la  solution  complète  de  l'équation  proposée , 
considérer  deux  systèmes  semblables  au  système  (a) ,  et  dans  chacun 
desquels  cos  6  sera  supposé  positif. 

(70)  Soit  maintenant  r  cos  0  =p,  r*=  q>  les  deux  équations  à  ré- 
soudre seront 

r      Aa    r  Bb 

1  ~*J  a"  +  aap  +q      J  b*  +  abp  -f-  q  ' 

fa"  +  *ap  +  q  =        + ibp  +  q  '* 

on  peut  même  les  représenter  plus  simplement  par 

f  Aa 

Ja'  +  uap+q  —  °* 

en  convenant  que  A  sera  toujours  positive  pour  toute  -valeur  impaire 

«=1,3,5  n  —  1,  et  négative  pour  toute   valeur  paire 

a  =  2  ,  4  »  ^  n- 

Ces  équations  sont  d'une  forme  assez  simple  ;  cependant  comme 
elles  contiennent  dent  inconnues  p  et  7,  il  ne  paraît  pas  qu'on  puisse 
les  résoudre  par  une  méthode  analogue  à  celles  que  nous  avons  données 
pour  le  cas  des  racines  réelles,  qui  n'offre  qu'une  inconnue. 
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5ï  donc  on  veut  éviter  les  longueurs  de  l'élimination,  par  laquelle  on 
pourrait  réduire  les  deux  iuconnues  à  une  seule ,  il  faudra  se  borner  à 
résoudre  ces  équations  par  une  sorte  de  tâtonnement,  en  ne  supposant 
autre  chose,  sinon  que  q  ou  i*  est  compris  entre  des  limites  données, 
et  qu'on  a  toujours  p  <  y/q . 

On  pourrait  ne  trouver  aucune  solution  pour  les  équations  précédentes 
qui  représentent  le  système  (a);  mais  alors  les  deux  équations  semblables 
qui  représentent  l'autre  système,  dans  la  supposition  que  les  racines 
imaginaires,  c'est-à-dire  leurs  parties  réelles,  sont  négatives,  contien- 
draient nécessairement  toutes  les  n  racines  imaginaires  de  l'équation 
proposée  ;  de  sorte  que  si  la  résolution  ne  réussissait  pas  dans  un  cas  , 
elle  réussira  nécessairement  dans  l'autre. 

On  peut  même  ne  point  changer  la  forme  des  équations  précédentes, 
et  se  contenter  de  changer  le  signe  de  d,  ce  qui  reviendra  au  second 
système.  En  effet ,  la  dernière  forme  (  «'  ) ,  sous  laquelle  nous  avons 
mis  les  équations  à  résoudre,  en  employant  les  inconnues  "p  et  q  au 
lieu  de  r  et  6,  n'a  plus  l'inconvénient  remarqué  dans  l'art.  69,  et  les 
quatre  fonctions 

a'—aap  +  q'   J  a*  -  aap  +  q  >    J  b>  —  ubp  +  q  '   Jb'  —  abp+q* 

considérées  tant  par  rapport  à  p  que  par  rapport  à  q,  sont  toujours  des 
fonctions  omales,  puisque  p  doit  toujours  être  renfermé  entre  les  li- 
mites p  =  o ,  p  ==  }/q. 

(71)  Supposons  qu'après  quelques  essais  on  a  trouvé  des  valeurs  de 
p  et  q  qui  approchent  de  satisfaire  aux  équations  (a  Soient  ces  valeurs 
p=ff  q=g,  et  supposons  qu'elles  donnent 

Aa  , 

¥TÏ  =  fl> 


•2(1  J 

«•  +  □„/  + g  —  '» 


ft  et  r  étant  des  quantités  assez  petites.  Pour  avoir  des  valeurs  plus 
approchées  on  fera  p=f -f-  Jf,  q=g~+-Jg>  et  on  aura  pour  déter- 
miner Sf  et  <?g,  les  équations 
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Soit,  pour  abréger, 


auri 


d'où  l'on  lire 


zHff+  Gfg  =  —  f*t 
zGff  +  Ffg  =  —  r  , 

_  -  i  Fp  —  G.  v  _  ^—  fo« 
*V  =  â  *  G* — F#  '     6ë  —  WZTFÛ' 


Ainsi  les  valeurs  corrigées  de  />  et  </  sont 

1  /"/M  —  Gr 

F  =/  +  â-G^T7w' 
.   ?  =£  +  G'-F/T 

*  a 

11  faut  observer,  à  l'égard  des  quantités  F,  G,  IT,  qu'on  a 

faisant  donc  H  =  —  gF  —  *fG -\- * ,  et  négligeant  les  termes  qui 
contiendraient  deux  dimensions  des  quantités  p  et  v,  on  aura 

_  fjL_  i       *)»-  C> 
P  —  7  t"  â*  G*-+-  a/FG  +  gF*" 

/Ç.-HgF+a/G)^ 
9  —  S  —     ^"G«  +  fl/FG+gF'  ;* 

Ces  valeurs  serviront  à  leur  tour  à  en  faire  connaître  de  plus  approchées, 

■ 

s'il  est  nécessaire. 

(73)  Appelons  de  nouveau  /  et  g  les  valeurs  corrigées  de  p  et  7 , 
on  en  déduira  les  deux  racines  imaginaires  x  =  f±  y(f*  —g)-  Pour 
avoir  ensuite  les  autres  raciues  de  la  même  équation ,  il  faut  former 
l'équation  qui  les  contient. 

Soient  xsssV,  x=  /•"  les  deux  racines  qu'on  vient  de  déterminer  ,  il 

faudra  dans  l'équation  proposée  1  -f-  f        =  o  ,  remplacer  le  coefli- 
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cîenl  A  par  un  nouveau  coefficient 

j           (n  — o)  (n  —  1  —a)  j 

C'est  en  effet  la  conséquence  qui  résulte  des  formules  de  l'article  61  ; 
et  comme  on  a  (  a  /)  (a  4-  /")  =a»  2fl/-f-  ,  la  valeur  de 
Jt  sera 

v           (n  — o)  (n  — a  — 1  )  , 

^'  —        a>+zaf+g  *' 

Cela  posé ,  la  nouvelle  équation  du  degré  n  —  a  à  résoudre  sera 

et  par  la  substitution  x—  pdc  \/(p* —  g)  ,  cette  équation  se  partage 
en  denx  autres ,  savoir , 


aap  +0 


SX  o. 


Ces  équations  sont  entièrement  semblables  à  celles  de  l'art.  70 ,  mais 
elles  contiennent  chacune  deux  termes  de  moins ,  puisque  les  valeurs 
de  A%  qui  répondent  aux  valeurs  asss  n  ,  a  =  n  —  1  ,  sont  nulles.  Ainsi 
la  deruière  des  valeurs  de  a  sera  n  —  2 ,  parce  qu'en  effet  l'équation 
à  résoudre  n'est  que  du  degré  n  —  2. 

(73)  Au  moyen  de  cette  analyse  ,  on  forme  avec  beaucoup  de  facilité 
les  diverses  équations  qui  restent  successivement  à  résoudre  ,  à  mesure 
qu'on  trouve  deux  des  racines  imaginaires  de  l'équation  proposée.  Le 
procédé  pour  passer  d'un  système  au  suivant ,  consiste  à  supprimer  deux 
termes  dans  chacune  des  deux  équations  du  système,  et  à  modifier  les 
cocfficiens  des  autres  termes  suivant  une  loi  constante.  Ce  procédé 
donne  immédiatement  le  résultat  qu'on  obtiendrait  en  divisant  l'équa- 
tion proposée  par  le  facteur  correspondant  aux  deux  racines  trouvées, 
et  mettant  ensuite  le  quotient  sous  la  forme  qui  convient  à  notre 
méthode. 

Lorsque  les  opérations  nécessaires  pour  obtenir  les  racines  réelles 
sont  terminées,  et  qu'il  ne  reste  plus  à  résoudre  qu'une  équation  de 
degré  pair  dont  toutes  les  racines  sont  imaginaires,  on  est  assuré 

8 
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d'avance  que  la  resolution  est  possible.  Si  donc  la  recherche  qu'elle 
occasionne  devient  longue  par  les  tàtonncniens  qu'on  ne  peut  guère 
éviter  ,  au  moins  elle  ne  sera  jamais  infructueuse.  D'ailleurs  à  mesure 
que  les  opérations  avancent ,  elles  se  simplilieut  progressivement  par 
la  diminution  du  nombre  des  termes  qui  devient  successivement 
n  —  a,  n  — 4,  n  — 6  ,  etc.,  comme  lë  degré  de  l'équation  ;  et  lors- 
qu'on est  parvenu  à  une  transformée  du  quatrième  degré ,  la  solution 
peut  être  achevée  sans  tâtonnement. 

(74)  La  méthode  que  nous  venons  de  développer  est  encore  fort 
imparfaite  ;  mais  elle  a  quelques  avantages  particuliers  qu'elle  doit  à 
la  simplicité  et  à  l'élégance  des  formules.  Le  plus  considérable  de  ce» 
avantages  consiste  en  ce  que ,  si  l'on  substitue  différentes  valeurs  pour 
p  ou  a  ,  afin  d'en  trouver  qui  satisfassent  aux  équations  ,  la  substitution 
se  fait  dans  chaque  dénominateur  a' -H  2ap-j-q,  sans  exiger  aucune  opé- 
ration complexe. 

11  n'en  est  pas  de  même  lorsqu'en  faisant  x=r(cosfl-|-v/--  1  sin  j 
on  a  à  substituer  une  nouvelle  valeur  de  r  ou  une  de  ô,  dans  les 
équations  dont  ces  inconnues  dépendent,  pag.  i5o.  Ces  substitutions 
exigent  des  opérations  compliquées  ,  surtout  pour  avoir  les  sinus  et 
cosinus  des  multiples  de  8  :  ce  premier  avantage  est  déjà  très-grand. 

Il  y  en  a  un  second  qui  n'est  pas  moins,  remarquable.  Il  consiste  en 
ce  que  les  deux  équations  à  vérifier  se  forment  simultanément  d'une 
manière  très-simple.  En  effet,  si  en  attribuant  des  valeurs  particulières 

à  p  et  q  t  on  trouve  chaque  terme  a»+  Jîp+  q  ==1=  F  (a)  >  savoir  , 

-f-  F  (a)  si  a  est  impair  ,  et  —  F  {a)  si  a  est  pair ,  la  première  des  deux 
équations  («')  étant  ainsi  formée  , 

x  -f-  F(i)  -f-  F  (3)  +  F  (5)  +  F(n  —  i)| 


-F(2)-  F(4)_F(6)  -  F(«) 

on  en  déduit  immédiatement  la  seconde  qui  est 

^(0  +  1^(3)  -f-iFtS). 
-^F(2)-iF(4)_iF(6). 

Il  devient  donc  très-facile  de  vérifier  les  deux  équations  à  la  foi». 
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(75)  Nous  croyons  avoir  expliqué  les  méthodes  précédentes  avec 
assez  de  détails  ,  pour  qu'il  soit  superflu  de  produire  des  exemples 
de  leur  usage.  Nous  ferons  seulement  une  observation  générale  qui 
pourra  être  utile  dans  les  applications  ;  c'est  que  si  la  grandeur  des 
coefliciens  de  l'équation  proposée  ,  ou  le  calcul  de  la  limite  supérieure 
des  racines,  indique  que  ces  racines  doivent  être  de  grands  nombres, 
il  conviendra  de  les  réduire  à  une  grandeur  médiocre,  en  faisant 
jc  =  my,m  étant  10,  100,  ou  tel  autre  nombre  qu'on  voudra,  au 
moyen  duquel  les  valeurs  de  y  ne  puissent  contenir  que  des  unités  ou 
des  dixaines  au  plus.  De  même  si  les  coefliciens  de  l'équation  proposée 
étaient  tellement  petits   qu'on  dût  en  conclure  que  les  racines  sont 

beaucoup  plus  petites  que  l'unité,  il  faudrait  faire  jr  =  *£,  et  prendre 

m  de  manière  que  la  plus  grande  valeur  de  y  pût  aller  jusqu'à  un  ou 
deux  chiffres  en  nombres  entiers.  La  transformation  est  utile  dans  le 
second  cas  surtout ,  pour  éviter  que  les  racines  ne  soient  rapprochées 
dans  un  trop  petit  espace ,  et  qu'on  n'en  omette  quelqu'une  dans  les  ap- 
proximations successives. 

(76)  Nous  terminerons  ces  Recherches  par  une  remarque  nécessaire 
pour  compléter  la  résolution  de  l'équation  omale  c  =  <p(x),  donnée 
dans  les  art.  58  et  suiv. 

On  a  supposé  tacitement,  dans  ces  articles,  que  la  courbe  décrite 
d'après  l'équation  y  =  <p(x)y  était  toute  concave  ou  toute  convexe 
vers  l'axe  ,  dans  la  partie  soumise  au  calcul ,  savoir  ,  depuis  x  ==  o 
ou  x  =  ky  jusqu'à  x  =  r ,  r  étant  l'abscisse  du  point  d'intersection  M. 
Celte  propriété  en  vertu  de  laquelle  la  suite  k  ,  k',  A",  etc.  est  conti- 
nuellement croissante  vers  la  limite  cherchée  r,  a  lieu  dans  une  infinité 
de  fonctions  omales  ,  et  notamment  dans  toutes  celles  dont  on  fait  usage 
dans  notre  seconde  méthode.  Mais  en  général  la  définition  des  fonc- 
tions omales  n'exige  qu'une  seule  condition,  savoir,  que  le  coefficient 

différentiel  ^J-*)  conserve  le  même  signe  dans  toute  l'étendue  des 

x  positives.  Il  peut  donc  arriver  que  le  coefficient  du  second  ordre 

jffi  change  une  ou  plusieurs  fois  de  signe  dans  la  même  étendue  , 

et  alors  la  courbe  /  =  f  (x)  éprouvera  une  ou  plusieurs  inflexions  ou 
changemeus  de  courbure.  Supposons,  par  exemple,  qu'un  changement 


60  THÉORIE  DES  NOMBRES, 

de  cette  sorte  aît  Heu  entre  les  deux  points  /'  et  l" ,  ce  qu'on  recon- 
naîtra par  les  deux  différences  —  c  et  ?  (£") —  c  qui  devront 
être  de  signes  diffe'rens;  si  on  continue  les  calculs  d'après  les  formules 
des  art.  38  et  4<>,  afin  d'obtenir  la  valeur  du  terme  suivant  k'"y  on 
trouvera  de  sorte  que  la  suite  k,  k,  k",  k'"  cesse  d'être  croissante 
après  le  terme  k". 

Cepeqdant  si  l'on  a  en  même  tems  k"  >  À',  on  pourra  continuer  le 
calcul  des  termes  suivans  par  les  mêmes  formules  ,  et  on  arrivera 
également  au  résultat ,  qui  est  la  limite  des  termes  k"t  k'",  k'rt  etc. 

Mais  il  pourrait  arriver  qu'on  eût  k'"  <  kf  et  alors  en  continuant  le 
calcul  par  les  mêmes  formules  ,  on  s'éloignerait  de  plus  en  plus  du  vrai 
résultat  que  l'on  cherebe.  Pour  obvier  à  cet  inconvénient,  le  moyen  le 
plus  simple  est  de  joindre  les  deux  points  k't  k"  par  une  droite  qui  cou- 
pera la  droite  CM  en  un  point  dont  il  est  facile  de  déterminer  la  position. 
Soit  k"  l'abscisse  de  ce  point,  on  aura 

k'"  =  kJ  -f-  -^-t^-  (  k"     k') , 

! 

et  k'"  sera  une  valeur  Irès-approchce  de  la  racine  r.  On  continuera  ensuite 
par  les  formules  ordinaires  ,  le  calcul  des  termes  suivans  k'r,  k\  etc.,  et 
la  limite  de  cette  suite  sera  la  racine  cherchée. 

En  général  les  exceptions  dont  nous  venons  de  parler  ne  se  rencontrent 
que  dans  des  cas  où  la  résolution  se  simplifie  d'elle-même,  puisque 
sachant  que  la  racine  cherchée  doit  être  comprise  entre  k'  et  k*t  il  est 
facile  ensuite  de  resserrer  ces  limites  à  volonté. 
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Addition  au  §  FUI,  IV*  Partie ,  page  3g4. 

J e  dois  ici  faire  mention  de  deux  ouvrages  très-importans  pour  la 
science  des  nombres  ,  qui  ont  paru  depuis  la  publication  du  Traité 
précédent  (*). 

M.  Chernac  ,  professeur  de  Philosophie  à  Deventer,  a  publié  en  1811, 
sous  le  titre  de  Cribrunt  Arithmeùcum ,  une  Table  où  l'on  trouve  tous 
les  nombres  premiers  et  les  diviseurs  des  autres  nombres,  depuis  1 
jusqu'à  un  million  et  plus. 

M.  Burckhardt  s'est  proposé  ensuite  de  reculer  beaucoup  plus  loin 
les  limites  de  cette  Table.  11  a  créé  pour  cet  objet  une  méthode  si 
simple  et  si  facile  ,  qu'elle  lui  a  fourni  en  très-peu  de  tems ,  une  Table 
contenant  le  moindre  diviseur  de  tout  nombre  compris  dans  le  second 
million.  Cette  Table  a  été  publiée  en  1814* 

M.  Burckhardt  s'est  occupé  aussitôt  d'en  dresser  une  semblable  pour 
le  troisième  million  et  même  pour  le  quatrième.  La  Table  construite  pour 
le  troisième  million  est  déjà  imprimée  et  ne  tardera  pas  à  paraître.  Mais 
avant  d'aller  plus  loin  ,  l'auteur  se  propose  de  donner  le  premier  million 
dans  la  même  forme  que  les  autres,  afin  de  compléter,  sous  le  moiudre 
volume  possible  ,  une  suite  de  Tables  qui  pourra  avoir  beaucoup 
d'usages ,  et  qui  sera  recherchée  surtout  par  les  amateurs  de  l'analyse 
indéterminée. 

La  Table  de  Chernac  m'a  mis  à  portée  de  vérifier  les  calculs  que  j'avais 
faits  à  priori ,  pour  savoir  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  de  1  à 
1000000.  La  théorie  m'avait  donné  78527  ,  à  quelques  unités  près  dont 
je  ne  pouvais  répondre  ;  la  formule  de  l'art.  38g  donnait  78543  ;  l'énu- 


(*)  Cribrum  Arithmeùcum ,  sive  Tabula  continens  numéros  primos ,  etc.,  confecit 
iMdulaus  Chernac  ;  Daventrica  i8ii. 

Table  des  diviseur*  pour  tous  les  nombres  de  1  oaoooo  à  aoa8ooo;  par  J.-Ch.  Burckhardt. 
Paris  1814,  chez  M"*  Ve  GOORCIU ,  quai  dea  Augustin». 
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mention  faite  immédiatement  d'après  le  Cribrum  arithmeticum ,  a  produit 
78493  :  mais  il  est  possible  et  même  vraisemblable  qu'il  se  soit  glissé , 
dans  une  si  longue  énumération  ,  une  erreur  au  moins  égale  à  la  diffé- 
rence qu'on  trouve  entre  ce  résultat  et  celui  de  la  formule.  Tout  ce 
qu'on  doit  conclure  de  là  ,  c'est  que  la  formule  a  toute  l'exactitude 
nécessaire ,  et  que  les  difterens  résultats  s'accordent  entr'eux  beaucoup 
mieux  qu'on  n'aurait  dû  le  croire.  La  Table  ultérieure  de  M.  BurcMiardt 
fournira  de  semblables  vérifications  dont  le  succès  ne  parait  pas  douteux, 
soit  pour  confirmer  l'exactitude  de  la  formule,  soit  pour  lui  ajouter  un 
nouveau  degré  de  perfection. 

Au  reste  l 'énumération  faite  dans  la  Table  de  Cbernac  a  donné  pour 
chaque  centaine  de  mille,  les  résultats  contenus  dans  le  tableau  suivant 
qui  servira  de  continuation  à  celui  du  n°  589,  et  où  l'on  remarquera 
de  même  l'étonnante  conformité  qu'il  y  a  entre  le  résultat  de  la  formule 
et  celui  que  donnent  les  Tables. 


Limite  x. 

Nombre  y 

parla  formule. 

par  les  Tables. 

400000 
Sooooo 
600000 
700000 
800000 
900000 
1000000 

33854 

4t553 

49096 

56565 

63955 

7I279 
78543 

33863 
4i538 
49093 
56535 
63937 
71268 
78493 

FIN    OU  SUPPLÉMENT. 


De  l'Imprimerie  de  M—  Y*  COIRCIER ,  quai  des  Augustins ,  57. 
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THÉORIE  DES  NOMBRES. 

SECOND  SUPPLÉMENT. 


Sur  quelques  objets  d analyse  indéterminée  et  particulièrement 

sur  le  théorème  de  Fermât. 

Quoique  la  théorie  des  nombres  soit  beaucoup  plus  avancée  maintenant 
qu'elle  ne  l'était  du  temps  de  Fermât ,  cependant  il  reste  encore  à  dé- 
montrer une  proposition  découverte  par  ce  savant  illustre  (*),  savoir  que, 
passé  le  second  degré,  il  n'existe  aucune  puissance  qui  puisse  être  partagée 
en  deux  autres  puissances  du  même  degré.  Le  cas  des  troisièmes  puissances 
a  été  démontré  par  Euler,  et  celui  des  quatrièmes  Ta  été  également  par 
une  méthode  que  Fermât  lui-même  avait  suffisamment  indiquée,  mais  on 
n'est  pas  allé  au-delà  ;  et  quoique  l'Académie  des  Sciences ,  dans  la  vue 
d'honorer  la  mémoire  de  Fermât,  eût  proposé  pour  sujet  d'un  de  ses  prix 
de  mathématiques ,  la  démonstration  du  théorème  dont  nous  parlons ,  le 
concours,  prorogé  même  au-delà  du  terme  ordinaire,  n'a  produit  aucun 
résultat. 


(*)  o  Cubum  datera  in  duo$  cubos ,  aut  quadrato-qnadratum  in  duos  quadrato-qua- 
»  dratot  t  et  gentraliUr  nullam  in  infinitum  ultra  quadratum ,  poleitatem  in  duas  tju+- 
»  de  m  nominis  fa$  est  dividtre ,  cujiu  rti  oUmonstraiionem  mirabilem  uanè  detexi. 
»  Hanc  marginU  exiguita*  non  capenU  »  Fermât,  Notes  sur  Diopbante,  pag.  61. 

Les  dernières  paroles  de  cette  note  autorisent  à  croire  que  la  démonstration  dont  parle 
Fermât,  n'aurait  occupé  qu'un  petit  nombre  de  pages,  s'il  les  avait  eues  à  sa  disposi- 
tion. Cette  démonstration  était  donc  beaucoup  plus  simple  que  celle  dont  nous  nous 
scrTons  dans  cet  écrit  pour  prouver  seulement  que  la  solution,  s'il  y  en  avait  une  dans 
quelque  cas,  ne  pourrait  être  donnée  que  par  des  nombres  d'une  grandeur  prodigieuse. 
Mais  ne  poussons  pas  trop  loin  des  observations  qui  nous  induiraient  à  penser  que 
Fermât  a  pu  se  méprendre  sur  l'exactitude  ou  la  généralité  de  sa  démonstfalion. 
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11  semble  donc  qu'une  difficulté  particulière  est  attachée  à  cette  ques- 
tion et  que  nous  manquons  encore  du  principe  spécial  qui  serait  nécessaire 
pour  la  résoudre.  En  attendant  qu'un  hasard  heureux  lasse  retrouver  ce 
principe ,  tel  que  Fermât  l'avait  conçu ,  les  Amateurs  de  la  Théorie  des 
Nombres  verront  peut-être  avec  plaisir  que  le  cas  des  cinquièmes  puissan- 
ces peut  être  démontré  rigoureusement. 

Nous  allons  exposer  celte  démonstration  en  la  faisant  précéder  de  quel- 
ques considérations  générales  sur  les  conditions  auxquelles  devraient  satis- 
faire les  trois  indéterminées ,  si  la  solution  était  possible.  L'une  de  ces 
conditions  est  que  l'exposant  de  la  puissance,  ou  même  son  quarré,  soit 
diviseur  de  l'une  des  indéterminées  ;  et  l'on  remarquera  que  celte  simple 
condition,  facile  à  démontrer  pour  de  petites  valeurs  de  l'exposant,  devient 
elle-même  un  problème  difficile  et  non  résolu,  lorsqu'on  veut  l'étendre  à 
un  exposant  quelconque. 

i.  L'équation  à  résoudre  étant  représentée  en  général  par  x*  zàzf  =  S' } 
on  peut  d'abord  exclure  le  cas  où  l'exposant  n  serait  divisible  par  4;  car 
cette  équation  ne  serait  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  t*  rfc  u*  =  v*. 
Or  celle-ci  est  démontrée  impossible  ;  il  faut  donc  que  la  première  le  soit 
à  plus  forte  raison ,  puisqu'il  ne  suffirait  pas  de  satisfaire  à  cetlc  dernière 
par  des  valeurs  de  /,  u,  v ,  et  qu'il  faudrait  encore  que  ces  valeurs  fussent 
des  puissances  de  l'ordre  \  n. 

On  peut  de  même  faire  abstraction  du  cas  où  l'exposant  n  serait  simple- 
ment divisible  par  a;  car  en  faisant  usa  am,  l'équation  proposée  serait  un 
cas  particulier  de  l'équalion  l'zh  u"  =  vm  où  l'exposant  m  est  un  nombre 
impair. 

On  peut  prouver  de  plus  qu'il  suffit  de  considérer  le  cas  où  n  est  un 
nombre  premier;  en  effet  si  n  était  un  nombre  impair  quelconque,  soit  v 
le  plus  petit  nombre  premier  qui  divise  n,  il  est  clair  que  l'équalion  pro- 
posée serait  un  cas  particulier  de  l'équation  t1  dku*  =  t>*,  de  sorte  que  si 
cette  dernière  est  démontrée  impossible,  l'autre  devra  l'être  à  plus  forte 
raison. 

a.  Cela  posé  il  s'agit  en  général  de  démontrer  que  l'équalion  x*  -f-r*  -J-  s" 
=o,  où  n  est  un  nombre  premier  plus  grand  que  a,  est  impossible,  sauf  le 
cas  évident  où  l'un  des  nombres  xy  jr,  a,  serait  zéro.  Nous  supposerons  d'ail- 
leurs que  les  nombres  x,  jr,  z,  dont  Jes  valeurs  et  les  signes  sont  indétermi- 
nés, n'ont  aucun  commun  diviseur;  car  si  un  même  nombre  premier  «di- 
visait deux  des  nombres  x,j}  z}  il  diviserait  nécessairement  le  troisième,  et 
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l'équation  pourrait  être  divisée  par  et'.  Il  faudra,  en  vertu  de  cette  supposi- 
tion, que  deux  des  trois  nombres        z,  soient  impaire  et  le  troisième  pdir.  °a  3  <«T*r<HU 
3.  Soit  x  -\-y  -f-  z  =  »,  je  dis  que  p  sera  toujours,  divisible  par  n.  En 
Set  on  sait  que  n  étant  un  nombre  premier,  la  mianhlé  x" —  a:  est  tou- 


4.  Je  dis  maintenant  que  p'  sera  divisible  ^ar,**, produit.  

CaH-.rK.r+s)  de  sortequ'yn  pouiTrafairo^-=:(x4:?r^f^4.3)(ï^_^p> 

P  étant  un  polynôme  en  x,/,  ^  l*vnogèpe  et"  du]  degré;  «  ttt  3.  Car  «étant 
un  nombre  impair  quelconque,/*'  —  z'  c*^oujqure  divisible  par  p  —  z  ou 
a-  +/•  j  de  même  -f-/"  est  divisible , par  x  +y;  dono^T^-  —  s-  —  y 
ou  simplement/?"  est  divisible  par  x+j:  Par  une  semblable  raison  p-  est 
divisible  par/  -f-  z  et  par  z  +  x.  Donc  n  étant  un  nombre  impair  quel- 
conque, pF  sera  divisible  par  le  produit  (xj-jr)  (j+z)  (:  +  4r, 

5.  Si  l'on  suppose  qu'auoun  des  nombres  ory/,  z  n'est  divisible  par  « , 
il  faudra  aussi  qu'aucune  dès  sommes  x-\-y  t  /-f-  z,  ari-  ne  soit  divi- 
sible par  car  si ,  par  exemple  ,  ar-f^  était  divisible  pnr  n,  la  dilfêrence 
/>  —  (x+y)  ou  s  serait  aussi  divisible ,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 


6.  Si  l'un  des  nombres  z Aj^f^^^j'jipiy^^.iigp^^ 
alors /  -f-  z  sera  divisible  non-seulemeut  par  n,  mais  par^—  •  £n  effet 

7  -f-z'est  le  produit  de^-f-z  par  le  polynôme^-"—  —  s/—  +zy-3^ elc 
et  si  on  fait  dans  ce  polynôme/  +  z  =  o,  ou  *=,-/,  il  ^  rcdui|  à' 
ny   'j.donc  comme/  ne  peut  être  divisible  par  «,  puisque  x  et/  sont 
premiers  entre  eux,  le  polynôme  sera  divisible  par  n  simplement  et  non 
par  une  puissance  plus  élevée  de  n.  Donc/- -f- s  sera  divisible  par  «— • 
En  général  si  x  était  divisible  par  «*,/-f-z  le  serait  par  «**J«,  etP  sim. 

7.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  on  fait/" -f-  z»  =  (/-f-z)  9  (y  z) 
les  deux  facteurs  /  +  z  et  <p  (/,z)  auront  n  pour  commun  diviseur  ou  n'en 
auront  aucun,  selon  que  x  sera  ou  ne  sera  pas, divisible  par  n. 

La  fonction^(r,«)=^^^z^^wf-,z^..^^:L ,'do*nt  nou$  fc- 
rons  beaucoup  d'usage,  est  remarquable  par  plusieurs  propriétés.  Comme 
les  nombres  /  et  S  doivent  être  en  général  ou  tous  deux  impairs  ,  ou  l'un 
pair  et  l'autre  impair ,  la  fonction  <p  (y,  z),  dont  le  nombre  des  termes  est 
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w,  sera  toujours  un  nombre  impair.  De  plus  ce  nombre  sera  positif  ;  car  ia 
fonction  <p  est  de  degré  pair  et  elle  a  tous  ses  facteurs  imaginaires.  On  sait 
d'ailleurs  que  n  étant,  comme  nous  le  supposons,  un  nombre  premier,  la 
fonction  4^  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme  4<P  =  Y*  db  nL% ,  savoir 
ï  '  -H  nZ%  si  n  est  de  la  forme  —  i ,  et  Y* — nZ%  si  n  est  de  la  forme  4*  4-  '  • 
{Voyez  Tb.  des  N.  n°  476.  ) 

Maintenant  si  on  peut  satisfaire  à  l'équation  x"  -f-  y*  -\-  z"  =  o ,  voici 
les  conséquences  qui  résultent  de  cette  supposition. 

8.  Considérons  d'abord  le  cas  où  l'un  des  trois  nombres  xyy,  *,  se- 
rait divisible  par  n ,  et  soit  x  ce  nombre  ;  alors  en  faisant  y'  -f-  z"  = 
i/  +  z)  f  (j>  z)>  le  produit  des  deux  facteurs^ +  z  et  <p  (j,  z)  sera  égal 
à  la  puissance  (— x)n;  et  comme  ces  deux  facteurs  ne  peuvent  avoir  que 

n  pour  commun  diviseur,  il  faudra  que  n  (y  +  z),  et  j  f  ( y,  z)  soient 
l'un  et  l'autre  des  puissances  n'*""  dont  le  produit  sera  égal  à  ( — x)'  ; 
c'est  pourquoi  nous  ferons  en  général  y  -f-  z  =  -  a*  ,  a  désignant  uu  nom- 
bre divisible  par  n  ou  par  une  puissance  de  n  ,  et  Ç  (y,  z)  =  na* ,  ce  qui 
suppose  x= —  a«,  et  de  plus  et  premier  à  na. 

On  a  également  s"  -f-  x'  =  (s  -f-  x)  Ç  (z,  x)  =  ( — y)'  ;  mais  dans  ce  cas 
y  n'étant  pas  divisible  par  n ,  il  faudra  que  z  -f-  x  et  <p  (z,  x)  soient  l'un 
et  l'autre  des  puissances  n'im"  ;  on  fera  donc  z  -f-  x  =  6",  et  0  (z,  x)  =  £• , 
ce  qui  suppose  7  =  —  bS. 

Pareillement  de  l'équation  x*  *  =  (x  -f-./)  ^  C*».?")  —  —  on  dé- 
duira x  -\-y  =  c",  <p  {x,^)  =  —  y,  ce  qui  suppose  z  =  —  e.}'. 

On  aura  donc  à  la  fois  les  neuf  équations  : 

j4-«  =  ^«",      0  0^0  =  "*"»     x  =  — aa, 

z-t-x=£%        *(z,x)  =  C',      J  =  — 
ae-hjasf,       f(x,j)=B>",      z  =  —  c>. 

Appelons  comme  ci -dessus     la  somme  x  -f-  je  -f-  z,  nous  aurons  

3/7  =  jj  a*  -f-    4-  c" ,  cl  les  valeurs  de  x,  7,  z  seront  exprimées  en  fonc- 
tions de  a,      c,  comme  il  suit  : 
xzszp  —  -  a" 

z  —  p  —  c* 
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g.  11  existe  aussi  une  relation  entre  a,  b,  c,  laquelle  se  déduira  de  l'é- 
quation a;»  =  i  a"  -f-    +  c" ,  combinée  avec  l'équation 

o  =  (^~i«-)'  +  (^-*")"  +  (^-c")-. 

On  sait  d'ailleurs  que  p*  est  divisible  par  n(jr-\-z)  (a-f-x)  ou 
par  a*b'd"t  on  peut  donc  supposer    =  abcD ,  ce  qui  donnera 

aa&cD  =       +    -h  c\ 

Et  par  le  développement  de  l'équation  précédente,  on  obtiendra  dans  cha- 
que cas  particulier  une  autre  équation  entre  a,  b,  c,  D.  Daus  le  cas  de 
n  =  3,  ou  a  simplement  D  =  1. 

■ 

10.  Nous  remarquerons  encore  que  tout  diviseur  premier  0  de  l'un  des 
facteurs  «t,  £,  y  ,  doit  être  de  la  forme  tikn  -f-  1.  Car  les  nombres  6  sont 
diviseurs  d'un  nombre  de  la  forme  p*  -f-  7"  sans  l'être  de  p  -f-  y  ;  soit 

=  of  -\-  9«,  il  faudra  que  9  soit  diviseur  de  i"-f-  i  sans  l'être  de  t  -f-  i  ; 
d'oi^  il  suit  que  ô  est  de  b»  forme  ikn  -f-  i.  (Th.  des  N.,  art.  157.) 

Cette  propriété  est  commune  aux  trois  facteurs  impairs  *,  6,  >;  mais 
le  premier  <t,  qui  entre  dans  la  composition  de  l'indéterminée  x  déjà  di- 
visible par  n,  a  de  plus  la  propriété  que  tous  ses  facteurs  premiers  sont  de 
la  forme  afoi»  -f-  !• 

1 1.  En  effet  soit  9  =  "xkn  -f-  I  un  des  facteurs  premiers  de  *;  on  dé- 
duira des  équations  précédentes,  en  omettant  les  multiples  de  9,  tf=o, 
x  =  o ,  J"  =  C,  z  =  b",  <p  (yt  a)  =  o.  Soit  /  une  racine ,  autre  que  —  1 , 
de  l'équation  f"-f-  1  =  o  ;  puisqu'on  a  y*  -f-  z"  ==  (y  -f-a)  ?  (/,  s),  l'équa- 
tion <p  (j,  a)=  o ,  aura  pour  l'une  de  ses  racines  y  —  fz  ;  donc  c*  =  fbm , 
donc  /  doit  être  un  résidu  n*"*  de  9  ;  représentons  ces  résidus  par  la  suite 
=fc  (  1 ,  fi.  y  p.*. . .  /**""')  ,  où  fA  doit  satisfaire  à  la  condition  A*-*  -f-  1  =0  (sans 
qu'on  puisse  avoir  uh  -f-  1  =  o ,  A  étant  un  diviseur  de  k),  on  pourra  faire 
f—pi  et  l'équation  />"  -J-  1=0,  deviendra  /*'*■+■  *  =  O. 

Plusieurs  valeurs  de  i  peuvent  satisfaire  à  cette  équation  ;  car  si  h  est  la 
moindre  de  ces  valeurs ,  on  pourra  faire  i Isa  h ,  3h ,  5h ,  etc. ,  c'est-à-dire 
i  égal  à  un  multiple  impair  de  A,  et  alors  la  valeur  /  =  p>\  renfermera 
les  valeurs  f  =  p.iipji,  ft",  etc.,  lesquelles  satisferont  également  à  l'é- 
quation /"  -f-  1=0. 

Cela  posé  l'équation  p.1"  -f-  1  =  o  dans  laquelle  l'exposant  de  p.  est  le 
moindre  possible,  devra  coïncider  avec  l'équation  p.*  •+■  1  =  o,  où  k  est 
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8      .  THÉORIE  DE*  XOipAE* 

assujéli  à  la  même  conditioti ,  de  sorte  qu'on  aura  k  —  hn ,  et  par  consé- 
quent 0  =  nhn*  4-  I.  Donc  tous  les  diviseurs  premiers  de.  ajsojjtjde  Ja 
forme  a/m*  -f-  i  ;  ce  qui  établit  une  différence  notable  .entre  ceg  divjscy/s 
et  ceux  des  deux  autres  nombres  €  et  y ,  lesquels  sont  simplement  de  la 
forme  *kn-\-  i. 

ia.  Pious  dfon»  supposé^)  ans  l'art.  8 ,  que  &tn  de»  nombre*  «^g^Jk^ 

est  divisible  par  «i^LL  rçste  maintenant  à  considérer  le  «as  où  aucun  de 
ces  nombres  ne  serait  divisible  par  nTAIors  le  seul  ebangement  â~faîre  dans 

les  neuf  équation»  de  l'arî^S-,  serait  de-mettre  et  à  Ta  place  de  ^      et  ** 

à  la  place  de  na".  Mais  on  verra  que  ce  cas  ne  peut  jamais  avoiHicu. 

i3.  Au  moyen  delà  forme  générale  que  nous  venons  de  donner  aTft  râ- 
leurs de  x,  Y}  z,  on  peut  démontrer  que  si  une  de  ces  indéterminéfs  psi 
divisible  par  n,  elle  le  sera  nécessaire  nient  par  «• ,  et  qu'il  en  aera  dememe 

de  la  quantité  ^  ^ , ,  >     ^  ,  v  ,  ,  _      r  .  _  ,       w    t  ^  , 

En  effet  nous  avons  appelé  x  dans  l'art.  8  l'indéterminée  qui  est  divisible 

par  «  j  or  d'après  l'équation      =  -  a"  +  A"  -f-  c\  ou  3>P  et  -  «"  sont  diu- 

subles  par  n,  il  feut «/i*  A'-f-C  toit  divisible  par  n.  D'un  autre  côté*V  —A 
et  c"—  c  étant  toujours  divisibles  par  n ,  leur  somme  A*  -f-  c"  *-  ( 6  -f- c ) 


est  divisible  par  n  i  <l°nc  A  +  e  est  aussi  divisible.  Soit  A  +  c  =  «A ,  on 
aura  A"=  (-^-fcaAJf,  ci  Z."-f-c-=nc— .  «A  —  ^^=^  c"-\n'A'-f-etc; 
d'où  l'on  voit  que  A*  4-  c"  est  toujours  divisible  par  »*;  mais  la  partie  -  <T 

est  aussi  divisible  par  «*  dans  le  cas  de  /j  =  3,  et  par  une  puissance  plus 
«levée  de  n,  lorsque  n  est  ">  3.  Donc  p  sera  toujours  di\  isiblc  par  n*;  donc 

n  —  -  o"  ou  x  sera  divisible  par  »v-  .  »«i  » 

11  est  donc  démontré  en  général  que  si 'l'une  des  inconnues  x,y,  r, 
est  divisible  par  n ,  elle  le  sera  nécessairement  par  et  qu'il  en  eSFde 
même  de  la  somme  x  4-^  +  sz=p.  *'t''  1 A  • 

1  1  Nous  nous  proposons  maintenant  de  démontrer  que  l'une  des  uûcm- 
nues  x,      z ,  est  nécessairement  divisible  par  ». 

Ayant  déjà  fait  p^x+j  +  r,  soit  encore  .7  =  xj>  -f-  jî  ■+■  : 
r  —  xyz ,  de  manière  que  les  indéterminées  ar,  /,  z,  M>ienl  les  r««ca»e> 
dt;  l'éqnntion  VJ  —        -h      —  r  =  o  ;  -i  on  «ppelle  en  «éiiéral  S 
somme  des  puissances  de  dagré  m  de  ces  racines,  ta\oir  S»  =  ^  -+-J  m  -r- 
on  aura  d'après  le»  formules  connues*  joî.-*  «î  rat 
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SECOND  SUPPLEMENT.  9 

S,  =/>, 

s.=^—  «fi 


et  en  général 


-  -  "'fi        7  • 3^  +  =  '  ""^  —  ^ 
+  «tc, 

cette  suite  devant  élre  prolongée  jusqu'aux  puissances  négatives  de/? exclu- 
sivement. 

1 5.  Soit  n  m  3 ,  on  aura  S,  =  o,  ce  qui  donne 

p'  =  3  (W-r)  =  3(*4-j)  Cr  +  s)  (*+*); 

donc  v  est  divisible  par  3  et  en  outre  un  des  facteurs  *  -\-Jr,Jr-4-zi  z  -f-x 
est  divisible  par  9.  Soit  ce  facteur  y  -f*  z  ,  alors  —  (/  +  s)ou*  sera  di- 
visible par  3;  on  peut  de  plus  conclure ,  suivant  l'art.  i3,  que  x  devra  être 
divisible  par  g ,  ainsi  que  p. 

16.  Soit»  =  5,onauraS|=o,  ce  quwdonne /**  s=  5  [pq — 0 — ?  )  ou 

ir+s)  (,+x) 

Si  aucun  des  nombres  *  +7,74-  «'est  divisible  par  5 ,  il  faudra 

que  le  facteur  p-  +  -f-  y  -f-  *• ,  ou  simplement  sa  partie  +«* 
soit  divisible.  Mais  tout  nombre  non  divisible  par  5  est  représenté  par  5mdb  1 , 
ou  par  5m  ±2,  et  ton  quarré  l'est  par  5m  =fa  >  ;  or  trois  nombres  étant  de 
la  forme  5m  db  1 ,  leur  somme  ne  peut  être  que  de  l'une  des  quatre  formes 
Smofc  1 ,  5m=fc  3  j  il*  est  donc  impossible  que  x*  -f- y*  -f-  zm  soit  divisible  par 
5/si  aucun  des  nombres  x,  Tt  s  n'est  divisible.  Donc  dans  le  cas  de  n  s  5 , 
il  y  a  nécessairement  une  des  indéterminées  divisible  par  5  ;  elle  l'est  donc 

coup  plus  simple  comme  il  sait. 

1*.  Un  cube  quelconque  non  divisible  par  3  est  nécessairement  de  l'une 
des  deux  formes  gm  db.  1 .  Or  trois  des  restes  de  1  ne  peuvent  faire  ni  la 
somme  zéro ,  ni  la  somme  9  ;  donc  ai  l'on  peut  satisfaire  a  l'équation  a3 


io  THtOftlE  DÈS  NOMBRES. 

-f- jr*  -f-  s»  =3  o  un  n'es  trois  nombres  xf  y%  s,  sera  nécessairement  divi- 
sible par  3. 

a°.  La  drKftièmô  puissance  de  tout  nombre  non  «hriaiMe  par  5<  est  né- 
cessairement de  l'une  des  quatre  formes  a5m±(i,  7),  ce  quei'qn  peut 
vérifier  sur  les  cino^i^mes  puissances  des  nombres  1,  3,  3,  4>  lesquelles 
divisées  par  a5,  ontlcs  mêmes  restés  que  donneraient  les  cinquièmes  puis- 
sances des  nombres.  Sar^  *  }'5bc*p±[  9*4-3, 5xH-{-  Or  trois ^es  quatre 
restes  db  1  ,  zk  7,1  ne  peuvent  faire  ni  la  somme  o  ni  la  somme,,:*,?.  Donc 
si  l'équation  x5        -rfIS5.     <>  3*  WPfihtet  »l  ^dra  que  l'un-  des  nombres 

Ïj  *>  «»t  divisible  p«irlf5,;        <.i>  [n 

Le  même  moyeu  be  réussit  pas  pour  le  cas  de  n  =s  7  ;  car  on  trouve 
19'  —  i8'  —  1  a=r7'.i8. 19.  Ainsi  trois  nombres  non  divisibles  par  7  tels 
«pie  x  =  19,  r  =  —  18,  s  =  — -  1 ,  ou  plus  généralement x=  19  -f-  7*0, 
*•  =  — -  18  -f-  7si,  z  =  —  1  -f-  7'c,  donneraient  la  somme  x7  -\~  J1  -f*  z' 
divisible  par  7'.  liais  voici  deux  autres  cas  qui  réussissent,  ce  sout  ceux 
de  n  =  11  et  «=17. 

En  effet,  i°.  la  puissance  1 1*"  de  tout  nombre  non  divisible  par  1 1  est 
toujours  de  l'une  de  ces  dix  formes  laiwz  ±(1,  3,  9,  37,  /fo).  Or  dans 
les  cinq  nombres  \ ,  3,  9 ,  27 ,  4°>  il  n'y  en, a  pas  deux  qu+  se  suivent 
immédiatement  ou  dont  la  difierence  soit  l'unité.  .Donc  troia  de  ces  nom- 
bres ne  peuvent  faire  ni  la  somme  o  ni  )a  somme  iaii  Donc  Péquation 
x"  -r*./"  -H*,,  =ao  étant  supposée  possible,  un  des  nombres  x,  jy  -a,  sera 
divisible  pas  1 1.  •      t-' \  ^=»'i  «oqquÈ  Jna  j  ni 

3°.  La  puissance  174*"*  de  tout  nombre  non  divisible  par  17  twiaVJ'une 
des  16  formes  389m  =fc  (»,  38,  40,  65,  76,  1 10,  i3i,  *34)  j  or  parmi  ces 
restes  on  n'en  trouve  pas  deux  qui  6e  suivent  à  une  unité  de  difierence; 
donc  dans  l'équation  or"  "f/'-f  s"^o,  un  des  nombres  x,  jr,  z,  1 
divisible  par  17. 

18.  Le  principe  dont  nous  venons  de  faire  usage  se  démontre  ainsi 
Supposons  qu'on  ait,  x"  +Jr"  -f"  z"  =0,  et  soit  0  un  nombre  premier 
non  diviseur  de  xjs ,  puisque  x  et  fl*  sont  premiers  entre  eux ,  on  peut 
supposer  j~Jx( +  fi^  z'- fi'/ ,  et  en  faisant  là'siibstttuWon 
verra  que  1  +  /*  +  g*  est  divisible1  par  fi-,  ou  qû'en  snpprraSant'Ifes hml- 
tiples  de  8',  on  a  (— g)'  =  /»  -f-  1 ,  donc  parmi  les  restes  A^'f^ssanCes 
n*""  Avisées 7jari6*,il^  en  aura  toujours  un>  prb^iAotW^0iJ-»#)"ou 
dc'(-~gY  qni  sera  plds  gfafni  d'une  unité  que  le  reste  proVetiati^dé1/'. 
Si  cette  condition  ne  se  tronvT  pas  remplie  dans  la  série  des  rtâte^,  totioit 
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SECOND  SJJ^L^IB^,  1 1 

en  conclure  qu'il  y  a  nécessairement  un  des  nombres  xyytz,  divisible 

pur  fl.  ni  «n;h  i  > 

ij).  Revenons  nu  cos  de  n .  =  7  et  faisons  S,  =  o  dans  les  formules  du 
n°  14 ,  houj  aurons  "iJf  *HhîOp  ûT  9D  JriDrn 

Le  facteur      — qY-\-pr  peut  être  exprimé  par  r4Î^-~  ~j  -\-pxyz;  si 

donc  aucune  des  indéterminées  x,J',  z,  n'était  dirisible  il  faudrait 

que  x*-\-j*  -f-  2*  fut  divisible";  mais  cette  condition  ne  présente  aucun 
signe  d'impossibilité,  car  le  quarré  de  tout  nombre  non  divisible  par  7  est 
de  Puue  des  trois  formes  7/n-f-  1,  a,  4,  et  la  somme  des  trois  restes  1 .  a,  4, 
est  divisiI4«  po*  7.  Celte  considération  at  donc  insuffisante  pour  notre  ob- 
jet, et  il  faut  «courir  à  d'autres  moyens.  -  =  <  ...|  n 

t*  "     r  ■'""*'  #  -A'  ''    .•   :  -|-  »    -  -  •  ■  -••    -  7.  • 

O.  Ltant  proposé  léquation  xT  -j- y7  -f-  z'  —  o,  où  l'on  suppose  xyz 

non  divisible  par  7,  on  pourra  faire  d'abord  comme  ci-dessus  1 

11  n  1  '  XThifUrn/îîaii  ^Cr^f)  —  417»  *  ^.TH'ff  v  j  .]  ,..  I 
a  étant  premier  à  7a.  Mais  on  sait  que  fa  s)  peut  se. mettre  sous  la 
forme  Y»  -f-  7Z* ,  où  l'qn  a  Y  =c=  oy*  —y%z  -f-  azJ  et  Z  ss^s  (y — 2). 
Ou  aura  donc  4*'  a=  Y"  «f-  7Z*,  ou  simplement  «r  =  (  j  \)*  >+«7  (t 
car  Y  et  Z  seront  toujours  des  nombres  pairs.  Cette  équation  fait  voir  que 
«•diviseur  de  la  formule  /*  -f-  711*,  doit  être  de  cette  même  forme ,  et  qu'ainsi 
ou,peut  supposer  *= /•-|_7g>»;  faisant  ensuite (/+gV— 7)' ssFtt-G 4/^-7 , 
.46'qQi,<fonno  isq  s>l»'i-.i<ii  .1  <■  • 

on  aura'  l'équation  (i  Y)*  +  7  (t  Z)"  =  F'  7G»  à  laquelle  on  satisfait  gé- 
néralement par  les  valeurs 

i«iitk  ;»iJik>iu:»L  j*  KiiZfiXi  ii>  "ii'iii" ».  «mu  Uiub  »«ii»iinn  .1  <\, 

•  •    .      j  *' 

Mais  puisque  G  est  divisible  par  7  ,  il  faudra  que  yz  (y  —  z)  le  soit  aussi  ; 
et  comme  dans  notre  hypothèse  J^s  est  non  divisible,  il  Taudra  que^'  —  z 
soit  divisible.        ..,(  . 

On  prouvera  de  même  par  l'équation  $  (s,  x)  =  6%  que  x  — z  doit  être 
Uivjsibb»  par  -i  p  Jonc  In  somme  de  ces  deux  quantités  f, savoir  x-\r_j —  az 
serait  divisible.  D'un  autre  côle,  x  +7  +  a  est  toujours  divisible  par  7; 


1 2  TtiÉbriÉB  bteS*  ftOMB'RrëS. 

donc  9 1  !  ;  t  mirait Ltftié ^Stf  W èôhfeéqjticm^ rat  divisible  ^h- ^ ce  qui-  est 
corïlre  niy^tHké/TWùi  enfia  ^ank  lé  ce*d*Trïc*7  ~j  l^ne^es-indéfer-S 
minées  est  nécessairement  divisible  pâfr  ^êV&ëtité  'parCT^  — 
JLtf  Wèttfe  ttbd^  d*BéWohs4ratfan  l^ail^o^rai^^ù^'ValéttH'hàiiïVi, 


presqtic  àbsblue.  '4^'  •       ^  < 1  ')lMI*  '  '  1,;fI  ea»Jn  ^.oiqfn  Jnoa  ,1 

cu,p  dcsno^re^,^,^  faudra  conformément  a 

l'art,  12,  qu^  f^tiïiï^^,fàytfmWlWP& &  t*  Su^» 


ce 

eoècr 


Or  nous  allons  faire  voir  que  ces  équations  ne  peuvent  avoir  Heu 

t»         1  •  1    .  »  •  ,.,.o<>t  oui 

rour  cela  supposons,  ce  qui  sera  prouve  ultérieurement,  quil  existe, 

pèdr  chaque1  fiiew  flg  n ,  ffi  mtôiï&-x*?iMw  0  -a  y*n^"  i ,  tel  qu\m 

peut  pas  satis&ire  à  l'équation  r*  =:  r  +      r  et  /,étant  deux  rendus  d^, 
puissances  n*—  divisées  par  16,  et  tel  en  même  temps  que ne  soit  pas  dp. 
de  ces  résidus.  Yoici  les  conséquences  qui  résultent  de  l'liypotKese*que  n" 
n'est  pas  diviseur  de  xy%. 

\\  faut  d'abord  que  l'un  des  nombres  &  Jf ,  s,  sait  divisible  par  G,  car 
dans  le  cas  contraire,  on  serait  conduit  comme  dans  le'ri*  18  àTequttioii 
/'  =  r  -h  1  qui  n'a  pas  lieu.  ^Soit  ce  nombre  ary  alors  £  4^*"!-*  ^  -*era 
aussi  divisible  par  8,  de  sorte  qu'en  omettant  les  mulliptei-iAe'ô^a»  «Dr»' 
b"  -f-  c"  —  a"  s=s  o.  Je.  conclus  de  celte  dernière  équation  que  Cuu  desjj^m^,, 
bres  <j,  A,  c  est  divisible  par  0  .  sans  <rrtoi  on  serait  conduit,  tlo  nom  eaU  à 
l'équation  i*  =  r  -f-  1  qui  n'a  pas  lieu.  Ce 'nombre  divisible  ne  Jieut  êt^  ni' 
ni  c,  car  si  cela  était ,  x  aurait  un  commun  diviseur  avec  l'un  des  nomj-' 


bi  es  j  et  z  exprimes  par  — 
petit? être  que«.!  •  u  1  £=1— -  '••  mîjr.iqiî>*l  m>  rtufddr.l  -r*  ^n».b  Jiov  nO 

Cela  posé,  en  omettant  toujours  les  multiple*  de  6  on  aura  les  équation» 
<onAuoïir«lkjs(*).re=30,  ata=o,  ^-f-cTssao,  este  A",  y.  '^tf+iC^—rjri 

'il'  "  i'  1  —  j^ii.iM.ii  ... .;.  >        .           |  1  I  "  h'/       11  '  '  .ujli.r  g.n 

(•)  Ces  équipions  oatre  dbi  reites  prÔTenaal' d«  la  jJitnta» dtifksipm 
un  même  nomLrc  premier  i».Sfi  Iraitcpt  comme  Ici  équations  orjJinoi^es^ans  qu'il  «oit 
besoin,  des  signes  nouveaux  d'égalité  ni  des  dénominations  nouvelles  assez  invongrutâ  , 
«dont  quelques  geometres  foot  usage.  •MJJJ  IJ 
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3"  '  =  •*»         =*->Tf. jDfflWrfO^)^  4fc*q  oldtei/ib  JusmMÎÉBMoàll  J«a  ^nim  ' 

la^ifsance,^  nw^iv&bjejparj^sa^  HWifeP  WR^Wrrf^  psd*' 

lion  pasas'iv  sont  représentées  par  la  suite  I,  /t,  fit*. . .  /K'^flJ^nnjftpdes 
puissances  successives  d'un  même  nombre/*,  dont  la  propriété  est, telle  que 
P$bbJL$  ''et'  quVucùne  autre  ^mssancè7lc'^f%orît"iê  cféj»r^  s^rfeh;  Inférieur 
A**,'  ne peui' donner 'le  resté  AVI*  reW  do^V^^  Mfë 
JUj2fS£  55^=>S  et  alors  f&juaUon^^ 

n  serait  un  résidu  de  puissance  /i""",  ce  qui  est  cdnlre  ïd  s'oppoiWîô,h\ 

32.  Tout  se  réduit  par  conséquent  à  prouver  qu'iKexisle  pour  chaque  va- 
leur de  «  un  nombre  premier  6  qui  satisfait  aux  deux  conditions  mention- 
nées. Voici  un  tableau  dressé  à  cet  elFet  pour  toutes  tes  valeUre  de  «  moindre* 

•»■■"'  ••'"«'  M'»/ii  «ij  ta  #.««hii.  «J    --•'.>  o  ip  iioy  diiiH  c.m!1'  -.,«  n  ,' • 


<]ue  100. 


I! 


'H  •(!!••  ri i  -n 


pno-iomiifi* 


_______  __ 




,^'1  «  9ni(feilCi  ir.q  îo;v} 
Ml      '   ,  


n 


9 

»n<i  h>*  mm      nnp  »qfn)) 


9f*p  9éQiHOf|'i 
7=  a.  3-4-i 
1 1=  a.  5+ « 


_________ 


I 


?  53^7  i3+î  +/,  V1  h  ■"?§? "S 

7^7=*  ^î>fr  3(^741)  67*^ 
9' 191=^0. 19+1  ^(j,7^«j49,«a)  ,71  509= 


19 
ii  3 1 1  - 


fris  tâ$ 

-"»(»  un  !  >ovi; 


'tunmirjil 
:  4.43  +  1 

14. 47+' 

:  2.5ÎJ-+I 

:ii.,5t),-|-I  i( i,ao,ia 


^Bti  [  ?»op  brodé 'b  Jusl  lf 


i6.6'«'+ife^;5ï,8^ 

4.(17  +  1  zt(i,Ô 


I  aj+filiri  j[73  293= 

9+1  "«idiiiipa  «9'3r7^: 
io.3i>4-t  £fc(  i,636,5a,95)s83  167  = 

g^.  ..." 

lUMÎVll 


o,337,389.4«o] 
,l*»^_n  11  iijp  1  -f-  -\  = 


'■"te'-sip 

b  npiirtmo'.j 


a-894-11^1 
4.97+1  ±(t,n  5) 


iq  MOIUV  Q  oiamon  SI  'jrioif    çrr  —  jî>  icq  zorniïq/*»  z.  I  >  ^  r-;." 

On  voit  dans  ce  tableau  que  l'équation  /  —  r  =  1  n'est  satisfaite  dans 
micun  cas,  cfest-a -»Are  q»'il  n'y  a  ]<us  -Icvix  restes  (hmt  la  différence  soit 
égale  à  l'unité.  Oa  voit  de  même  que  l'oxposaaUi  r+  itestipas  compris  pavmi 
les  valeurs  tle  r.  Ainsi  la  proposition  est  démontrée,  en  quelque  sorte  d'un 
trait  de  pVamej  pourUoutes  le*  valeur»  do    inoinAe», que  r j 

Y  tf'   1  "l1u  ^'"■'"''i"  dgwnw  iinlif.il  -y  rnninni  aalmn  1  -m  mu 


a- 


i-ellc  ucuiouslratioa  au  ou  trouvera  saus  doute  très  inccuicuse ,  est  due  « 
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>4  T^^D^rjpMWpS 

a3.  Dans  le  tableau  précèdent  on  peut  remarquer  que  la  valeur^dc  k  qui 
sert  ù  former  le  nombre  auxiliaire  6  =  2«X-  -f-  i  ,  est  un  terme  de  la  série 
i ,  2,  /\,  5,  7,  S,  où  l'on  ne  trouve  ni  3  ni  (j.  Cette  suite  s'étendrait  pieu 
loin  si  le  tableau  lui-même  riait  prolongé  au-delà  de  la  limite  n  =  07  :  mais 
«m  n'y  trouverait  aucun  nombre  divisible  par  3.  loi  effet  si  À  était  dujsi- 
Lle  par  3, 'il  sciait  toujours  possible  de  satisfaire  à  l'équation  r'  =  r  -f-  1  , 
et  l'une  dts  conditions  exigées  n'aurait  pas  lieu.  Car  en  faisant  ^  =  3/,  le 
nombre  pL  qui  par  m*>  puissance*  successives  forme  les  3/,  v  aleurs  du  résidu 
r,  devra  satisfaire  à  lVqiitttiu'n  ptk  =  —  1  ou  ft8' -f-  1  =  o.  Remettant  dans 
le  premier  membre  bi  ftttteur  ft'-f*  1  qui  peut  pas  être  zéro  par  la  ua- 
ture  du  nombre  p.  (art.  21  )  on  aura  fi*  —  jt'  -f-  I  =  o  ;  ainsi  en  faisant 
ft'  ssrV^Œ-ri'ou  utrrait    =  /■•+■  r. 

i'jf«  Si  l'on  remarque  que  la  valeur  G  =  a/<  -f-  1  s'applique  à  9  des  24  cas 
rnntenus  dans  le  tableau,  on  pourra  présumer  que  la  loi  est  générale; 
c'est-à-dire  que  toutes  les  fois  que  an  -f-  1  est  uu  nombre  premier  en  même 
temps  que  n,  ce  nombre  2/1  -f-  1  ou  8  satisfera  aux  deux  conditions  pres- 
crites-, savoir  que  l'équation  /'  =  r  -f-  1  entre  deux  résidus  n'im"  n'a  pas 
lieu,  et  que  ri  n'est  pas  un  de  ces  résidus.  lin  cfiet  dans  ce  cas  il  n'y  a 
que  detrx  résidus-f-  1  et —  1 ,  qui  ne  satisfont  point  à  l'équation  /  =  r-|- 1 , 
et  n  n'est  pas  un  de  ces  résidus. 

20.  Ou  peut  prouver  de  même  que  lorsqu'on  a  0  =  4» -h  1,  ces  deu\ 
conditions  sont  eucore  satisfaites.  Dans  ce  cas  il  y  aura  4  résidus  r  à  dé- 
duire deVéqualion  r* — 1=0,  laquelle  se  divise  en  deux  autres  r»— 1  n=©, 
f*  -f-  1  =  o.  La  seconde  d'où  il  faut  déduire  le  nombre  ft  ,çst  facile  à  ré- 
soudre; car  on  sait  que  duns  le  cas  dont  il  s'agit  G  peut  être  mis  sous  la 
forme  ax  -f-  o»,  il  suflira  donc  de  déterminer  ft  par  la  condition  que  n  -f-  hu. 
soit  divisible  par  6,  et  1  sera  divisible  par  ô;  de  sorte  qu'en  omettant 

les  multiples  de  8,  on  pourra  faire  (Jfz= —  1 ,  et  les  quatre  Valeurs  de  r  se- 
ront /•  =  db  (  ! ,  ft). 

De  là  on  voit  que  la  condition  r-f- 1  ne  pourrait  être  satisfaite  que 
dans  le  cas  de  p.  =  a,  alors  on  aurait  9  =  5  et  n  =  1  ,  cas  exclu.  La  se- 
coude  condition  qui  exigerait  «pie  ft  =  n ,  donne  en  omettant  les  multi- 

Ju.J-i  I  -Alt  \'  A  '  '  UIHI 


Vff*  Svphie  Germain,  qui  cultive  avec  >u<:<  «.■>  1**  jciçncta       si.ju»--»  et  tnatlu  ninlit|u*  - 
comme  le  prouve  le  prix  qu'elle  4. remporte,  ,ti  ^cade^ie.  sur  \ps  vihralipva  «!<•>  Urnes 
ëlnstiques.  On  lui  doit  encore  l.-i  pi  <>pf>5ilion^aej!'»ji. .j3  et  celle  <pu  jçpucprpe,  f»  £ftrip»c 

pturiculitre  des  diviseurs  jWeÀiêrs  clé  «'^  u'oonec  d«u  l'art.  1 1. 
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SECOND  àftklOÈÉitkl  ,5 

pies  Uc  tf ,      =  —  ï  ,  mais  par  la  im:iuc  omission  on  a  i  -4-  \n  =  o .  et 

.    iflLi, ■  iu-  i  ~  .  iiiii.lK.ui  «j ï» Tii i- >ii  tr    1  «■»«■«- 

i  —  il>n  ;  donc  n  =  —  iG«%,  ou  17  =  0,  c'est- a -duc  que  1-  serait 

le  nombrefl;  maU  alors  on  aurait  »  ^^'^^sl^s.un  gj&j  Frc- 

premier^  le  nombre  8  =  j\n  -f-  1  satisfera  aiix  deux  conditions  wuuses. 

i  .14,  =  a  Jiii.-ui  if  1»  )  .11  ni  saq  JUrtUB  fi  c.^j}\i/5  imouTniro*  <"ïn  l^Trr,"t•• 

36.  L'analogie  porte  à  croire  qu'ils  sera  de,  môme  idans  le  cor  de 
8  =  8«  -f-  1  }  c'est  ce  qu'il  faut.exum^ca.nDMordl la  valeur, de  p  devra 
être  déterminée  par  l'équation  «juit^it  être  réaolne  sans  tâ- 

tonnement de  la  manière  suivante,  ,  ,     no  (ic  .tin)  ii  wdmoa  tri 

Le  premier  membre  peut  se  mettre  ^ous-  Ja  forma O'-f-aje»,  et 
comme  fl  nombre  premier  8«  -f-  1 ,  doit  être  de  la  forme  a*  -f-  2Ù',  on  pourra 
faire  m»  —  i  ==  ape,  en  prenant  pour  0  la  plus  petite  valeur  de  /  qui  sa- 
tisfait à  l'équation  a  —  o.by  =  Qx. 

Pour  résoudre  ensuite  l'équation  a*  —  ifj.c  —  1  =  o,  ou  . 
(f* —  cj'  —      -f-  0  =  °>  on  rnuhiplicra  le  premier  membre  par  <\b%  et 
observant  que  \h*  (c'-f-i)  =  =       0II  ann,      ^_Lc)i  _  ^x~0l 

ou2(ft-t)'-,=:o.  May  le  nombre  0  de  forme  ,H«+i,  peut  être 
représenté  par  a**  —  ;  donc  a  sera  déterminé  par  la  condition  que 
£  \u  —  c)  dz  a.  soit  divisible  par  0. 

Cela  posé  les  huit  valeurs  de  r  seront  r  =  =fc  (1, >,  M  Maintenant 
l'équation  r  =  r  -f-  r,  si  elle  pou\  ail  avoir  lieu  ,  sciait  représentée  par  Tune 
des  ti'ok  équations  suivantes  : 

«  -uo<  rim  uxty  Ju'iq  U  Ji^"*  "  Miuii  1  ad  Rico  nupTitit  » 
cl  ^^rj^fto?)^*^^":1 1  I»  seconde  mise  sous  In  forme  0l  =  jt»  =fc  , 
et  la  troisième  mult.pliée  par  ^u,  se  mluiseut  à.  la  première.  Ainsi  (ont  se* 
réduit  à  prouver,  qu'où  ne  peut  avoir,  p  =  ^  db  1  ,  ou  m'^i  =  ^.  Eu 
effet  si  on  élève  chaque  membre  au  quarré  ,  on  aura  zp  ~  équa- 
tion impossible,,  Doue  lorsqu'oiLaura  6  ^  8«4r  1,  l'éo^iioa  S  zL  r  +  1 
sera  impossible,  et  la  première  condition  sera  remplie. 

Il  reste  à  prouver  que  la  seconde  lésera  également,  c'est-à-dire  que  «  ne 
sera  pas  comprise  parmi  les  valeurs  de  r.  Si  elle  Tétait  un  aurait  n*  =  d=i- 
d'un  Timre  côté  ôn  â  ï  =  —  8»  +  9 ,  ou  simplement  is-8«  et  par 
conséquent ,  »  Vn*,  donc  ^  =  =b  84/i4,  ou  8*  ±i=  o,  ce  qui  veut  dire 
que  fine  pourra' être  qu'un  diviseur  de  8<  =fc  ,  ;  or  8<  —  1  ,,'a  pour  divi- 
seur aucun  nombre  premier  de  la  forme  8n  -f-  1  ,  et  8*  4-  1  en  a  deux  sa- 
voir  17  et  34,  ;  ruais  ceux-ci  supposent  «  =  2  et  n  =  3o,  l'un  n'étant  pas 


premier  ,  VkèB^fiÉÊtÊ^ÊftÊkfÊtÊP  WmKftè  dent  conditions  ijteW 
plies  sans  aucune  exception,  tontes  les  fois  qu'on  aura  9  =  8n  -f-  «  ■ 


/a  telle  qu'en  omettant  les  rnull ij/Tt-s  de  9  on  ait^,= —  i  ,  cl  les  i(> 
l'  in-  du  ivmiIu  r  seront  ainsi  représentées  r  =  rfc  (i,  t*.  a*.  .  .  u').  Mu 
tenant  h  Teqtumon  r  itnW~îfcu x  rcsîdus  pouvait  avoir  lieu 

se  réduirait  toujours  a  Tune  des  quatre  équations 

Or  de  la  pietntôc» «ki^duil (-xtm  =p  1/  =  /*\  ou  f*4  -f-  l  =:/*•  (l  zfcai. 
et  le  quurré  de  celle-ci  est  a(U*=^  f*4  ( »  q=  a)*,  ou  (i  :£  a)1  =  a  ,  équation 

;is»pn|iiWtf  m)  ii  4-  ^iol  JoJcdq  no  ,  i  -+-ior  9&inoa 'mm  trmnS  M 

seconde  équation  donne  ft*  (f**^  1  )"  =  1  >  ou  f^^F5^""!"  '  =  '  . 

/ml)  ni  J»»*a!qcr3i  rup  miiDoo  aal»  Btm»  si  J»  iot     n  rMomarm  ni 

donc^-^-iss^fcan'-r-— ;  le  quurré  de  celle-ci  est  afi4  —  \u*  ±4  "H  n  > 

■ .  OMJcupo'l  *a*b  ra  |y  iiiiyAff  Jasai  vib  tap  ioi  ,  ir  f      ,  ti 
«a  parce  quo -,==  — ./*4.,<445=^=  \  ;  donc  —  i  =  \G ,  c'est-à-dire  fi=  i;, 

>aleur  qui  supposerait  n  =  i.  .»  ïfc  mhv  ni 

La  troisième  équation  ft<zx=i=fi  étant  élevée  au  quarré,  donne  q=  ?u»=,u\ 

le  q  u  a  r  ré  de  celle-ci  est — &£ffî£jg&*ilf33Èfe  encore  16=  — ^  i ,  ou  8  =  17. 

Eufm  la  quatrième  /jl*  zp  1  —  zh  u%  élevée  au  quarré,  donne  =ç=aft4  =  J*4, 

ou  1  =      3  ,  équation  impossible. 

Donc  la  première  condition  est  satisfaite.  Quant  *à  4fc  1  ïdbhde  on  trouve 

également  qu'elle  Test,  à  moins  que<$Aet%>i£d«iistfÉr  itf^6'db  1  ou  de 

9*dsK.  Or  ou  a  vu  <ÇJfc  Astâ,  ràW.  toa^W^lè^Jn&re  a"  —  1  n'a 

d'autres  diviaeuis  premier»  i6n      1  qfee-l^^^^^Spy  qui  supposent 

n  =  1,16,4096,  valeurs  exclues;  on  a  vu  également  dans  l'art.  157  qoe 

le  nombre  a'1  -f-  1  n'a  que  les  diviseurs  premiers  fi.»i  cl  6700.^7,  q»n 

supposent  n  =  {o  et  n  —  41S77G,  or  ceux-ci  ne  sont  pas  des  noml.i 

mil  ;  s,  Donc  il  n'y  a  aucune  exception  et  U  s  deux  conditions  seront  ton; 

remplies  lorsqu'on  aura  ô=  iGn-4-  1.         ,  r-  .       ....        ,  . 
<\à  a  aJSnqoaq^3i79o  sep  tu  lu  âo     t*c  isq  auusmb  apb  x  iwmiiiiii  itniuii 

art.  Ou  peut  vérilier  de  la  même  manière  que  le»  deux  conditions  sont 

encore  remplies  pour  les  cas  de  0  =  lorc      «  ,  et  0  =s  i.\n       t.  Dnnjde 

dernier  cas  la  afWpadjaJotfidiUun  ne  souâùicMÉ)SHfCj4teptJc>n  que  pour  Jc*di- 

viseurs  premiers  1  \n  -f-  1  de  i.{'±  1.  Or  1  .{'-f-  1  est  le  p  rÉhl^T'ûfrT 
le  nombre  7037.0(17  qui  est  premier,  mais  pour  lequel  on  aurait  n  ==  5oiOj6t) 
qui  n'est  pu:,  pieiiiier;  et  1  {' — 1  est  le  produit  de  i3  par8iu873i  «fui  est 
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encore  un  nombre  premier  ifyi  -j-  1  ,  mai»,  pour  lequel  n  n'est  pas  premier. 
Ainsi  1«  proposition  déni  par  la  table  pour  tous  le»  nombres  premiers  n 

moindres  que  100,  .s'étend  généralement  à  tous  le»  nombres  premiers  n  tels 
nue  dans  les  six  formules  a«-f-  1,  4n~f"  1  »  8/a  — f-  i  ,  1  on  — f-  1  ,  i.fn-f-  1 , 
iG/i.-f-  1 ,  fl  y  ait  an  moins  un  nombre  premier  }  ce  nui  permet  d'étendre  bi 
laLTe  à  toutes  Jes  valeurs  île  n  moindres  que  a< «< » , 

dépend  du  nombre  premier  9  —  3S/I-4-  1  =  -  [85, 

r  r     aMJaaf*>iMaf  5lwl  *  rnwi(»o*>J|MÉkbi» 

39.  Dans  le  cas  de  n  =  5 ,  ces  six  formule*  donnent  les  trois  uombn  • 
premiers  11  ,  4i,  71,  qui  remplissent  par  conséquent  les  conditions  exi- 
gées dan»  la  table  ;  la  formule  9=  10/r-f-  1  donne  encore  le  nombre  101 
qui  satisliiit  aux  deux  mêmes  conditions.  Mai»  depuis  101  jusqu'à  1000  ou 
ne  trouve  aucun  nombre  10* -f-  1 ,  ou  plutôt  Sokf  -f-  1 1  (car  56lf  +  iut 
exclu  par  le  n"  u3) ,  qui  ne  satisfasse  à  l'équation  /r^sr-f-  1  ,  ce  qui  doit 
faire  présumer  que  101  est  le  dernier  des  nombres  qui  remplissent  les  deux 
conditions  de  la  table.  Mous  ne  connaissons  donc  que  les  quatre  nombres 

11  ,  4>  »  71  >  101  qui  divisent  nécessairement  xra  dans  l'équation  

x*  -f-  2*  =  o.  Voici  les  résidus  cinquièmes  qui  répondent  à  ces  qun 

tre  valeurs  de  0.  1  tr=j\  Ti  1  inwuppw  iof  ws*^. 

iixt,tèr-Xfz*i,noh  'mavp  0%  Tytrthr >  aata  a> = 1  rt^i» matSmipà *m ï moM  tj 

^iczluo  ,4,  _  „ 

0.  Ilesidus  cinquièmes. 

«  =2  'M'  *î?5*»Jf»  yraup  us  d<»r»b  1  =p  'js,  Mo-Hxiaiuj  14  u*u*J 

shiâeoqnxt  aouaup»  r  c  ^  —  1 


fffacff)  /sfrataltt  1»  ndbilmcà  3 <3<ffw  iq  «f  5«o<l; 
^  (*>  3,  9>  *4)>  <m  «nsora  a  ,  fcVl 
db  (1,  30,  a3,  a6,  3o,  3a,  34), 
=fc  (r,  6,  to,  14,  17,  3a,  36,  3$,  41,  44) 


ib  i/o  t  de. '041 

•  a  t  —  l  «rflJl 
ur»^>»|qut  m^°* 

>  q     -?•!  irai  > 

D'où  l'on  voit  que,  non  seulement  l'équation  if  —  /  -f- 1  n'est  pus  sulislailc, 
mnis  que  5  n'est  pas  compris  parmi  les  .résidus.  Cette  dernière  circonstance 
permet  de  démontrer  que  les  trois  nombres  1  1  t  ~{  1  ,  101  divisent  la  même 
indéterminée  x  déjà  divisible  par  5*,  el  de  plus  que  cette  propriété  n'ap- 
partient qu'au  plus  petit  a  des  deux  facteurs  dont  la  valeur  de  x  est 
composée.  Voici  les  moyens  de  parvenir  à  cette  déaoostration ,  d'où  l'on 
déduira  quelques  conséquences  importantes  pour  les  antres  cas  du  théorème 

» Jp u»i  xl  a  itartuc  00  foupsi 'Wa(94uM0 

\  on 


fC  m  s  nartue  do  huom  voea <*tsm  tiMa^pn  in  Un* 
io.  Reprenons  pour  cet  eflet  les  équations  de  l  art  8 

Us»  AJip  lC*9D40  W<£  ci  IB.  ImDffVf      PflPL~**  »I  W  x  tyrut£>i*\  «a«^ 


3 


:  . 
X 


•    '  !  rfW>*Vf  mburf  lï  'hnia  p^?  7      ^         ««oubnol  «l  »k  ioi>l 

|)  'jjrii^u/q  5uu  Jn»;J5  m\  j^.s  —  =  t.  jlifniijl  j.T  n>q  aonno»  1 
et  supposons  <pie  le.  ©eœbiL-  B  du  U  fopalfe A^* 1  réunit  les  4«uaUon- 
ditions  exigées  dans  l'art,  ai.  On  peut  prouver  en  gémirai  que  fl  n'eat  ponil 
diviieur  de      car  suppui^is-,  s  il  riL  possible  ,  que  G  divke  Z>,  il  diviscisaten  _ 
même  temps^  cU  e»«uppriis«riit.k*  »u|**f4f»  ^  b,  »»  IW        u  et  jre=o. 
De  là  on  dê\rbirr^^  £^>/Fk^!W:£!  o',  donc  -  a-  4-  «"  srB.^R* 

présentons  par/*'  et  t*',  les  résjdus  de>  puissances  a"  et  c",  divisées  par  8  5 
noua  aurons  tt' -f- «  jt*  =s  o ,  ou  n  =  —  f^~' \  donc  «  serait  un  des  résidus  r 
rompn-s  dans  la  8uitej=fa)(.i  v  ft,  .  .  .jf*'"") ,  ce  «nii  est  contre  U  sapr 
position.  On  prouvera  de  même  que  ô  ne  divise  poiuL  c;  doue  Û  ne  d»vi>c 
point  hc. 

3i.  En  second  lieu ,  supposons  que  Q  divise  l'un  des  nombres-  désignés 
par  a,1  C ,  y  ;  pnisque'i^^tfà  aucun  drv^Fcfemh4un'trv£  :  nn£c ,  il  fcu- 
dra  que  0  ne  divise  aucun  des  nombres  a,  bry  c ,  cependant  comme  il  doit 

être  diviseur  de  l'un  dès  nbmïrcs  x,j,  a,1  on  Voit  par1  l'A  Vàlêurf^è^tes 

.  1  .  •  1       •>-,noo'/c^  i '  t  .  *  ■■>'»  vtj->  i..  '  "* ]  Jfj  (f  v  siip  Jiijiub 

nombres  données  ci-dessus,  que  l'un^desH/cjuapti^ (  Z$* 

«-  ^_  i  a»-f-  *•  ^- --tf»  doit  être  iër^'^^r^tattlfUW^iiirtiple* 

«le  9|  et  comme  dans  fc  4^^^  ^S^^Jc$#Sb^^q^e 
n   d  «  ai  U  -mp  (VTl"'''  Ij  .""".r  nbi-;,t  ou  ^.i'>  o-^cnn^  liof 
parmi  les  résidus  r,  r  f  r',  etc.,  il  y  en  ait  aeUt  r  et  r  qui  satisfassent  a 

l'équation  /  —  r  ae  aÂ.  C'est  ce  qu'on  Téfi&tra^  aisémènt^W  ajÔTTt£mt  aA  à 

tous  les  termes  de  la  suUe-dp4*^^r ^'*te/w^~^v^  »oyan^aia»  seconde 

suite  ainsi  formée  a  un  ou  pJdfcieuia  termes  coujio uns  avec  In  prermibr* 

ilrite.  Si  elle  n'en  a  point*  ilî^adtiaBpr'r-*  r  —  *A*est  impoaribinv  doneftae 

saurait  diviser  a€y ,  et  puisque  d'ailleurs  il  ne  divisé  pas  Jc^  iMmseranéf 

f-ewairemewt  le  facteur  u,  Pun'jdes  «fenx  dxmt  x  ésk  ronqioj*e\ 

Cette  vérification  ,  si  efleiféussiit,  .dispenaéra^es  deux  soivantes.  ,9Îf<ï 

3a . •  En  général  on  pe ut  pas,  <leUx  opérations  abufppftitopka  dqtarrtiinar  n 

6  peut  être  diviseur  de  €y  et  s'il  peut  l'être  de  «tsJùie  xuab  zol  <*qÛJ>  aup 
Supposons  1'  que  4  divise      alors  en  omettait  V  muUipksyde  6,  on 

aura  €  =c  0  ^  =  0,  s  ss  ^o-sâr*  a^pr'ifeit*,  i+ttàjfrff  fé;  x)=o. 


r 
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Et  d'abord  p««M^p«d^e,artte  d«^^  ^^ation  il  faut  rejmQiit«r  a  la  va- 
leur de  la  fonction  «      £)  =  -  v  — ;  ainsi  il  faudra  résoudre  l'equalion 

^=6,  c'est-a-d'ire==5  un  multiple  cîfe^  *t  omettre  la  racinex*4-  zcsso. 
Or  o^^^  ^^^  afjUWy^^HcJ^  goiuJiûn^ouiirale  de  ^j^qu^tip» 
est  donnée  par  la  formule  x  =  —  a.jC",  /"  étant  une  puissance  queLpo»>- 
qao4»«èntbW/^i  larjsfaiiè  l^t^V^tett ,  ^***f*tf  <*-?i 

"  Gela  poVe  si  on  exclut  M  valeur  tt^-^-h^l^h^  i  i  i  ir»e*àe^Mqtwt»tt 
p^fja-j  i)  2=roa,  'sërôrit'. -  W* dittclMttf  ^^««H'iysl'mtfki^^dQ'ôi!. 

les  n  —  i  valeurs 

iuq  «Tt>.u/li        Jo  *o  ro  iric-.ciun  Bftb  Oubliai  e-d.       >»  'w  i»;n  >aaoJilt»*iq 
g^^^W^^.rtfctT^^^  ,ncm,G  eu  , 


«b 


©MO  tfetlB 'équation w£i  |>ent  êtr*^»si^e^oiti)il#^*^idfa         dune  il 

.noiîi?.oq 
«4  Jmrq 


faucira^que  'âa&  tfAMS?  "9?T7,b  in  *'',JW  omèl™)  fc*™™!  t!°  •  "^'•'?"q 
^?^^TTT^^/f!h4flii/tqS*i/^*T      f  b  êoid  -i  îir  rab  .mj^ua  9?i/ib  3fi  6  oup  sib 


en  con- 


durait  quel)  n'est  point  diviseur  de  fc,  ni  par  conséquent  de  j/J  car  répreuve 
est  la  même fouFl#W^  Va^è: 

,  [P.^^njffljHj^s^  ^léui' Auife^  îlfaur 

doit  encore  être  un  résidu  n*"*,  il  faudra  que  daps  La  suite  , 

it  t  n*~ea  JOrHwn  oh  +p  lufcitw*  4  »  rfo  s  qui*  qrf^rtfetoriorit  a ~h»  tuifc!  3H  ?  hihm 

UOme «ivrbspkpdW  -p«y,*&  ail  fièla^héjB^|we«|t  teowfàfe i'w  :fc  tfmitve 
dans  la,  suite  M  dpsaréaiebir  n""'".  Si  detra  dWile  c^xiitiox  n'oit  pas; rem- 
plie, okb««iioaoelan»jiittefd m'osIviipiii^énEi^roilo.  ^«.noiJijoiUi  ■>  i>  .  J 

M  tUJinfiaflposans  a?  tjsa  â  est  dtvimir'titnc&^ion1  ■jiroiw«.i'a  wia>J JvlUmcnL 

qttp  'daîfi  Les  deux  suite»  --»b' aiia.  L  io9q  ii'a-  JJ»>  ^  ub  luo^/ib  BèJi  Jysq 
UO'  tft  ab^^CjUu^       JjpwtffcCW  M  «:<<t»;  (^  0  90p  *i  *no*oqqH<J 

5. . 
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H  devra  se  trouver  <l.;ux  4J»npét  oerneipondans  /•',  n  (f1 —  i),  qui  soient 

compris  l'un  et  l'autre odau*  la  *ui*«  M>  -  I 

n,  ce'uoidbVe      ^eut.^r^d^y^ur^^    ,  ^.Ao^o.mol  *J  oL  «sq  J»'n 

laaVurt  nirel 

34 

les 

sidusty*5*7,  'art.Tg 

Sqit  rfwjWib  ^anj«UTa*tfe=:Ti,  et  MrmÉrcb  r.  ir\éqùatio« f^-u-î  ai*o\6J 
où  l'ou  ut^ligt)  itostindftapiej  de  J*^  a  |iuur  unewde  aeé  racine»  fl  aùa&J'e*1  11 
qui  donne  les  autres  f*  =  3,  ps  =  4>  F*  =-^-a^yÀ^fè»  ce*  va*é*irb  4AdP,£ 
les  quajre^sgit^,  ^^^S.^^W.^W^Pprdffi  d«J  puis^nçet 
de  Ùe  ieiùb  jÇi!fli.iç.i».,È)  i«.r+\aIiiM  î^q  l»>!Ot-.itfiilVa«» 

i;fl*<ufîiila#iE»  'îb  brsonrœiïs  sidmou  n<<  «ift-ité  jl)9  ^wiijimotsbni  <->bonul 
on  toif  trOPB  p  iva  aucun  .terme  commun  avec  3J  =  rfc  1  .  et  qu  ik  en  esLnm 

de  munie  dé  A  :  doue  u  .ne  dirtse  tu  Gy  ni  a  .  donc  il  divise,  le  facieurde  . 
Soit  30.  6  =  4T  >  on  &ura  2^  =  8  et  M  =      (  1  ,  3,9,  i       on  satisfait 


Les  termes  correspondans  g  et  1  pris  dans  B  et  dans  B'.  sont  compru 
dans  la  suite  M  ;  donc  il  n'y  ^j^,A'juq|^h^ilé  à  ce  que  \t  divise  Cy. 
Il  était  inutile  dans  ces  deux  premiers  cas  de  former  les  séries  A  et  A', 


parce  que  les  nombres  1 1  et  4 1  >  ne  sont  Pas  de  la  form  ;  a/m*  -f-  1  ou 
5oh  -f-  1  ;  il  en  sera  de  même  dans  le  cas  suivant ,  'mli?el  e/-8eviendront 
nécessaires  dans  le  cas  4*""  >  relntru-menî  au  diviseur' ror.  •     *\  ! 

Soit  3*.  6  =  71  ftSkvèf  agi*  */fetl|:tff  ébfe  iê^J^U,  dft,  34)  ; 
l'équation  /*  —  i  =  oa  pour  racine  f  =  5 ,  d'où  résultent  tes  râleurs  sui- 
\anle|  S  noitûup&'l  û  Joioq  Jno^Jw  «n  iubiiin  a»l  J;fB*ûVup  Jio?  no'l  ûo 


Google 


ai 


B'  =  — i5,  —  i#  4*iâ2^4*  3.  .    b'I  la  uni 
La  suite  ^  a  le  t™  -  i  el  U.itâli'fi» "Hj'teflfc  &£<H«U^1b 


mais  ces  (feux  terme*  no 

tcS,,ao#^i'Hie1,tfivi; 
n'est  pas  de  la  forme 


les  deux  spi- 

Hài^'itastj;1!'^1^  jfttfc  f^nî^^'ï,  puisqu'il 

•me5oA-f-  i  ;  dofic^r'^WnMivi,,     *  «  '  "Ifl,oa  0 

'od^*^ 

et  Féq^alrb»     -  i.^uV^ëV^^'V Vfel  âonVe'ïes  va- 

leurs SuivnnlM  ^  '<  -°         109<!l7lb  9lJ«>  îiob  il  Dp  'HuiiC  ift'V  no  .  :Vf)uf,  i 


Dp  ' 


La  sui(«  B  u  a  aucun  torrufe  oos^murié^rM^iibnŒ  iuaiiine  divise  "pas  tfyf 
il  ne  divise  pas  noa  plus  «  parce  que  la  suite  A'  n^ja^un^érme  comittuh  1  ' 
avec  Al  Donc  ioi  e*4. diviseur  de  A  ,  f\       ^  {C==*^  totiu»  r«l  îuinob.  nip 

35.  îr  i^he-dfr  WAr  ce'qiri' vient  d'être  o*émWé  qu'on  doit  faire 
a=  5*. ix. 71.101a',  et  par  suite/ -f-a  =  f  (5\  11. 71.101a')9,  ainsi  alA 
.traction  faite  ^.ùic\^a',  qui^flait  êtr*  plus  pwid  «rue  tioV  tes  au- 
tres, la  valeur  (dç^  ^a  poi^c^rithme,3^7#e*,,d'<»à  V«n~re* qbe 
Fune  des  mdéterminéea/  e^tj^  serait  un  nombre  composé  de,3i  .phjffiea, au 

moins,  si  Féq'jiaiW  ^f^^^  *        =f='        o^rH^R*^!®'  i^f^îi  -  .^"SsTB^A  « 
des  trois*  tërteès  a*!' celte'  equatibn  aurait  au  moins  i53  cniflres^  'e.tj  le  plus 

petit  en  aurait  aii  moins  123,  '  *"  ~"     :  .      «  • 

fi1yjfie.no  ;       ,q  ,t  ,i)db  =  R  !m  à      As:  biub  no  ,  i£  r=  fl  ,°c  J10C 


s. 


rt  a5,  les  nombres  pwaiie^nWi^e^ 


'A  J*>  A  <■  '\rr' 


'3  enuf>  J3  3  aueb  a'aq  1  J9  (J  «ni»bnoq;>Tnori  srànsJ 


nj.  90  ê  oJ'fte^aW^ptie^es.7/11  Ii  onob  jM  9Jitrê  ai  eanfj 

T>on<»l  ab  Bagjrwimjrm  /uob  eio  encb  ollfuai  Mbjô  U 
nniil  i;l  ob  ësq  Jno«  yn  ^iji  J»  11  89*jdrnon  eo!  anp  9Difi| 

bb  otnbm  sb  Bi9«      li  ;  1  -f  •' 


71 


tmeenoo 


K^c(fbt  ^rf^?^r.4j9i»^aic44ii ^fi^f,  1-  =  ô  Jio8 
Jaejkraoi  lio'b  t  £  =  ^  suioci  uroq  a  o  as  1  ~     noiJad|  ' 


où  l'on  voit  qu'en  effet  les  résidus  ne  satisfont  point  à  l'équation  r1  =r-f-fjl'" 


et  ne  co^ie^^Jç.a^bre,^.  Gd*r1*mr^fam*M^lmq™ 
dans  les  formule^de.,^^  £r>  aM.i  i.    .  ,       a„  (t>*fc^();ia>»«i 


-ue  jtnijtttmvjj^Diu  «ou  'J<-tu  l'opon  .       1  r-J      i  7»  <v  v*  Taj^1 

satisfaite  ;  car  en  ajoutant  4  a  ces  reSidus,  ou  aur.ut  Jes  quatre  ,  oojc&bfee 


— 

B  =  — i3,  a4,  — 17,  i5,  «6^—35. 

La  première  suite  B  contient  le  seul  terme  —  17  commun  avep  la  suite 
M]  maî*  le^cYme^réstcHirfèrft  —  37  flans  !a  suite'  rFtoe  WlNJuvé^pas 
di^>ltP*fitc^'JD«MP^  M divre  fus -fy?  mr>l*t*i  ni>*3  x  lio«  tcc  /t-r 
■iJWd#a'  ft'fti<éti#^èk  ft$l*Al?,4£5^!#i!ltès'i\.  'et  Al?)'  |ii»rc%  qtlé~*Jr  tl^fefetf^is  lit 
la  forme  aA/i»  -+■  1  ou  98*-+-! ,  on  sait  par  l'art!  10  que  71  ne  petfPtfWs^- 
m.  Donc  71  est  diviseur  de  h.  <<' .  -—  j  < 

Soit  3». 0 »  1 1 3,  e=**f>, Mwb(i,      18*  35, 40,  42,  44,  $B), 

*$«ïrtM#  ~  -  '     w  '  ^^l^^MB»  «ip  . 

B  =  49,  3o,  —  7,  a8,        1,  —  4,  ?2  *.Ç  Jl 

• 

O11  voit  que  les  d^riptulu^fc  ~-  k5 ,.  g&i*A  «u,  *éme  rang  dans  la 
deux  suites  B  et  !>',  sont  compris  dans  la  suite  M.  Donc  u3  peut  ■du-ucr 
C>/«t-tae:(loit'^>«IW'>t(fih^'par^  les  dh  ïseuVsdtf»>9  *  noI/*  &  ■ 

Nous  conclurons  de  là  qu'on  doit  faire  a  sâs'^.a^^ri^'^'iè^qtt  §ÉM 
f  +  a  =  î  ( 49 • 39*7j -±$1  FaisfMtrt^hatractiyfc du' Scieur  a7,  on  aura.. 
log  (7  +  *)  =  34«  ioi8B5/  doncTun  des  nonibref  7  e't  z  ç'aura  pas  moins 
teiMi&ûŒ{ti.,UrJ[Rv  g,     ^  ^  -H'  C '.b  uni  uc  jufltJofn'j?  2  mq  hmniCi 

37.  Dana  l'équation  q>  i  ji^dterc  on  arouvera^mbïablement  que  la 
même  indéterminée  x  divisîLlk  par/ 11',  doit  i^lFfe^ncore  par  a3  et  par 

•W^D^^PWfW^q8  mi'ffpS^'éflu3^»^'  dn&n     %Y>=Wï#n#iP§&r»B  cire 
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s»-îV(i3*i3oV/V  Cfe  qW  Atané  àu  nwtasSrrcunfreèl ^uWdëtf ûnmbrés 
et  a,  et  676  aux  puissances  i34~  qui  formerit  tkfltilj^»™"1  ™ 

in.nl)  j un  93 


» 'imp^siLil^daBS  îe^d»  5,^de£e 


V 


ite  tÉqtiathri  x'-h  j^  4-  >  =  ^ 

„  38,  P«iique  l'une,  des  ^déterminées  doit  être  divisible  par,  p  t  et,  mên^ 
par  35,  «oit  x  cette  indéterminée,  on  trouvera  comme  ;  an**,  8>  que  Xér 
qoa^ony  ^ftfsrs^  ^  potage  nécessairement  en  dey*  «utrea  <fofl*te 
uiameio  .    j  .t(J       ,JJtj,  0f  ,lt,  f  no  ,  _|«»rtl\c  tnridi  £l 

^-f-ZssS***,  •  >  ».',  v3  ïr  anofl  .* 

';:  ,H  «f|  •!  - jij ^yf.Uy*  +  iK* 

ce  qui  suppose V~  i-~5<r,  r  htmi  un  nombre  impair,  ^tfét  pre- 
mier à  5*.  ^       t  !        (pc  (  ,r ,  *  .  f| 

Cela  posé,  il  y  a.4eu*  ças.i^i^ingufir  selon  que  x  sera  pair  ou  «pair. 

!  >l  /<irL  M„m  sav'j&ïmfr  cas y  <&  ton  suppose  *péir ;''  <' r  K  r  >" "  »«0 
mr>il>  Jnoq  £i  i  jri.ll    \t  •.••".c  «I  ;  m    •  . '..  "  J  -.  .t«  /"•»!» 

39.  Alors  t  est  najr,,  jf  et  2  seat  impair»  et  la  seconde  des  équations 

vmm  M>m*te* ^»  JMjjÀ  u*tàA .  ,=  -..«  .i*  ,.<.        .  v 

éfliom  M'}  i.ioi- 'il  -  iV  *  «MJÎuoa  Vj  r»:;»      ,   /  i"7"  1    1  .  «*i       «  >  w>l 

Dhristmt  pa*  5  et  mettant  a*i  lieu  de  ^4.  ifi  4.  f  »  ? afeu*        on  aura 

if  ••■J,'  Jfr  »«T' M.  '  '        iy.4.-tfN»       h  lj    '"'  1     1     '  ^ 

Tf -j  .»->  f*  •(««  V  »îi     '   A      /  ^    1.  ?.  ;  ■ 

Dati»«hotre  hypothèse  les  nombrW  £  (>•  -f-  ««Jet  i .  sont  des  entiers, 
d'à  H  lfiur*  puisque 'le  ^rrroîer  membre  est  de  la  forme  —  Sy» ,  son  divi- 
seur r  devra  être  de  la  ttienre  fijn»e  ,  de  sorte  qà^on  pourra  supposer 
r—J*  —  %%  pu*  fftiMOt  (/Hfj-l/^saF^v/S,  ce  qui  do» ne 


*4 

TT^t      .  G  =*5s  (./*-+- io/V  +  %*)>         ..  ,  ■•  T'  i^- 

on  aura  r*  s=  F*  ■—  5G» ,  et  par  conséquent  ~      •  rtc*^  «m. 

Pour  avoir  une  solution  générale  de  celte  équation,  il  faut 
nombres  met  n,  tels  qu'on  ait  (g  ±4^^)*  =  »»•+-  71^5  , 
ticr  quelconque:  ces  nombres  satisferont  en  général  à  fi 
supposer 


ce  qui  donnera 

*.5'i"  =  roG+/iF. 

40.  Ces  formules  contiennent  une  infinité  de  solutions  ,  p^u'oa^t 
prendre  pour  À  un  entier  quelconque  ;  mais  ces  solutions  en  nombre  infini, 
ne  sont  susceptibles  que  de  cinq  formes  différentes. 

En  effet,  quel  que  soit  l'exposant  k ,  il  sera  toujours  de  l'une  des  cinq 
formes  5t,  5*  =fc  1 ,  5t=fca.  Mais  j'observe  que  1a  partie  iudéterm 
peut  être  supprimée  comme  étant  comprise  dans  l'expression  de  A 
ire  (f+gs/5)  (9  =h  4 y/5)*  = f+#\f5,  et  on  aura  de 
:/'*  —  %'•,  de  sorte  qu'il  suffira  de  mettre/*  et  g1  à  la  place  de /  et  g 
les  valeurs  de  F  et  G.  11  ne  reste  donc  à  considérer  que  les  cinq  va- 
leurs déterminées  k  =  o ,  rfc  1  ,  db  a ,  auxquelles  répondent  les  valeurs  de 
m  et  n,  comme  il  suit  :  ~p 

m=  i>      9,      16*,  t  .  2BV 

72  =  0.  ±4,  ±  7a.         ~,  ^u-,  «riawf 

41.  Nous  observerons  encore  que  dans  l'équation  f .  5>f  =  mG>-H»f , 

où  G  est  toujours  divisible  par  5,  le  terme  «F  ne  peut  être  divisible  par  5 
qu'autant  que  n  le  sera  :  car  r  étant  premier  à  5<,  et  sa  valeur  étant/* — 
y  ne  peut  être  divisible  par  5,  ni  par  conséquent  F.  Donc  des  cinq  valeurs 
de  n  on  ne  peut  admettre  que  la  valeur  n  —  0  qui  répond  à  m  =  1 ,  ce 
qui  donnera  pour  seule  solution  admissible 

...   t^5V=*#(/*-f-io/y  +  5^).     ,  . 
Dans  cette  équation  les  deux  facteurs  du  second  membre  sont 
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cuire  eux  et  il  faut  supposer  g  pair;  car  s  g  était  impair ,  f  dorait  être 
pair,  et  le  second  membre  de  notre  équation  serait  impair,  tandis  que  le 
premier  est  divisible  par  29,  puisque  t  est  pair.  On  en  conclura  que  l'équa- 
tion précédente  ne  peut  se  partager  en  deux  mitres  mif  de  la  manière  sui- 
vante  qui  «appose  ^  ,  _  'C^j 

g  =  5*.  a%" ,  * 
■■à  *Aft*V|  *aui  G  f  *VNp.  1  of*g*  -f-  r>g*  =  y/i>.«Mft'i-o>  ma  tiam  <a.  \ 
-a*  ot  t*«j6  i  ,  ?\ n  -f- m  ai *«-\7.:iWj  na  Jt&m       ,*  *»  ai  «éts 
Dan»  la  seconde  équation  le  prutnicr  membre  peut  »<.  mettre  son,»  lu  lormt 

(/* -4-  S^)*  —  .ï  (2g '•)»  ;  donc  son  diviseur  r'  doit  être  île  lu  l'orme /?*  —  5y* ; 
il  en  est  de  même  de  r* ,  et  on  pourra  par  conséquent  faire  /•'*  =J  *  —  5g1*, 
ce  qui  donnera  /"=3  F'a  —  5G'4,  F'  et  G'  étant  des  fonctions  semblable* 
à  F  et  G  ;  on  aura  donc  l'équation 


(/'  -f-5f)-  —  5         =  F"  -5<J"  , 

dans  laqnellc  =  5'*.  *}"«••,  et  on  Iront  cra  comme  ci-dessus  que  la  seule 
solution  admissible  est 

5".a'W=£'  (,//*+  îo/V'-f'V-*)' 

Faisant  encore  u  ==  m'/",  /"étant  premier  à  ion',  celte  équation  ne  poun.i 
se  partager  eu  deux  autres  que  de  cette  manière  -  » 

4a.  Nous  retombons  ninsi  sur  des  équations  qui  -om!  toujours  de  mena 
forme  et  (font  Ta  série' petit  se  continuer  à  l'infini. cîsr*  "tmmmnktÊmm 

Or  ayant  fait  successivement  x  =  —  5//-f  /  =  u  =s«V',  u'  =t  n'y'', 
etc.,  il  s'ensuit  que  t  =  au/  =  lu'r'r"  =a»-a«"r'/"r"',  etc.  ;  de  sotte  que  le 
nombre  des  facteurs  K-augmeule  continuellement  d  ms  l'expression  de  / 

Cbacun  de  ces  facteur*  déterminé  |>.u   une  equ   lu  1»  forme  

ri*a  -f-  lojig*  ^-  5g*  ,  où  y#et  g  sont  des  noi;.!>:es  toujours  croist.au'.  . 

puisqu'on  a  g'  =  £  ij'%~>~'8'  >       certainement  plus  j^rand  que  1 

el  ne  peut  comme  nombre  entier,  cire  moindre  que  a.  Donc  en  »oppo<anl 
même  que  la  suite  u,  u',  u",  etc.,  eût  j« mu».  Imiilc  i  ,  la  vidcau'  de  t  cuji 
posée  d'un  nombre  indéfini  île  lacleurs    ,  /•',  r" ,  /.'^'Lc     'Uu.ttt  fienv^1'' 
être  moindres  que  3,  surpassera  liicnN't  toute  quantité  donnée,  ce  qui  ne 
peut  saccortlct  arec  la  supposition  nul  les  valeurs  piinulivcs  de 

x  •>  7  ■>  zi  son'  données  en  nofnbres Tinw  flRVie.  léqnalion  proposée  • -t 

-mmanti  mm  *ri  ~w  tmmm  **  mmmm  mm>  m  mtmn^t  mit*  t*cL 
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>,  dans  le  premier  cas  où  l'on  suppose  que 

„l  kiwisiblé'à  Jlà  fWs  par  a  et  par  5  (*). 

aJK>9up  a/uo-rJ  uo  v<nml*-b«yilig4i«<i  cuih:»  juin  --j»  -  .kji.  u 

iup  *i  fî>  —  :=  rt$e¥ro»rfKfcà#*-»£lfo^  JU  noiiibitu-j 

43.  Alors  les  deux  indéterminées  r  et  s#  seront  .l'une  paire,  l'autre  im- 
{>aire,  et  la  seconde  des  équations  (a)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

où  l\m^mfqiiè '\^&èèrfc'  toHÎjoûrs^un  nombre  entier  et  que^^-fj'i-f-z' 
doit  être  divisible  fUfe&jfMNltofalb  'àj^-^l jt^  ^^(jk^i)*^  ÎF^I^J 
c=  ^•^5,\(7^).«4i'équflû(»,|)re^éHté^éUt  donc'  s^écrirt!  aitistf?  ?  =  v 

et  |  jusque  le  nombre  impair  r  est  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme  p* — 5f, 
oùpelq  sont  premiers  entre  eux,  il  sera  lui-même  de  cette  forme  j  il  en 
ej^d^mêmc  de  — rj  car  on  sait  que  toul nombre;  4o  ia  *Jrtta^î^&f5 
est  eomfme  temps,  <jje  .Ja  forme  frf  -—  ^ousr,pouvons  doue  supposer 
—  r  =/•  —  5#* ,  et  %isjn t  comme  ci-dessuft  (/^  g\( 5f  =  ¥iièfiG  tffy 
nous  aurons  —  r*  =  F*  —  5G' ,  et  l'équation  à  résoudre  apra  ^ 

i\jr*Y  —  5(f~*Ç  +  «')'  =  P  —  5G».,>Ht  .  n, ; 

Supposant  de  nouveau  »r  rf-ji^  r>  sa,  (^cfa^S^  la  «solution  générale 
de  cette  équation  s'obtiendra  en  faisant        ,  ,  j  ,„p  ^  Jflfi,bc8  ^ 

,  suçl*        I:  n',;,i,  MT  -.l  .-v  f.l  .  /        i    a  -  nm-iq  Inoï  okIidoui  baoo 

ce  qui  donne   ,  ,  t -  "ini /u  »l  ir*  ••».    i*q  rl  vf»  l-i  noiialipè  vtt9 

\jz  =  mF  -f-  5nG , 

On  tire  de  ces  deux  équations-  \^^ty^tjim^n)f^{m^^q^ 
5%?if^(#ffrn)]aHFT(»-h&*)(*-<.    pà  abnoo*  aJ 
44>  Puisque  G  est  toujours  divisible  par  5  et -que  F  ne  l'eat  pas,  cette 


une  annlyw  wrohUMf;  j,  celle  .lonf  Boni  Tenons  de  feire  tl^V^^frtU^ 
démontrer  l'impowb.l.tv  Ju  l'équation      4.  y  à  A*\  pour  un  a^i  g&B  nombre 

un  Mémoire  présenté 


de  taleur»  de  A;  c'est  ceWa  fait  M.  I^jeune  Dietericli_d#{DJ 
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SECOND  SUPPLÉMENT.       ,  a7 

l'p  .<!•:!   •  '■  lillf  J  •>n|'  •vtiq.|ii<  no  l  •  ■OjfTOrHIM  :nt,.j  {s!..i>'  tJIM 

équation  ne  peut  subsister  à  moirp.1qye)ifc-{n ^s^\K  ^WmlM  par  5.  Or 
d'après  les  cinq  valeurs  de  m  et  n  rapportées  ci-dessus,  on  trouve  que  cette 
condition  ne  peut  être  remplie ^u'<»4ttpjaBsa»ijnWç»y,?n  =  —  4  »  «  4U> 


rni  ortie  I  foiinq  unnM  tn^^aj» ^Lwbnior^Jsbni  xueb  esi  ctoIA  Xj 
ou  en  divisant  par .5.  et  substituante^  valeur^  deJF^etyde  G, 

pu  m  àt  .par  cette,  équation  que  /— -  g  doit,        db&itte  pur  5  ;  arit donc 

/=£ -fr  A*.  A  éjw^  un  ,pombi|e  ^jijisib^, p«, jfopVdn  *ura/4~£y'5  = 
*  +g  C1  +       ,  de  sorte  q^'on  pourra^faire  directement 

F-f-Gv/5  «[A+rfi^  "/5)3^=  V?5)+aoAV(3+ï/5) 

•vr_^  UI„(,j  ,,f  •.F.  M.Jmr.ci  n..  ;  -.rf-8o*V  (a4iV5)4«4^(Tlf-3T<5) 
ut  V  r-»on«l      v  oL  9'n;wft- 1  j!  ai'»î|t:»^jlîi{wnK4|^fiJk"»iq  i  '  ;  i  »•»  -\  i- 
On  déduit  de< là  -feâ  ▼alëurs  séparées  tfè  F  et  de  O:  '  mais  cohhne  htius'nV 
*m*ikéeoiW^e*é>y>^v*trtlêV  —  **G,  nous'pttirrbnsVttans  cette  équa- 
tion^ ihottre  —  V  à;h»  pfeèe  de  yfo}  ce  qïii  dotoa1  J  '  <  '  $  ~"  *\=*  ~ 

et  par  conséquent.')-  \  -   \  —  " 

45.  Sachant  déjà  que  A  est  divisible  pàrlS?  et  "que  'g  ne  l'est pas,  obser- 
vant de  plu»v<pî_|i  dpjt,être;>n^ap/  ret  ^qu'ai^îesJ^iàQteurs  du  se- 
cond membre  sont  premiers  entre  eux ,  la  seule  manière  de  satisfaire  à 
cette  équation  est  de  la  partager  en  deux  autres ,  comme  il  suft  : 

La  seconde  équatiod  peut  se  mettre  sous  ta  forme 

d'e«4'©o  eroti  que  r*  doit  être  de  ra  forme  ^*  —  5y*;  il  en  «rde  même  de 

■M'éûuatiou  procédante  en  faW 


4.. 
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,8  nmMi^  mtMs. 

ce  qai  dbnne'ennn  fcW      C  1CT  »M»-w.b  lao?*DJo  A  Wn** 

dPobquejG^Jtst  diMutfcla  par»5  ql  «jhci*y  ne  Test  pas,  cetle  équation  Jie=peut 
<  sulpisbep'àohiQÏns  quc-m  TjE<.3«=n^s*iift tfWwisible  [par  î>.        se«le*  valeurs 
de  m  et  n  à  prendre  pour  cela ,  sont  m=  161,  «  =  —  72,  oe  'qui 'don- 
nera ,  en  divisant  par  5,1?^  —  "Qf.ri  =ss**'f*2 
,«•»[»  m    r.npVt  h  ^([f.fJins6'li^»q^*<<y»te|îlfT<»  mndiiof»!  «UoW  .-fi 

4eFt)ètte  éqmtfon  BrHbit^è-^-i4/'^st  AvisïMè  p«r  donc 

»);il>  ino* 


MultipUaM  (loM  per  rmcii  et  mettant;  au  lie*  ide  n        Ja^Yaleuir  fictive 

.fTTTrfc  Oftl^WWliT^I&^TTt  iftE',  •«   <.ri  fi    >r/|>  «Utti      aulq  eilioftioj  <  oJ"> 

'  nWn  5'Wka-iV  tlr^^^^+ei^^  —  48*V*  4-  V$*}> 

--  -  -  .     >  /'"sidinorf  it-»  iiTiJino*  DiUPi/k 

Maintenant  A'  étant  divisible  par ^5  et      ne  l'ûtant  pas,  £ettc  cqnatiuti  ne 

olqii 

f  Â^i'èBq»  J  nftld  lirV 

ce  qifi  suppose  m  a=  u,V,  H  iiji  premier  à  5arW>>  -iiya  pigib  ol 
PetJe^ermère^UjaJ^  on 

d'où  il  'suit  que  /•"  doi^et're  cfé'  la  Forme  p*  —  J>igr»j  il  ei^est  de  jijéuu:  d<- 
,  on  peut  donc  faire_r"<  =f*  —  5$"',  ce  qui  donnera  *^esF*—#>* 
vSoit  maintenant  4  =  #«,»  —  5>* ,  ft  et  f  étant  des  nombres  impairs ,  on 
pourra  supposer  \  s*«f      *t  ~f      r  >YttW$2Ll  % 

V' 7*'.'  +  AV5  =  (F"  +  G"j/5)  ifijtfïsL  ,  i 
ee  MllPrliMner**^  unFm  enofcuqqi»  eu»"  "°  ooileopo  -jJJ'jo  eocCl  .(> 
•Ifl^l'  •  Tl>  :  ' "'R  J»9'l  S  'JVp'i^JI1^        "°  J?  •fc,"'Hfm  yiJ»  iœ»vi«D  t j9  51 
,  a.  rr.  — *>.  ,^4-  x  r  .        TFn*fP*iTHfr?Pt m<i  •>!      aidaiwn  loimaiq  ol 
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Mais  puisque  h'  et  G"  sont  divisibles  par  5  et  gue.F'J^e.i'e^  pas ,  cejLte 
équation  ne  peut  subsister  à  .moins  mie  y  ne  soit  divisible  par  5.  Et  comme 
on  a  en  général  p+Î^V+VQ  *  «S  ««"ne  

#  pJmnhf^irœ  m^-fr  3»»  om,*^  ppurnaf auWUe  «j«ë.)e»,lT»leqk-s 
>flftA»ifit«  *58^^af  d'ouJ*^g»^^  ioSy  «np- fiff  pdetanli  qtfen 

aura;  A*  9«  t   ^  —  =  v  f  iOi  =  irv  fnot  t'fc*?  in» >ii  ■)-,!uio,i<"j      v,  Ji  in  -t. 

47-  Nous  retombons  ai  a  si;  sur  whë  ^qttarinn  semblable  à  l'équation  déjà 
considérée  5'»u"  =  ia3G' -  Sapj^'ojù  ^  s^uc^s^es  tf^&rma- 
taons  pourront  être  continuées  à  l'infini,  ce  qui  supposerait  infinies  les  va- 
tan  priufab*  *rW3^^^)*V\^  +(\«  »  ~  V- 0  '  V="" 

etc.,  on  aura  tj=jt/s=t//r"f=k  uV/V",  çtc^  dc.sprjtejflue  Nombre  des 
facteurs  r  augmente  continuellement  dans  Pcxpre<*iqn  de  <•  Ces^ftcteurs 
sont  déterminés  par  des  équations  qu'on  peut  réduire  à  la  même  forme, 
savoir  ^dWt W+SAf,  ^  =  r'*-h^  +  5/i'S  ctc^d'ailîeurs 
on  a  jlr^Sft.^9)  A^S-^^^^V-ete.Tde  sorte  que  la  suite  A , 
/»',  A",  etc.,  est  rapidement  croissante,  même1  en"  supposant  que  les  nora- 
bres  iva/yafy  tlbvj  nient  ifahité  pour  limite.  Donc  les  ridanVes  ry^W, 
etc.,  toujours  plus  grands  que  i,  ne  ponrrobt'être Moindres  qrte  a,  'ce qui 
rendra  infime  i£  »^u^  de  /.  Donc  l'émiaVicui^c* «s>  o  n'admet 
aucune  solution  encombrés  enlicrs.    ,  .  ' 

'Vii'HïP'-*  yi)'J-».  t^K-i  lni>l:|l  'jm  5  j'»  '  ikii  -îldi'i/il»  '  'Rio  A  Um\"i)n\f-V 

^T~^MSn%Wlrf  W|î  ltei9ft  *T  7^,*.*',  9  <V*,e 
peut  avoir  heu  toutes  les  fois  iiue.»,  qui  est  supposé  impair,  sera  un  mul- 

tiple  de  3  ou  de  5.  Quant  an  ààivfjÂ  du  théorème  de  Fermât,  ils  ne 

semblent  pa's  ptravmr'êT^  dénionlFés  par  'lésiné fl iodés  employées  pour  le 

3*-  et  le  5*~  degré;  nous  savonè  seulement  quel  la  solution  ;  s'il  y  en  avait 

une,  ne  pourrait  ôtroidehnte  q^enpar^elM^^  rx_ 

cessive.  r^  «r'A-  A'^si  

1  -.-«'  J^.^M-jfiuobiup.jj  l*£^*r\m«"SMuA9iiob  îuoq  oo 
•  vr.pni  ëyidjMQfl  r-'il»  i«*ijL>  «  Jo      ,•«"":  —      s=  Js.  JnciinJuism  J/o< 
Z><?  V Equation  jc'-hy  =  a"z  .  raoqqiM  anuoq 

'  H)  (  c  Y'O  +  "1  )  =  l\i  '  A  h-  •  A7  +        i  —  «^B 

4g.  Dans  cette  équation -00  nous  supposons  m  =  ou  >,^,  le^nqmbre* 

*  et  y  doivent  être  impairs,  et  on  peut  supposer  que  *  l'est  aussi  ;  d'ailleurs 
le  premier  membre  est  le  proMlrfresMieQT  facteurs  x  -j-y,  x*  xy-\-y%* 


3o  TrtÉOÏflE  DES  NOMBRES. 

qui  ne  peuvent  avoir  que  3  pour  diviseur  commun.  Ainsi  il  faudra  distin- 
guer deux  cas,  selon  que  z  est  ou  n'est  pns  divisible  par  3. 

Soit  i°.  z  divîsroîe  par  3,  Péquatiori  proposée  se  divisera  nécessairement 
en  deux  autres  comme  il  suit  :  , 

auiJsftp9        o  nawn  v.  insoqoiq  nodum-jl  »v>  zu  -!i  •  9Up«uirJ 

et  l'on  ,mr«  :  ■■-  *3sé .  /"étant  premier  «  3a. 

La  secondé,  dé  res  équations  peut  se  mettre  sous  In  forme  

voit  que  r,  qui  est  toujours  un  nombre  impair,  doit  cire  de  la  forme^  -+-  3jjf". 
Faisant  donc  r         -j-  3$%  puis  T^)^ F-^GfA-iS,  on 

aura  r3  =  F"  -f-  3G* ,  et  de  l'équation  précédente  on  déduira  X    y  —  F , 

:  !,,<-,  trie»»?»  »*»'!  »ll  f'i'pji.»/  srùiil  ii^io.tu  :  .oj»  ti»i  «*  ,i  ,c  1 1  =»À  iu«>l 

DBns  tét^é^atMV'jàk'êïré'  divisible1  pat*  car/*—  est  noce^- 
saircinerit'tlri  AoiHbrc  Inipau*^  puisque/"  -f-  3g*  en  est  un  ;  d'ailleurs  \e> 
trois  facteurs  g,  f -f-  g ,  /  — g,  n'ayant  aucun  diviseur  commun ,  l'equation 
précédante  se  décomposera  ru  trois  autres,  -savoir  g  =  a"- 'a1,  f-\-g  =  €\ 
f—  g^y,  d'où  résulte  CJ  Wl/yéi  a"<t»,  équation  semblable  à  la  pro- 

iK>sée  et  composée  de  nombres  beaucoup  plus  petits.  ' 

'        «  .  ^  iau  Mdiai/ib  Jn'iiu-ifhfo,..  1  btm  i    Idbuo  tdfeste» 

5o.  Soit  a".  2  non  divisible  par  3 ,  alors  1  équation  proposée  se  décom- 
posera en  ces  Vieux-ci  !  " '*  '       '  . 

Jr"T       2.  ' 

i      n  J-tf-  —  —  'x  •  c!  ( v  •  1  =  \H-* 

lesquelles  supposent  z  m  ttr,  et  r  premier  a  a. 

.           ..      u        B.riim  T-i.lj-i^rr/jJ^^^^/w^^TT^  no'l 
La  dernière  étant  mise  sous'la  forme  f — —  )  ■+•  3  I  — , J  =±fr\onv<»t 

•anrioi  cl  ■■<>•■  oiJJ'jcd      Int/uoq  bAV» i      V  »  »1/ '>oiio*>^  gj 

qi^  c  dsyjra^tçfi  de^Ja  forme  jf» -f-  j  c'est  pourquoLfaisant  ,  comme  dan» 
le  premier  cas,  r  ==/*• -f- 3#" ,  (/~j-£î/ —  3)*  ss=F  +  G*/ — 3^ 


on  aur* 

r»ats  F'  H-  3CJff  >«q  qni  dotlHërà  ta'  sôMtîota  ^fc^s^  F,  s£{fcTlftâs 

on  aî=/(/'7^,  d^S  "^vj^^r^^m^l 
second  mcnÇre/,  /-f_3£,  fôrgfii  etyut  premiers  entre  effa^J*  wQÇ*)- 
étant  toujours  impair,  celte  équation  ne  peut  subsister  à  moins  qu'on  n'ait 
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trois  nombres  *,  G,  y  étant  premiers  entre  eux.  De  la  "résulte  &-t-y3 1=  a"*', 


équation  entièrement  semblable  a  la  proposée,  et  dans  laquelle  a  .sera,  ainsi 
que  a ,  non  divisible  par  3. 

Puisque  dans  les  deux  cas  l'équation  proposée  se  réduit  à  une  équation 
composée  de  nombres  beaucoup' fpîtiaFpèiitlr;'xil  s'ensuit  que  cette  équation 
est  impossible,  excepté  dans  le  6e>S=êas\TfcfX>  S  % 

Nom  avions  déjà  démontré  da&s  J^Tb^ejdes^mbÉes-fe  cassis ra=é3* 
et  celui  .de  .w=*  i  t*t  ,3^*,  ét*n*  «Oof  oœktei^blier  ;  là  démonstration 
^T^ym-,?P!1U;  ^J^^^^aw^çjiden  outre  le  cas  de, 
'^C-h  ^nno)  kI  »f'  v\\h  Ji<»I»  (iiuqrni  oïdinou  nu  «nnojuoJ  J*3  ilfp  ,-\  -mp  jîo? 

-.E-VJ+^fe'^^^- y'£  ■■  i  

I  —  — i  Gifubâfa  no  '>)«î)bvjîwq  nojtajypVl  yb  te  ,*Of,  -J-  *  I  =     r  ut 

5i.  Nous  avons  démontré^e  cette  équation  est  impossible  pôûr  tes  ta- 
leurs  A  ;=  i ,  a,  4,  8,  16,  etc.  ;  on  4>eut  faire  voie  qu'elle  l'est  encore  pour 
les  valeurs  A  =  3,  5,  6!    £  «  HF      '.V1  IU1 

Pour  fiet^ret  ^^^;m#A™fak^.em^,4to 

d"i8iWe  Par  3;  si  eqe^np.^  p^^ 
PWJW1  ^T\,mYm^±.,9f<»»r  .Trf  &  +  £l  en  xejejant.lef,m«l^ple* 
do  g,  on  auiait ,^^/^_r^  ^T      uo  cuLe  queLcfttupoe^  toujours  de  l'une . 

^  ^*  Afti*  Sfôi  m^r  1 5  la  aomjne  de  deu*,  cube*,  divisée  par 
9,  ne  peut  laisser  pour^  que^,  ^  ^^^c^^i^  pou* 

reste  =b  3  ou  =fc  4,  a  sera  riécessairemept  divisible  par  3. 

ijBOJ  •!>  ?3  aàspqoiq  uoiJBlJpy  1  MOIS  <  f.  icq  'ïïTii^fil)  non  s        l«t<  r.» 

5a. j  Cela  pose,  considéroris  l'équaUon      -f- ^  =  3a», ;  pu^o*,*  dofc, 
être  divisible  par  3 ,  cette  équation  ne  pourra  se  partager  en  deux  autres 
que  de  cette  manière  :  ~~ 

x-r-/=(3a)s,        —  «r  +  r'  =  3/J) 

où  l'on  suppose  x-=w  3«r ,*,«taub  impair, et.prçraier  à  3a.  ,  . 

La  seconde  Me  -ce*  deux  équations  pouvant  se  mettre  sous  la  forme. . 
(x^jf*** ,(ç*y  ^^.m  feudrt  'dé* tiquer  deux  e.» âelotf  que  a  est 
pair  ou  impairr  ^  3  -j-  I  —     —  'I*1  -T\)  l'v^*T»,\sai  rustq  <  < 

^fppqs<m3  i^im^/j^^^jiewga^^p^uc;^  puisque  le  prdroier 
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.  =  (i  db  v/  —  3)  (F-f-Gy'  — 3),  ce  qui  donne 

ç^ssGiF. 

Mais  puisqu'on  i  G  =  %  (/•  etF  =/(/'  -gf),  U  «t  fiaible  que 
G  est  divisible  par  3  et  que  F  ne  l'est  paa;  donc  l'équation  précédente  ne 
saurait  avoir  lieu.  »  , 

Supposjns  3°.  a  puir  et  par  conséquent  x  —r  pair,  on  tur*v«K..# 

aura  ^  =  G,  ou  \a3=g<J*  —        Les  trois  fàcteuR£,/+£,/^>, 

étant  premiers  entre  eux,  cette  équation  ne  peut  subsister  qu'en  faisant 
g  =  J  +  g  =  e>,f—g  =  y>,  ce  qui  suppose  a  =  a«£>,  C  et  > 

étant  premiers  à  G*.  De  là  résulte  €3  —  y3  =  2£  =  3  (a*)',  équation  aèm- 
blable  à  la  proposée  et  composée  de  nombres  beaucoup  plus  petits.  Donc 
l'équation  x3  -{-J3  =  32*,  est  impossible. 

53.  On  démontrera  scmblablement  l'impossibilité  des  équations.. ..... 

x>+f  =  5z3 ,  x3        =  6z3.  .  f 

Ainsi  la  série  des  valeurs  de  A  depuis  A=  i  jusqu'à  A  =6,  auxquelles  on 
peut  joindre  la  valeur  A  =8,  ne  donne  que  des  équations  impossibles  ;  mais 
en  continuant  cette  série  on  trouve  immédiatement  deux  valeurs  A  =  ?, 
A  =  9,  qui  rendent  l'équation  possible. 

On  voit  en  effet  que  l'équation  x3  -f-j4  =  7**:  est  satisfaite  en  faisant 
x=  2,  j  =  —  i,  la»  1 ,  et  que  l'équation  x3  -j-/5  =  9»*  l'est  également 
en  faisant  x  =  2  ,  jrsxz  1  ,  *  — .1. 

54.  Il  est  remarquable  au  reste  que  si  Péquation  x9  «+•/*  =  A*'  admet 
une  solution,  sans  supposer  z  =  0,  elle  en  admet  .dès-lors  unetin/jn^é  qui 
se  déduiront  facilement  de  la  solution  primitive.  ,  ^  mfa 

En  effet  supposons  qu'on  satisfasse  à  l'équation  proposée  par  les  valeurs 
x  =  a,  y  =1  b,  z  =  c  ;  on  suit  que  la  somme  de  deux  cubes  donnés  «•-f-a* 
sera  égale  à  la  somme  de  deux  autres  cul>es  p3  -f-  ç3 ,  si  l'on  prend  t.. 

p  =  — — ,  ?==  ai__  i,>   ■  Donc  de  la  solution  donnée  a»  P^c, 

on  déduira  cette  seconde  solution  x  =  a  (ib3  -f-  <**)  ,  y  =s  —  b  (2a3  -f-  , 

z  =  c  (aJ  —  ôJ)  ;  les  nombre»  de  celle-ci  étant  désignés  par  a',  V ,  c',  on 
en  déduirait  semblablement  une  troisième  solution  d\  b" ,  c",  au  moyen 

des  valeurs  ., 

«"=  a*  («"  +        r  -  b"  OT*-  tf(t4»      tf^  Wtfts    (a"  —  #•), 

el  ainsi  a  Nnfini.  .  .  ' 
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55.  On  voit  que  chaque  solution  est  du  quatrième  ordre  par  rapport  à 
la  précédente,  c'est-à-dire  que  le  nombre  des  cluflica  devient  à  peu  près 
quadruple  d'une  solution  à  la  suivante 

Ainsi  la  première  solution  de  l'équation  ce3  -^-y5  ==  73'  étant  donnée  pai 
les  nombres  3 ,  —  1  ;  1  ,  la  seconde  sera  12,  i5,  9,  ou  plus  simplement 
4,  5,  3;  de  celle-ci  on  déduit  la  troisième  —  1  5(1,  iH3,  rte 

De  même  la  première  solution  de  l'équation  ;v>  -j-  7 3  —  yp*  étant  donnée 
par  les  uombres  a,  1,  1,  on  en  déduit  la  seconde  soluLiou  -»o,  —  17  .  7  : 
«le  celle-ci  la  troisième  188479,  — 365ao,  <)o3»,i  .  et  ainsi  à  l'infini. 

56.  Dans  le  cas  de  A  =— 1 ,  on  voit  que  s'il  existait  une  solution  de 
l'équation  x3  -\-j3  -f-  z3  =  o  ,  donnée  par  les  nombres  a,  6,  c,  on  en  dé- 
duirait une  seconde  a' ,  V ,  c' ,  nu  moyen  des  valeurs  «'«4  (b3  — c3)  , 
£'=£(V —  a3),  c'  =  c(a*  —  P);  celle-ci  en  donnerait  semblablcmenl 
une  troisième,  et  ainsi  à  l'infini. 

Si  on  cherchait  à  prolonger  la  série  de  ces  solutions  dans  le  sens  inverse, 
on  devrait  trouver  de  même  une  infinité  de  solutions,  mais  elles  devien- 
draient bientôt  irrationnelles;  car  puisque  a'  est  de  l'ordre  a*}  si  a°  précède 

a,  il  faudra  que  a"  soil  de  l'ordre  }/ a.  Voici  d'ailleurs  la  détermination  de 
ces*  quantités. 

Soit  a"  =       ù"s=jr}  c°=z,  on  aura  à  résoudre  les  équations 
'  1  "'      '  v  a-=x(y3  —  z3>, 

•un».,      »  <r=  ^-{a:1 — -y3), 

qu'on  peut  combiner  avec  l'équation  jc3  -f-^*3  -f-  z3  =  o  Or  si  Toh  fait 
3x*  =  u ,  on  trouve  pour  déterminer  u  l'équation 

u*  —  ftfts*  —  8      —  c3)  u  —  3fl«  =  o , 

équation  qui  est  du  nombre  de  celles  qu'on  peut  résoudre  à  peu  prés 

aussi  simplement  que  celles  du  second  degré.  Soit  en  effet  m=  ,  et 
p  une  auxiliaire  dont  la  valeur  est 

p  =  y/ {a*  —  bem)  , 

011  trouvera  u  ou 

Des  expressions  semblables  donneront  les  valeurs  «le  3j*  etdc3z4,  au  moyen 
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des  omMiaires^i  ^inu  »»r< Ii<;i  /îf>  civ  (x  ^    }  — "\  j  • ;j  »  '  -  -  . 

g  =  f(b>  -  acfn) ,  r  =  Vl*"1-  - 

Ain»!  à  i^c^ffo^ttë  ai^lUœy^a^ 

il  ne  ftwit«}H«j  île  simples  eltrautibns  de  racines  qimrrccs  ptmr  iléierminer 
les  lioirtbrbaia:^^  3f  <■!  poui*  péofauger  à  voloittéUa.«énc  ck»  soJulious dans 
lé  sens  opposé-»  ëetni>i6ù>eUcB]  cnoissefkt  avec  beaucoup  èe  rapiditÀimoa  ■' 
Noùs  •,!  !ii  nom  Tùrafarqndr  ioiiqiL'on  :i  entre  les  anxiliftin  s  p  ,  p ,;rj  et 

les  quantités  a,      c,  les  trois  équations  rationnelles  :  ' 

J->  ,   pq  =r  ali  ~f-  i  ra*fl»p=  «  slquioro  ie«|  J»c^.  .8? 

(  .  h  ■  xoi     ^ aoc^^£Sc^^P» I  -A- V.C  ^.'f<   -rX)  -  =  / 
'  Sic  =  —    —  \  m*p* , 

ii   ,«  j  3o  4O0B8&bi-If%  2UJI>'1  OO  esl  ,Jif>  JiJv  b' .  ft9i  /  li*  OfWiOO  Ju^ciU.". 
qui  chacune  en  produisent  deux  autres  -.cm  Uni  le* ,  et  d\>ù  résulte  J'égui  ■ 

tion     -f-  y1  -f-  r1  =  o.  Mais  ces  propriétés  ne  se  rapportent  qu'à  un  genre 

d'analyse  indë^wn^ncVdîfférèflVuVceruf Ou.  l'on  se  propose  seulement  d'ob- 

teuir  des  solutions  ou  nombres  ratiuanétab  WKùiif  A  oiiurn'j  bn-jv; 

Théotèmës' (Tànâljrse.  •  • 

-m  *   téshiuVJ  'jb  eOVJU'btG  SSLs'H  ?•)'. -n;q  aJut.:      «  fNMlttMIO  ab^OJae  94îx> 

57.  Tfiéorème  I.  notant  un  nombre  prennef,  si  wi'laTli^^^^^t*^/)^» 
P  désignant  le  polynôme  ±"^^jJt^  est 
toujours  posèible  dei  satbfrirtv'fi  J9^Mttita-i*  *  u     vl   •        ,    ,    _  -  . 

savoi'r  X*-f-hY'  si  »  est  de  4a  forme ^  P,1  et'^'—  W^tf^Wô^lâ 
forme  4*^*,  Cela  pesé  <H 7  —  ^  r^-u>^,  -  —  •^-+--<<x-.-Ixc  '-^  / 
a  Je  dis  que  le  polynôme  X  ce  déterminera  en  .général  parjAajfQfP^ftiC) 

»  où  m  =  -  -,  pourvu  qu'après  avoir  déyelup[KÎ  xette(pujs5»nçe^Ton  re- 

»  Lrancbe  des  coelUciens  tous  les  multiples  den>qn'ily peuvent  contenir,  eu 

»  ne  conservant  que  les  restes  rnpjpdrcs  que  i  ».  »    .  _    a      •  . 
En  effet  la  quantité  A  =  («4!^ 1  est  toujours  (Kvîéble  par 


quel  que  soit  Rentier  «.  Supposons  a  -f-  1  uon -divisible  ] 


(*)  Cette  formula  oÉVe pour  flélrtmlriei-  X  ûh  moyen  béàiiè-ïup  plus  simple  qtw  ceWî 
tiuc  nous  avions  im!i<iué  dans  la  Tl»éotie>desnotuk»e?,  aTL^jA  ,*  i'a  —  *X-3f0lÂf« 
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~  =  (<i+i)"—  C*"i~  D  sera  divisible  par  n  :  multipliant  par  4  et  ob- 

qui  sera  divisible  par  n.  Donc  i  (a  -f-  i  Ie1 ±  Il  noef  femoifMjdmaiblfci  par  m) 
et  comme  le  signe  de  B  est  à  volonté,  ou  ^orrr.i  iiiiro  »B  lo-a'j^-^  k)"^: 
C'est  ce  quo  donnerait  k  ftfrm ulu i énçnoée  dtuis i  iu •  l héorènifl  eu  faisant 
x-=.ay.  •  fjliotuioîJm  8iiLiiii;f;py  rttovJ  fA      ,4  ,»  (ÀiilnLi'j 

58.  Soit  par  exemple  n ;=?>f^Q»-tanr^  ,  et 

X  ss  2  (xH-J')5  —  ax5  -4-  1  OûJJjP^ôoSt^1^  aox'j*  -f-  1  ojc^4  -f-  a/4  ; 

réduisant  comme  il  vient  d  être  dit,  les  çoefficiens  au-dessous  de  on 
aura  il  vrtôeVàîeui  Vîe  X-'moir  ^  >«*»"î>0'fï  ra  ■«., 

Si  on  prend  ensuite  le  quarré  detQkiet  qu'on  le  retranche  de  /fP ,  ou 

la  valeur  de  11  Y*  d'où  résulte 

Cette  seconde  opération  s'exécute  par  les  règles1  ordinaires  de  l'analyse, 
faire  aucu^omjssiQp  dalles  çy§ç\^non  ^  ^  ^  f  f  , . 

x .       /     ,     y  _  f  -f-rffitf/j -fi  5Cjrf^î^;i  lÉxW^  ifaMty*,. 

K  "w«  ~  t  •+-  v^s^z-ts^  H-  1 1 

enÀàte%H'>tf6dfâ  biiànlj  nu  rofuitnaiàb  «.  Z  wtoo^mi  j1  >u;,  ,.  y  .„ 

 —  1  -«  — •  ■  ; — — — — '  3-'  4  f  4    ,    —  — . — 1>  . 

^ufe  «Dffti^  polyiwmf  ■>  1'  ci  {)  y'  uvci,  t  en  puerai  ee.  rue  Lire-  sous*  la 
»  forme  X'  — «Y1,  ie^orle  (q«'An.  paofcrt,        s,  b«sb  ^ujûbui  c      .l.  . 
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tic»  auxiliaires  „.'.,'        /«  4- 

wq  Ïamq0\un^«  n;«j  vnm  110  ma»  [ 


Ainsi  %  m^ûoittâ  fâ^onstew^ 

il  ne  finit  <jn<>  de  simples  ntrnutinns  de  r<1ciue£quarrée4  pour  détennintT 
les  nombres  .r,  ?-,  3,  ef  pou^prolainjer  à volonté!  lu. série  dedaoliuicMxlans 
le  sen»  opposéà  ej  lui  tu i  elles,  croissent  dvec  Leaucbuf*  de  rapulibéamoD  Jj 

Nous  pBiniriénB  «marquer  kfciqrîonok  entre  lesjanxiliâifcesi^ ,  op,:r 
les  quantités  a,      c,  les  trois  équations  rationnelles  :  .^ur 

i  .  .   f.  "*"7r^  ,.|.  l^sn!*  - 


teaùr  des  solutions1  on.  uombtre»  rajtidnnélsv^  9rx«or  si  Blindas  Dfmq  • 

9jlU<;^I- JJO'L  '/il  gb  •.U3I6'' 

Théorèmes  dhnâlyse.  •  • 

•<ii  '  tH«/liuiii'l     eoiiuu:Lr4o  «m^/»!  r.»î  "i^q  9Jjjo?29*i  noilvièno  ab^oj^sCc^ 

57.  Théorème  I.  nétautun  nombre  {jtfehwftffii^^ 
P  désignant  le  polynonie  ' Jc*"4^ -^j^ir0*"*1— f^r^onJsart'  qu^il  est 
touteuwîposètble  de» satisfaire >il l^quatiAtt-r-  Htt  v  e      -  • 

savoir  X'-f-hY»  si  n  est  de  4a  formé  f^'èt^ — °kif*sï iWfff 

forme  4*-fv  1.  Cela  posèV~  ;  — — ^rjxè.-f- Vx^Hay.?. 
a  Je  dis  que  le  polynôme  X  «e  déterminera  en  général  par  la  formule  (*) 

»  ou  /7i  =  — - — ,  pourvu  <pi  après  avoir  développe  cette .pmssancey^on^re- 

»  tranche  des  eoeflici eus  .Unis  les  multiples  de  n  qu'ils  peuvent  contenir,  en 

»  ne  conservant  que  les  restes  moindres  que  ±  n.  »         a  m'  - 

En  effet  1«  quantité-  A  =  '(^g^W-  i*i?ù,u}m  Œviéble  par 
»,  quel  que  soit  l'entière  Supposons  «  4.  I  non -divisible  par  «,  alors 

*   &       >  •    l  ~    H      •  £2 

(*)  Cette  formule  offre  ^MMir  flétcrriiirieV'X  un  moyen  beaucoup  plus  iin^lè  <féfe  cënn 
que  nous  avions  indiqué  dam  la  Tutoriedw  nom**?,  *H.^  ,  *  /  .\— 
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—j—  ==  (a  -4-  i  )*"  —  (    ,    j  sera  divisible  par  n  :  multipliant  par  4  et  ob- 

■^pttWR^  tel  W.sfeft^H»  fHSft* 

manlw^^aN^q^^B^tpaGfï  ou  «idumortt'Sajpantie  4f(«.Mfc»  i^fl^tB* 
a, ni  sera  divisible  par  R.  Ddoda  {«  «f  K  -^tj  ri i c orc^drasiblfcfpjtt  B  ) 

et  comme  le  signe  de  B  est  «\  volotrtéy- ou  poikrujrfùiroiB  i=sfca<|(fp-4« 
C'est  Ce  <jua  donnerait  L*i  ibrnmlwëhencée  dans  ici  tliwrènic  en  faisant 
x-=.ay.  tyliaiuibiJcf  Bjnrifaflpà  Si-nJ  vA  (*  fi  ,  b  «àjilftu'p  i 

58.  Soit  par  exemple  »;==  >i    oa-fa «ira  -œ^efi ,  et 

X  =s  a  (x+j')5  =  a^4-i  cft^^-fTaôSr^'^  aox*^  -f-  i  ox^4  -f-  -xf  ; 

.  .    P  SÛm  1  —  ■sopc 

réduisant (oomme  il  vient  d'être  dit,  les  coefliciens  au-dessous  de  i»,  on 
aura  la  vra&  vàfeu*  tfe  X^saVoir' 8  '        znoS  J«*""><"q  ■»  «kvdiM  :r:r 

.      'uim-ilSi^d^  . 
Si  on  prend  «asuite  k  quarré  de  X  et iCruVio^tietranchacdii.^JP,?»!  vara 
la  valeur  de  uY*  d'où  résulte 

Cette  seconde  opération s'ejiécute  par  les  réglée  ordinaires  de  l'analyse,  sans 
faire  aucune  omission  dans  les  coefliciens.  , 

X  =  2  (x4-y)'  =  [    ***  +  «^«^1  "À 5G*^rfk* i jte^H^irfejff^,. 

61  ^W^^^1*3  -d?#,74.,„ol  nî  sb  «  -nw 
X  m  ***-xy+!&r  -  ixy  +  W_  7Xy  _  ^ 

p— ^-j-ad>^i  Wk^iggfrÂ^  yaiw-a^3-yL9VP  apranoo  9fï  « 

»  forme  X«— /îY^.^^te.att'^cwfcraifeiiiir  «,  *acf>  *»rib„(  ,  ,„  lL,  -  „ 

*  5. . 


36  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

m  A,  fl,  C,  U,  étant  des  polynômes  en  f  et  g  du  degré  am=  £  (n —  O  -, 
En  effet  si  on  fait  p  — , 


mais 
SOU 


si  on  fait  p  —f-\-g\/n  '  q=f  — gVni  on  aura  P  =    ~T -; 

is  d'après  cette  formation  on  sait  que  la  fonction  4*  peut  être  mise 
s  irnVnie^^^  »  '*  ■ 

Et  comme  eu  général  pq  est  rationnel  ainsi  que  p*  -f-  7*,  ^  étant  un  entier 
quelconque,  iî  s'ensuit  que' X1et  Y  sont  des1  polynômes  eq  ^ et  g,  ho- 
mogènes et  du  degré'tm;  ces  polynômes  divisés  par  n  seront  les  valeurs  de 

A  et  B  dans 

-On  aura  sr-nibbiblement  Q-=3  is  en  faisant  /p"~- «/*=(/> — </)H, 

on  aura       ^     o.  ol»  ,  y.        |!  i  'unaioj  sduuu.  ijir  Jo  olbùi  7uai. 

'     '      4H»4»Q*=X"  —  «Y*  y        no      _  «yy 

1+  27"  H-  T"-'/»  -f-  (m  -+•  1  )  9— V  +  etc.]  ' 

"  )  +  7"-7>-«^-r4-etcX^^  "  •  ^  r.  •  -  ^ 
Les  valeurs  de  X'  et  V  sont,  donc  pareillement  des  fonctions  cntièies  de 
f  et  gj  et  comme  X'  doit  être  divisible  par  n  en,  vertu-de  Téquation . . .. 
4nQ= X'*—  «Y'»,  il  faudra  fàireX'=/iZ',  ce  qui  donnera  4Q  =  nZ''— Y'*. 
Donc  la  fonction  Q  peut  être  mise  sous  la  forme  n  — (îY')'j  or 

puisque  n  est  de  la  forme  4m  + 1,  et  qu'ainsi  l'équation  i*  —  ruf  =  —  1  est 
toujours  possible,  la  même  fonction  Q'pWrVArfe  mise  ausài itiuâl* 'forme 
C» — nD'j  il  suffit  pour  cela  de  faireè  -f  D{?n^(£Y'-f  %7f\fh)  (f=té^n) , 
cequidoniieTaC==itY':fci/^  « 

r>o.  Théorème  11L  a  Soit  n  un^uombre  premier  dp,  la  forme 
»  si  m  fait  (/+?v/_*)r=F+G/  — „,  eiisoi tcF  ==/P^G  —  ngQ , 

»  ce  qui  onne      .  q  ^  ((    "»lionn«»ilAi  Jo  «dta^i  ;teo  i/roiev  s(  ."OÎ 
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»  je  dis  que  les  polynomesJP«^Q^urr^  êti*  pàrla^és  en  deux  facteurs 

»  rationnels ,  de  sorte  qu'on  aura 

-  *  ?  *=  •  :  urt.:*r»  Tïï.  v.  J:>  \  ri»  »mrn /!«.•':       lrt,.».-.U  .  ) 
P  =  AB,   Q  =  CD, 
«o  .  r,\i^  —  v  =  v  ">4<^  HbA-^  a  »î%il  no     J  An  ■,.  I 
»  A,  B,Ç,  D,  étant  des  polynômes  en  f  etg  du  degré 201+  I  =  £  (n — i).  » 

En  effet  soit  p  ^f+gV^é^^^^^^f^^  ; 
et  d'après  ce^te  formfl,pELpe*t  i^re^tr3;  J^-r4-w»^JL»  -«^v.qui  donnera 


.      Y=f    V"*^/*^^^^    ^  .  i 

Or  j'observe  que  In  valeur  deX  fit  récHe  et  rationnelle,  puisqu'elle  n<*dé 
pend  que  de  la  valeur  de />?  et  de  celle  de/**+-  £**uû.sont  réelles  .et  ra- 
tionnelles. Quant  à  la  valeur  de  Y,  i .■lie  i  kl  »!gtfle  'au  produit  de  }>—-<)  par 

le  polynôme  Zsa/iy.  C-^^~+g^y ,  r  ,j  +  etc.,  do  ut  la 

valeur  est  réelle  et  rationnelle  comme  celle  de  Xj  donc  puisque  p  ■*—  q 
K=2g\/  —  n,  on  aura  4^*=*-  X*  f-^^g*7^  d$nc  P  est  égal  au  produit 
des  deux  poly nomes,  j  X.-f  ngZ,  ng^$  lesquels  seront  les  valeurs 

de  A  elU»*  --r  ^Ja^«M;_^v  .-^^  _j_  _....*^]m,^ 

61.  Oh  aura  semblablement  Q  agi.. p  ^g  y  e»  pourra  do,nc  supposer 
4«Q=^X'*  +  nY/%el  onaura  »,J"   V^V   -H-  v     j  , 

— -=:*;ji\ — *   7:i;Jï»q£:I  .-.fît  Jipîo  f  H»** 


polynôme 


dont  la  valeur  est  réelle  et  rationnelle  ;  donc  on  aura  X'tea^V— «,  et 
X'^.rrt?  ce  ,qiJtm^ 

en  deux  facteurs rationnels ,iYf-t-gfc',  t  Y'  — ^Zj^qui  seront  les  valeurs 
dé€-n^fi.c-\-^ 'Vi "gT     .   w-*-*y..'7-\-^.--""  -  ' 


•»  t. 
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P  =  A" —  /&•,    Q  =e  C*  —  nD1 , 

»  A,  B,  C  D,  élanl  des  polvnomcs  en  f  v\  g  du  degré  am  =  {  (n —  • 
•  ,^>rP 
En  eflel  si  on  fin)  p  =/-f-        »  7  =/—£/•«  »  on  aura  p  =  T+7T; 

mai.,  d'après  cette  forii)j|tîx>ii  ou  sait  que  lit  fonction  4P  peut  cire  mise 
sou,  Td»^fl^>î ^cto  Ta\p\eïfe  WWaV.  +  1  *  »*»  ' 

Et  comme  en  urtal  p>(  <"st  rationnel  ait*  que  /»'  -f-<7\  *  ^ant  u»  entier 
quelconque,  ii  s'ensuit  ^10  X  et  Y  sont  des  polynômes  eu  /et  g,  lio- 
1111  gènes  et  du  de»,  ré  vm;  ces  polynômes  divisés  par  3  seront  le»  valeurs  de 
A  et  B  dans  T«qù*liQi»>t>  œuà*!— àB'.-  ?     «wk»  cl  ii  ji< 

On  aura  semh*abkmet7t     =  ^  .^=2-;  mais  en  faisant BV^'sa(p— ?)H, 

.  «     P      1  v  • 

on  aura  .     •«        oh  %J.        1'  i  '«"(uo.»  oflymr- nier.  J*»  oltain  jeu  ni:>i< 

*       l  -f-  a?"  +       '/»  +     +  0  9— etc.]        *J * ■  » 

^  —  +  ctc.i  ,  ^,  •      Un  ut  B-njc  «0 

Le»  valeurs  de  X'  et,  Y'  sont  donc  pareillement  des  fonctions  entières  Je 

f  vXg\  et  comme  X'  doit  être  divisible  par  »  et*  yertir-deTéquation  

4«Q=X'm — «Y'1,  il  faudra  faircX'=/ïZ',  ce  qui  donnera  4Q=/2Z'• — V*. 
Donc  la  fonction  Q  peut  être  mise  sou»  la  forme  n  {x^Y — (ïY')'î  or 
puisque  n  est  de  la  forme  -f-  1 ,  et  qu'ainsi  l'équation  £'  —  mf  =  —  1  est 
toujours  possible,  la  même  fonction  Q  rMrta  &re  rrifse  aussi  *6i^  là  'forme 
C* — /iD'j  il  suffit  pour  cela  de  faireC  +  W&«$P'<Pp*  \fn)  (âWHIt}, 
ce  qui  donnera"  C  =  4  2Y'  =t  i  «b^,  D^ï  rf'ifc  faflP^  "l  "  Jun" 

60.  Théorème  lit.  â  Soit  «  un  nombre  premier  de,  la _  fojrme 
»  si  on  fait  (f+g\/  ~nY=F+Gi/—n,eas^'¥==fB£MC=+gQ, 
»  ce  qui  donne      ,    ,  (;  .  0  ^n      .  ,i[lan[hlll^  Jr,  gffefcl  j„  ,rl91BV  c[ ^ 

P  —y--. — /.-«.^^f  ^  »  -  «  .'n_T~)ft.'  f»  .Tl-yvrs^^H^  etc=r  *  -  " 


> 
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m  je  dis  que  les  polynômes  P  e^ Q.pqurroflt  êlt*  ■partagés  en  deux  facteurs 

»  rationnels  ,  de  sorte  qu'on  aura 

-~  r  t  '~  •  -'  V  io  \  ns  eomi  n /■(*.■:     *.  »;!..»••-.<  1  > 

>      .     '  P  =  AB,  Q==CD, 

-  —  1  fr.uB  uo  ,  t\\r^  —  v  =  V  \-~  \      no  .1  J  »ï<  i  ' 

»  À,  B,  Ç,  D,  étant  des  polynômes  en  / et£  du  degré 201+ 1  =  i  («—  ')•  w 

En  effet  ™*f*=/+Mfcs^i*#BB^m^ 
et  d'après  ce^te  fonn^^a^eM^  û^irc,^^^  4^Y^r«^qui  donnera 

l  +>?rï.  7~<n>^»«r?ï*  etc. 

.    Y  =  f   ^"v+^J^^^-W"  *** .  i" 

•  '•»•      in».  *»  *  ^\  ^'"p*  loî  lâfioôsJ^^ÎKi  ia\  |jnii»'««j  m      "ji  * 

Or  j'observé  que  Ja  voleur  de X  est  nVlIr  «t.  rationnelle,  puisqu'elle  n<*dé- 
pend  que  delà  valeur  de  pq*%  decelle  de/»'H*  flVéjuî.sant  réelles,et  ra- 
tionnelles. Quant  à  la  valeur  de  Y,  elle  e*C  f'-ule  au  produit  de  /»  —  y  par 

le  polynôme  Z-cafty^V  '^  jl^'"  ;  -f-fc/?*?*  «*■  ^'iL'1'1-  '^1^  tctc,  dout  Ja 
valeur  est  réelle  et  rationnelle  comme  celle  de  X;  donc  puisque  />  —  (/ 
«=  a^v^  "~~  nt  on  aura  4^  ^  X*  ^^4^*^*4  d^nc  P  est  égal  au  produit 
des  deux  polynômes.,^  X.-J- îX;-—  ngZ>  lesquels  seront  les  valeurs 

de  a  cv^i^^^y^.      1*   -j.^  ;!--  ■ 

6i.  Oh  aura  scmblablement  Q  sa  \  ^  1(«  pourra  do,nc  supposer 

4*Q  =  X"  +  nY" ,  et  on  aura  *J  "  ~<V  's  « 

(v/<_  f     atf*-^  4-  /TV — «D*     fl!  4-  etb.. 
,;,!"  '  x  ^V  ^l^»"^^^ 4>f  mS'-^^-i  etcl 

f     T  ^J;nvT    v*  ".jn,!  1  •  <:+ XK  i«i-.ol        f.  •  ft .,  v 

La  valeur ude jfàmi  uSWmPW?^»  MflSf1^  ™rl,c  et  ra- 
tionnelle^ c'eatri-dirg,  yè ^  u^sio^ple^o^n^^ejen^ c^  g  du  degre  aw-j- 1 . 
Quant  à  la  fonctioVX'^eU>  est  le  .produit  d^p  7^gaijg\/  ~n  par  le 
polynôme  B 

dont  la  valeur  est  réelle  et  rationnelle  ;  donc  or  aura  X' ±=  agfc*  \/ — n ,  et 

X''  s=  4^V^qi£^ 

ën  deux  facteurs  rationnels  ^Y*4-gZ',  i"Y'  —gZ',  nui  seront  les  valeurs 


as  .  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

6a.  Voici  de»  exemples  de'  «m  décornjlo^ioitopow'ildB1^1^1  »  sis  7 

et  n  =  IV  ^j  jl  nu  ëcoif.i')  eouiiîq  '  fio  -  yjiWTSJiKnifo  uf  «iï  Ji^up  ol  ion!  r 

»  =  7 .  ,  * 

»1>  .l'jj Jukv'r.  cl  icq  $  JO'J  £19/U01J  110  J3  ,0  —  Ç^<03  ci3iiaob  mp  9j 

B  ==/*  —  3»/  V  «+■  any  V  —  an  W  —  »>£<  4.  «y , 
D  ==/*—" n/V  -  an/Y  +  ai^V  -  3n#<  +  »  . 

m.:  2189V  3  '"HXtft  Ifh  n.».»tup«>  BÏ'SJ  ^DeOqaiO..  j[j  r*  j  HO  XUOi'J  ai  SUv.-  b  ^ 

trcu^jgisémeiiî,  lç».ift^ef«Ç  4e  Q  ^J%i4é4>ui^PV4a  fc«teJJWdteiP*  tm 
réciproquemeot.  Il  faudrait  pour  cela  mettre  ng  et/à  la  r^aftfcdft^iel^ 

icspectivemerU.  ^  fi  Jiaiuc*j  smôWiiU  aiJon  njp  noilieoqmoDâb  cl  ri 
(33.  lié  théorème  précèdent  pej*  êtrfc  *W>Jiqw4  aux  fiectiûQft ahpdai re»$  tir 

m  on  fai  t/s= :  co^  et        =  %^^^g^^^^{^m 
d  ou  résuUeF  =scosn^,  G  y  — n  =  yr  — 1  gin      ,  et  par  conséquent 

Ainsi  toutes  les  fois  que  n  sera  un  nombre  premier  de  la  forme  ù,m  -f-  3 ,  les 
expressiona^le         et  '^^y  fpourrotlt  ^re^dVcomposeés  èn  deux  facteurs 

rationnels  du  degré  a«*>W  K=  ~  *».  ^  J°°  |J  '<» 

Par  exemple  dans  le  cas  de  ns=  7  .  on  aura 

.wphjàmpnosiil  loolso     ieq  :»Hn97  si  Jtnq  no  èajcun 

,>^,a^±fâ  il 


SECOND  SUPPLÉMENT..  .  3g 

CA.  Pour  ABpliuueK  ces  formule»  ù  ud  am  vmiùcoher  l  *oit  nrotxw  tk>.  di- 

viser  le  quart  de  la  circonférence  ^en  7  parties  égajes;  on  fera  «p'sr^V, 

ce  qui  donnera  coa^  =0,  et  on  Wôuvera  cot  <p  par  la-résolution  de  l'une 
«H  l'autre  des  deux  épations  \Hc  +  <tf\'Ac  - 

*jà*w4- *sX*«  —  ^*^n -4- '  V  =  A. 
cot»  <p  ^  7  •  cotflp  — :2  c?\  9  ±?/-=  P , 

cot?  $  —  7  5  cot'  ?  -rr  7  and  flU — 7  ^  s  p>  " 
La  première  s'applique  au*  arcs  ?  =%'^?^ "'^7"lj  seconde  aux  arcs 
7^»  1  qm  sont  les  suppléments  des.  précédées. 

On  aurpit Ji^oten^t^Mi^forffiuj^o^    \   =  \ 

«  q*,  ^sj,  i^^^.^^ 

00  a  donc  le  choix-  ou  de  décomposer  cette  équation  du  sixième  degré  en 
deux^tférda  srotsléfat^'commé  ori  vWh*  dVle  fafi^'ifa  vfetnplbyer  là 
substitution  tètitqwtàlMe  tyfflàÀ&iï  3'resoûdf*  nue  équation  du 
troisième  degré-.  V  «I1»»"-»»1»-  woq  li*Jn«î  U  j  j.Vx 

Mais  la  décomposition  que  notre  théorème  fournit,  a  de  plus  davantage 
de  faire  cotou»fcre<k*  propriétés  Yvette*  ^sériions  tffrg*1aires.  Car  puis- 
que daiw^tre^xe^  sont  les 

racines  d'une  même  équation  #  +7**"»T .7* +.7  *  =  <>,  il  s'ensuit  qu'on  a 

«■  3  a-  &r 

cot -  cot  ^r  cot  77=l/7> 

t  -t-  k\N  ocoioi  et  .  b  laimyxq  ^Jdaioa  ajBcv»«  r  r  t.)  -  • 

•    ci  nMt"  na  Bbjëoqwob-~I>  î>vi%  jîj  i  o-  rtf,  ^ 

COt^COt^COt^=,|/7;,  _  . 

comme  on  peut  le  vérifier  par  le  calcul  irigonométrique. 

Il  resterait  'toW&«p^r>une  «W»  Quelconque  de  »,  la  loi 
des  valeurs  de  <p  qui  servent  à  composer  les  racines  de  chaq 
On  aurait  ainsi  de  nouvelles  formules  qui  s'ojouteraient  aux 
formules  connues  dans  la  tli^o^e  de*  sections  angulaire: 


/,o  .  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

65.  Théorème  IV.  «  Si  l'équation  x3  —  px*  qx  —  r  =  o  a  ses  trois 
»  racines  rationnelles ,  la  quanlité.A  =pY  —  4<Z*+  4pV— 37/-% 

»  devra  être  un  quarre.  » 

En  effet  soient*  et,  C,y,  les  racines  rationnelles  de  l'équation  proposée, 
en  sorte  qu'on  ait  p  =  *  +  €  +  y ,  7  =  «C  +  +  >*,  rataCy** 
l'on  cherche  les  valeurs  des  quantités./  et  z  ainsi  composées  : 

y  =       -f-  €'>  -f-  >•*  , 

ces  quantités  devront  être  également  rationnelles.  Or  par  les  formules  con- 
nues on  trouve  y  •+•  s  =  pq  —  3r ,  yz  =     •+-  f>sr  —  6^r+  9/*,  donc 
 zy  =  />V/"  —  4^»  -j-  ifyçr  —  <fy?'r —  "377*  ;  le  second  membre  doit 

donc  être  un  qunrré  parlait. 

On  obtiendrait  le  même  résultat  par  la  considération  des  deux  quantités 

/V>.  .  i 

Les  quatre  théorèmes  précedens  prouvent,  comme  on  l'a  déjà  dit  plu- 
sieurs fois,  que  l'analyse  indéterminée  n'est  pas  sans  utilité  pour  lë  perfec- 
tionnement de  l'analyse  algébrique  ;  c'est  au  moins  sous  ce  rapport  qu'on 
peut  encourager  des  recherches  qui  sont  en  général  très  difficiles  et  s 
vent  infructueuses. 


.  «N  DU  SECOND  SUPPLÉHÊNT. 


» 


 >- 


Digitized  by  Google 


•>•  '  "~rrf  ~< 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


